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Uber universale homomorphe Bilder und universale
Untergruppen von abelschen Gruppen.

Von L. FUCHS in Budapest.

§ 1. Einleitung.*)

In der aligemeinen Theorie der Gruppen spielen die homomorphen Bil-
der und die Untergruppen eine wesentliche Rolle ; jetzt wollen wir ein speziales
homomorphes Bild bzw. eine speziale Untergruppe untersuchen, und zwar fiir
den Fall von abelschen Gruppen.

Es sei G eine abelsche Gruppe.) Wir nennen U ein universales homo-
morphes Bild von G, wenn 1. U selbst ein homomorphes Bild von G ist,
d h. G~ U, und 2. ist H ein homomorphes Bild von G, so 146t sich eine
Untergruppe von U finden, die mit H isomorph ist. Der duale Begriff: Z
heiBt eine universale Untergruppe von G, wenn l. Z eine Untergruppe von
G und II. jede Untergruppe von G ein homomorphes Bild von Z ist.

Das Hauptproblem ist nun, diejenigen Gruppen zu charakterisieren, die
ein universales homomorphes Bild bzw. eine universale Untergruppe besitzen.

Es ist leicht, solche Gruppen anzugeben, fiir die ein universales homo-
morphes Bild bzw. eine universale Untergruppe existiert. Z. B. jede endliche
Gruppe besitzt nach dem Hauptsatz der endlichen abelschen Gruppen ein
universales homomorphes Bild und eine universale Untergruppe, ndmlich sie
selbst hat die erwdhnten Eigenschaften. Allgemeiner: jede abelsche Gruppe,
deren Elemente von beschrankter Ordnung sind (eine sog. beschrinkte Gruppe),
ist ein universales homomorphes Bild und eine universale Untergruppe von
sich selbst. Die Gruppe ©(p=) vom Priifferschen Typ hat ein universales
homomorphes Bild, ndmlich sich selbst, aber besitzt keine universale Unter-

*) §§ 1—3 hat Verf. auf dem bulgarischen Mathematikerkongre8 in Sofia am 13.
Oktober 1956 vorgetragen.

1) Unter einer Gruppe verstehen wir im folgenden stets eine additiv geschriebene
abelsche Gruppe mit mehr als einem Element. Fiir die Grundlagen der Theorie der abel-
schen Gruppen weisen wir auf die Arbeiten Kuroscu [6] und Kapransky [5] hin.
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gruppe. Dagegen besitzt die unendliche zyklische Gruppe C(s<) kein uni-
versales homomorphes Bild, aber sie hat eine universale Untergruppe (belie-
bige Untergruppe == 0).

Im folgenden werden wir eine hinreichende und notwendige Bedingung
aufstellen, damit eine Gruppe ein universales homomorphes Bild bzw. eine
universale Untergruppe habe. Es ist interessant, daB es keine Gruppe mit
unendlichem torsionsfreiem Rang gibt, die keine universalen homomorphen
Bilder und keine universalen Untergruppen besitzt.

§ 2. Universale homomorphe Bilder von Torsionsgruppen.

Es sei zuerst G eine p-Gruppe. Die Elemente a,,...,a: von G heien
unabhédngig, wenn aus ma, + .-+ + ma, =0 (n; ganz rational) jeweils ma, —
= «+» = ma, = 0 folgt. Eine unendliche Menge von Elementen (das Nullelement
soll stets ausgeschlossen sein) nennt man unabhdngig, wenn jede ihrer end-
lichen Teilmengen unabhdngig ist. Die gemeinsame Machtigkeit der maxi-
malen unabhingigen Systeme ist als der Rang der Gruppe bezeichnet, in
Zeichen: r(G)’). Es gibt unter den Riangen r(p"G) (n=1,2,...) einen mini-
malen m, der der letzte Rang von G heifien soll’). Es laft sich zeigen, daB
jede p-Gruppe eine direkte Zerlegung besitzt*):

(1) G=GI+GE)

wo G, eine beschriankte Gruppe ist und der Rang von G, mit dem letzten
Rang m von G iibereinstimmt.
Die Behauptung ist nun:

P) U=G,+ ; Q(p®)

ist ein universales homomorphes Bild von G.
Zuerst beweisen wir: G~ U. Dazu geniigt es, die Existenz eines Homo-

morphismus G, ~ U,= >, @(p®) zu bestitigen. Ist m endlich, so gilt G, ~Us;

also nehmen wir m = N, an. Nach der Wahl von m 146t sich in G, eine

?) Die gleiche Definition des Ranges gilt fiir beliebige Gruppen. Nimmt man nur
Elemente von unendlicher Ordnung, so erhélt man entsprechend den torsionfreien Rang ro (G),

3) Dieser Begriff wurde in [3] eingefiihrt.

4) Fiir diesen Satz s. die Arbeit [2], Lemma 1. — Pluszeichen, sowie das Symbol der

Summierung, fiir Gruppen angewandt, bedeuten stets direkte Summen. Z G soll die direkte
m

Summe einer Menge der Michtigkeit m von Gruppen bezeichnen, die alle mit G isomorph
sind.
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®
Untergruppe F finden, die die folgende Struktur besitzt: Fo~ > Z: C(p").

Es gibt einen Homomorphismus von F auf U,. Da U; eine vollstindige
Gruppe ist, 146t sich dieser nach einem bekannten Satz’) zu einem Homo-
morphismus von G, in U,, und somit auf U, erweitern.

Jetzt nehmen wir G~ H an und zeigen, daB H in U einbettbar ist.
Der Zerlegung (1) entsprechend 4Bt sich A in der Form H= H,+ H, so
zerlegen, dal A, in G, einbettbar ist und der Rang von H, die Michtigkeit
m nicht tibersteigt. Dann 146t sich H, in U, einbetten, w. z. z. w.

Somit erhalten wir als Resultat, daB jede p-Gruppe ein universales
homomorphes Bild besitzt. Diese Behauptung gilt auch fiir Torsionsgruppen,
da diese direkte Summen von zu verschiedenen Primzahlen gehorigen p-Grup-
pen G, sind und die direkte Summe von universalen homomorphen Bildern
der G, ein solches fiir die ganze Gruppe ist.

Satz 1. Jede Torsionsgruppe besitzt ein universates homomorphes Bild.

§ 3. Universale homomorphc Bilder von torsionsfreien und
gemischten Gruppen.

Wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem die Gruppe G einen ena-
lichen oder unendlichen torsionsfreien Rang ro(G) besitzt. Wir beginnen mit
dem zweiterwdhnten Fall.

A) Es sei G eine Gruppe mit ro(G)=1r = N,. Die p-Komponenten der
Torsionsuntergruppe 7 von G sollen die letzten Rdnge m; haben. Es sei t;—
== Max (v, m;). Dann 146t sich G in der Form '

@A) G=G,+G,

zerlegen, wo @, eine Torsionsgruppe mit beschrankten p-Komponenten ist
und G, eine solche Gruppe ist, in der die p,-Komponente der Torsionsunter-
gruppe einen Rang =t; besitzt’). Wir setzen’):

€)) U= Gl+Z&+Z'_'tZ_@(p:"),

wo & die additive Gruppe aller rationalen Zahlen bedeutet, und zeigen, daB
diese Gruppe U ein universales homomorphes Bild von G ist.

5) S. z. B. Karransky [5], Exercise 1.

6) S. [2], Lemma 3.

) Die Summation bez. i soll hier und im folgenden die bez. aller Primzahlen p;
bedeuten.
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Zuerst zeigen wir: Go~ U, = > & +ZZ €(p2). Nach der Definition

von r und m; konnen wir in @, eine Untergruppe F:'_:fz@(m)+
[+ #]

= Sl S0 €(p;) wahlen®) und diese — wegen der Unendlichkeit von v —

i m; n=l1

auf U, homomorph abbilden | > @ (o) kann namlich auf >'& + > > 'C(p>)

und >,

@(pr) auf > @(pe) abgebildet werden|. U, ist eine vollstindige
i n==l m;

Gruppe und es folgt wie im Fall von p-Gruppen, da der Homomorphismus
F~ U, zu einem Homomorphismus G,~ U, erweitert werden kann.

Um zu zeigen, daB sich jede Gruppe H mit G~ H in U einbetten
1a6t, zerlegen wir H — (3) entsprechend — in der Form H= H,+ H,, wo
H, einer Untergruppe von G, isomorph gewdhlt werden kann, der torsions-
freie Rang von H, (trivialerweise) nicht grofer als v ist, und die Rénge
ry.(H;) der p~Komponenten der Torsionsuntergruppe von H, hdchstens t; sind.
Dann ldBt sich H, in G, und H, — nach einem bekannten Resultat’) — in
U, einbetten.

Folglich besitzt jede torsionsfreie oder gemischte Gruppe von unendlichem
forsionfreiem Rang ein universales homomorphes Bild. — Ist insbesondere G

torsionsfrei, so ist z. B. U=Z(éﬂ,+€) ein universales homomorphes Bild,
wo C= 2 C(p>) der Gruppe aller komplexen Einheitswurzeln isomorph ist.

B) Nun wenden wir uns dem Fall von Gruppen mit einem endlichen
torsionsfreien Rang r =1 zu. Es sei G eine solche Gruppe mit einem uni-
versalen homomorphen Bild U. U mufi ersichtlich eine gemischte Gruppe
mit 7o (U)=r sein. Die p-Komponente der Torsionsuntergruppe S von U
muB mindestens den Rang r--r,,(G) haben, da dies fiir die Faktorgruppe
G/F nach irgendeiner freien Untergruppe F vom Range r gilt, die in p.G
enthalten ist. Bei einem Homomorphismus G ~ U kann aber wegen der End-
lichkeit von r kein Element von unendlicher Ordnung auf ein Element von
“endlicher Ordnung abgebildet werden. Daraus schlieft man, daB r, (G) und
dhnlicherweise die letzten Rdnge m; der p-Komponenten der Torsionsunter-
gruppe T von G nicht endlich sein kénnen.

U enthilt eine Untergruppe V, die der Faktorgruppe G/T= G isomorph
ist. Jedes torsionsfreie homomorphe Bild von G ist auch ein solches von G
und alle torsionsfreien homomorphen Bilder vom Range r der Gruppe G sind

§) Ist insbesondere m, fiir ein / endlich, so soll das entsprechende Glied in F fehlen.
9) S. z. B. [2], Lemma 5.
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mit G isomorph. Gilt") {V, S}=U, so folgt aus VnS =0 ersichtlich U=
= V4 8. Ist aber {V, S} = V+S§ eine echte Untergruppe von U, so ist nach
dem ersten Isomorphiesatz

U=UISD{V,S}/S=V=>=V/VnS=xV,

d.h. U enthilt eine echte, mit sich selbst isomorphe Untergruppe V. Diese
V muB von endlichem Index in U sein, da die Faktorgruppen einer torsions-
freien Gruppe von endlichem Range r nach ihren Untergruppen der Form

D' @(o) sich hochstens um eine endliche Gruppe voneinander unterscheiden,

und daraus ergibt sich die Behauptung nach Vergleich der Gruppen V/B
und U/B, wo B irgendeine, durch ein maximales unabhingiges System er-
zeugte Untergruppe von V bezeichnet. Es folgt, daB {V,S} von endlichem
Index m in U ist; u,,...,un sei ein vollstindiges Reprdsentantensystem von
U modulo {V,S}. Es gilt muj=v;+s5s; (v; € V,s; € S); bezeichnet m* das
k.g.V. der Ordnungen von s; (j=1,...,m), so gilt mm*u; €V, d.h. U’'=
={V,u,,..., us} geniigt der Bedingung: mm®* U’'S V. Mithin ist U’ eine
gemischte Gruppe mit beschrinkter Torsionsuntergruppe S’, die auch ver-
schwinden kann. Nach dem Satz von BAER—FOMIN ergibt sich eine Zerle-
gung U’'=S’+ W mit torsionsfreiem W. Nun ist WnS=0 und {W, S} =
={W,S,S}={U’,S}={V,u,,...,un,S}=U,d. h. U= WS, U ist also
die direkte Summe einer Torsionsgruppe S und einer torsionsfreien Gruppe
W, die mit G isomorph ist.

Ist zunichst H irgendein torsionsfreies homomorphes Bild von G, so
mufl es einer Untergruppe von W+ S, und somit auch einer von W isomorph
sein. G= A besitzt also die Eigenschaft:

(E) jedes torsionsfreie homomorphe Bild von A ldft sich in A einbetten.

Umgekehrt zeigen wir, da jede Gruppe G von endlichem torsionsfreiem
Rang r, die die Eigenschaft (E) beziiglich G/T besitzt und in der die p;~-Kom-
ponenten der Torsionsuntergruppe 7" unendliche letzte Radnge m; haben, ein
universales homomorphes Bild besitzt.

Zum Beweis zerlegen wir G = G,+ G,, wo die p-Komponenten der
Torsionsgruppe G, beschrankt sind und der Rang r,,(G,) die Michtigkeit m;
nicht {iberschreitet. Dann setzen wir:

(5) U=G,+G/T+ 2 2 e(p®)

t m;

und zeigen, daB U in der Tat ein universales homomorphes Bild von G darstelit.

10) {...} bedeutet die durch die in der Klammer stehende Menge erzeugte Untergruppe.
N ist das Zeichen des Durchschnitts, C© das des Enthaltens.
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Um die Existenz eines Homomorphismus G,~ G/T+4 U, mit
U,= Z > @(p=) nachzupriifen, zerlegen wir zuerst 7 — der Zerlegung

G = G, + G, entsprechend — in der Form 7=G,+ T, (7, die Torsions-
untergruppe von G,). Wie schon im Fall von p-Gruppen gezeigt, gilt T,~ U,;
es sei X eine Untergruppe von 7, mit 73/ X~ U,. Dann ist die Torsions-
untergruppe 7,/X von G,/X mit U, isomorph, also ein direkter Summand :

Nehmen wir nun an, daf G~ H gilt. Dann gibt es eine Zerlegung
H=H,+ H,, wo H, einer Untergruppe von G, isomorph gewihlt werden
kann, und die Ringe der p-Komponenten der Torsionsuntergruppe Y von H,
hochstens m; sind. Wir betten Y in die volistindige Gruppe U, ein, so gilt
in einer passenden vollstindigen Gruppe: {H,, U,} =~ H,/Y+ U,. Hier ist
H,/Y als ein homomorphes Bild von G/T in G/T einbettbar. Dies bestatigt,
daBl sich A in U einbetten ldfBt, g.e. d.

C) Es bleibt noch iibrig, die torsionsfreien Gruppen von endlichem
Rang r und mit der Eigenschaft (£) zu untersuchen.

Wir erinnern daran, dal man in einer torsionsfreien Gruppe G unter
der Charakteristik y(a) eines Elementes a(==0) die Folge (k,, ks, ...) versteht,
wo k; den grofiten Exponenten k& bedeutet, fiir den die Gleichung pix=a
in G (p: bedeutet die i-te Primzahl) losbar ist; existiert kein grofBter &, so
nimmt man k;==ce. y(a) und x(b)==(4, 1, ...) seien als dquivalent betrach-
tet, wenn k; =1/ fiir alle i/ mit Ausnahme von hochstens endlich vielen i,
fir die aber k; und /; beide endlich sein miissen. Die dquivalenten Charakte-
ristiken bilden eine Klasse, die der Typ z(a) von a heifit. Wir setzen
z(a) = ©(b), falls es Charakteristiken y(a')=(k, ks, ...), x(&)= (L, 1L, ...)
in den Klassen z(a) und ¢(b) gibt, so dab k; = [; fiir jedes i.

Es sei nun A eine torsionsfreie Gruppe vom Range r und mit Eigen-
schaft (E). Wir betrachten alle homomorphen Bilder von A in der Gruppe
&. Da r endlich ist, gibt es unter den Typen der Elemente von A maximale.")
Sind (@) und ©(b) maximale Typen, so gibt es in & ein homomorphes Bild
B von A, dessen Typ = =(a) und = 7(b) ist. Wegen Eigenschaft (E) kann
daher nur ein einziger maximaler Typ =, existieren.

Wir wihlen ein maximales unabhingiges System a,,...,a, von Ele-
menten des Typs =, in A. Gibt es in A zwei verschiedene zweitmaximale
Typen ¢(c) und z(d), so miissen ersichtlich a,,...,a,,, ¢, d unabhingig sein.
Wir bilden A irgendwie in eine Gruppe . & homomorph ab, so daB den

r+l

Elementen a,,...,a,,c unabhangige Bilder aj,...,a;,c entsprechen, wih-

1) Fiir diese einfache Tatsache s. Baer [1], S. 106.
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rend d auf ¢’ abgebildet sein soll. Das so entstehende homomorphe Bild B
von A enthdlt das von aj,...,a;, unabhingige Elementc’, dessen Typ = 7(c)
und = 7(d) ist. Da sich B in A einbetten 146t, schlieBt man, da es in A
nur einen zweitmaximalen Typ 7, gibt. So fortschreitend erhélt man, daf die
verschiedenen Typen der Elemente in A eine endliche Menge =,,..., 7, bil-
den mit der Eigenschaft

TIDTaD> +++ DT, g=1)

Den Typen entsprechen die Servanzuntergruppen
0=ACAC---CA=A, r(Ai/Ai.1)=r;,

wo A; aus allen Elementen von A besteht, deren Typ = =; ist. Diese A; be-
sitzen die Eigenschaft, dafl jedes Element von A aufilerhalb A;.; hochstens
den Typ =: hat.

Zunichst seien H und K Servanzuntergruppen in A; mit den Eigen-
schaften KD HD A1 und r(K/H)=1. Es sei L eine maximale Untergruppe
von H mit der Eigenschaft LnA;.1=0; L ist dann gewif eine Servanzun-
tergruppe von H. Offensichtlich hat jedes Element von H/L einen Typ = 7,
und aufierdem stimmen die Rdnge von H/L und A, {iberein. Nach Eigen-
schaft (E) ist A/L, folglich auch K/L in A einbettbar, demnach hat jedes
Element in K/L auBerhalb H/L hochstens den Typ 7:, also genau den Typ
7;. Fiir i =1 besagt dies, da sowohl die Elemente von A als auch die der
torsionsfreien Faktorgruppen von A den Typ =, besitzen. Nach einem Satz
von BAER™) ist daher A die direkte Summe von r, Gruppen, alle vom Range
1 und des Typs 7,. Im Falle i=2 bekommen wir, daf die Elemente von
K/L auBerhalb H/L vom Typ 7, sind. Nun wéhlen wir ein maximales unab-
hiangiges System a,,...,a,, in H/L und erginzen es mit einem Element a
von K/L, nicht in H/L; es ist klar, daf a,,...,a, den Typ 7;, a den Typ
7, besitzt. Jedes Element x von K/L 148t sich eindeutig in der Form
x=p,a,+ -+ 40,0, +0,a mit rationalen Koeffizienten ¢; darstellen. Durch-
lduft x alle Elemente von KJL, so durchlaufen ¢,,..., 0., 0, gewisse Unter-
gruppen R; von &. Da K/L kein homomorphes Bild mit Elementen vom Typ
>, besitzen kann, konnen R; keinen Typ >, besitzen. Somit sind
Ry, ..., R, vom Typ ¥,. Demnach gibt es eine natiirliche Zahl n, so daB fiir
alle Elemente x in K/L die Summanden nea,, ..., ne.a,, der Gruppe H/L
angehoren. Dann gehort aber no,a stets zu K/L, und aus t(a)=, folgert

12) Baer [1], S. 104—105. Wir brauchen hier den folgenden Spezialfall dieses Satzes.
Es sei J cine torsionsfreie Gruppe von endlichem Rang, S eine Servanzuntergruppe von J,
ferner seien alle Elemente von J, die nicht zu § gehdren, von demselben Typ r. Haben
fiir alle Servanzuntergruppen T von J mit 72 § die Elemente von J/T den gleichen Typ =,
so ist J die direkte Summe von S und von Gruppen vom Range | und des Typs =
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man, daf K, vom Typ <. sein muli. Infolgedessen hat die Faktorgruppe
(K/L)/(H L)y~ K/H den Typ 7,, und aus dem angefiihrten Satz von BAER
folgt, dafi A, die direkte Summe von A, und von r, Gruppen vom fange 1
und des Typs =, ist Usw. Zum Schlufi erhdlt man: A ist als eine direkte
Summe von endlich vielen Untergruppen der Gruppe & von den Typen
0, = 0, = --+ = 0, darstellbar:

(7 A= R(0))+ R(0,)+ -+ -+ R(5,).

Umgekehrt miissen wir zeigen, dafl jede torsionsfreie Faktorgruppe H
von A in (7) in A einbettbar ist.

Vor allem bemerken wir, dali kein homomorphes Bild H von A in (7)
ein Element von einem o, iibersteigenden Typ enthalten kann. Sonst hitte A
ein homomorphes Bild vom Range 1 und vom Typ > ¢,, dies ist aber un-
moglich, denn jeder Homomorphismus von A in & ist durch die Bilder von
R(0)), ..., R(0,) schon eindeutig bestimmt und wegen aer Endlichkeit von r
konnen die Bilder von R(0,) keine Untergruppe vom Typ > o, erschopfen.
Es folgt noch, daf keine Faktorgruppe von H ein Element vom Typ > o,
enthalt.

Aus dem Gesagten und aus dem Satz von BAER ergibt sich, daB falls
in (7) alle Gruppen R(o;) denselben Typ besitzen, auch H die direkte Summe
von mit R(o;) isomorphen Gruppen ist, folglich ldlit A sich in A einbetten.
Nehmen wir an, daf diese Behauptung schon fiir den Fall bewiesen ist, wenn
A nur k—1 verschiedene Typen besitzt. Es sei A, wie oben definiert; sie
besteht also aus allen Elementen vom maximalen Typ =, in A. Es sei H, auf
dieselbe Weise fiir H definiert. Bei dem Homomorphismus A~ H wird A,
in H, abgebildet, d. h. es besteht auch A — A/A, ~ H/H,= H. Fiir das Grup-
penpaar A, H kann die Induktionsannahme angewandt werden, woraus wir
schlieben konnen, daB H die direkte Summe endlich vieler Gruppen vom
Range 1 und von Typen = 7, ist, und auBerdem sich H in A einbetten 14Bt.
Durch k—1-malige Anwendung des zitierten BAERschen Satzes folgt (man
beachte, daf die Typen in H monoton abnehmen), daB H die direkte Summe
von H, und einer mit H isomorphen Gruppe H, ist. Ferner ist jedes Element
von M, und von den Faktorgruppen H,/H; nach Servanzuntergruppen gewiB
vom Typ =,, infolgedessen ist H, die direkte Summe von Gruppen vom
Range 1 und vom Typ =,. Da ersichtlich r(H,) = r(A,) sein muB, ist H, in
A, und somit A in A einbettbar, w.z.b. w.

D) Unsere Ergebnisse beziiglich torsionsfreier und gemischter Gruppen
sind in dem folgenden Saiz zusammengefalit.

Satz 2. Eine Gruppe G von torsionsfreiem Rang v(4 0) besitzt dann
und nur dann ein universales homomorphes Bild, wenn
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entweder v unendlich ist,

oder v endlich ist und G den folgenden Bedingungen geniigt: a) die
p-Komponenten der Torsionsuntergruppe T von G haben unend’'che letzte
Ringe, b) die Faktorgruppe G/T ist die direkte Summe von Gri.pcn vom
Range 1, deren Typen o; monoton abnehmen, 0, = 6,= +++ = 0,.

§ 4. Universale Untergruppen.

Jetzt untersuchen wir, wann eine Gruppe eine universale Untergruppe
enthalt.

A) Zuerst sei G eine p-Gruppe mit einer universalen Untergruppe Z.
Wir zerlegen G==G,+ G;, wo G, eine beschrinkte Gruppe ist und der
Rang r(G;) mit dem letzten Rang m von G {ibereinstimmt. Gilt nun m=0,
so ist Z—= G offenbar eine universale Untergruppe von G. Ist m eine natiir-

liche Zahl, so ist Gy= > ©(p®), und Z muB die Gruppe G, enthalten. Dann

enthdlt G jede zyklische Gruppe C(p*) (k=1,2,...), aber Z~ C(p*) gilt
nicht fiir solche p*, die die Ordnungen der Elemente in G, iibersteigen. Dies
schliet den Fall 0 <m <N, aus. Im Falle m = R, setzen wir

Z— Gl+§§@(p")

Dann ist Z einer Untergruppe von G isomorph; ferner beweisen wir, daB
H< G die Existenz eines Homomorphismus Z~ H nach sich zieht. In der
Tat, zerlegen wir H—= H,+ H,, so daB H, in G, einbettbar ist und r(Hy) =m

gilt. Dann ist G,~ H, und > > @(p")~ H,, woraus man schlieBt, dab

m n=1
eine p-Gruppe genau in dem Falle eine universale Untergruppe besitzt, wenn
thr letzter Rang O oder unendlich ist.
Es folgt miihelos, daB eine Torsionsgruppe dann und nur dann eine
universale Untergruppe enthdlt, wenn dies fiir alle ihrer p-Komponenten gilt.
B) Jetzt wenden wir uns dem Fall zu, wenn G eine torsionsfreie oder eine
gemischte Gruppe ist, deren torsionsfreier Rang r endlich ist. Enthdlt G eine

universale Untergruppe Z, so gilt Z~ > @(oc), da die letztere Gruppe einer

Untergruppe von G isomorph ist. Daraus folgt, daB Z die Form
= >'@(o0)+ Y mit einer Torsionsgruppe Y besitzt.*) Aber es muf auch

12) Ist ndmlich fiir eine Gruppe G und ihre Untergruppe H die Faktorgruppe G/H
eine freie abelsche Gruppe, so ist H ein direkter Summand von G.
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Z~ G gelten, also auch Z~ G/T, wo T die Torsionsuntergruppe von G
bedeutet. Aus ro(Z)=ro(G), erhilt man G/T==2 @(), ferner G=

=Z ©(<)+ T. Somit muB Y eine universale Untergruppe von T sein.

Umgekehrt, sei G von der Form G= 2> C(ec)+ T und besitze die

Torsionsgruppe 7T eine universale Untergruppe Y. Wir bezeichnen mit H eine
beliebige Untergruppe von G und mit S deren Torsionsuntergruppe. Dann

ist ersichtlich H/S endlich erzeugbar, also von der Form > @(=) (s=7);
folglich besteht: H= > @(oc)+S. Wegen Annahme gilt ¥~ S, d. h.: eine

Gruppe G mit endlichem torsionsfreiem Rang r (> O0) besitzt genau dann eine
universale Untergruppe, wenn G= 2, @(c<)+ T, wo T eine Torsionsgruppe

mit einer universalen Untergruppe ist.

C) Es bleibt nur der Fall ilbrig, wenn G unendlichen torsionsfreien
Rang r besitzt. Wir zerlegen G=G,+ G,, wo G, eine Torsionsgruppe mit
beschrankten p-Komponenten ist und G, eine gemischte Gruppe mit r,, (G;) =
= Max (m;, r) ist (m; bezeichnet den letzten Rang der p.-Komponente der
Torsionsuntergruppe von G,). Wir zeigen, dal

z- G+ 36+ I3 S0+ 2

eine universale Untergruppe von G ist.¥) Vor allem ist es evident, daf Z
einer Untergruppe von G isomorph ist. Ferner sei H irgendeine Untergruppe
von G und man setze H=H,+ H, mit H,, unterworfen der Bedingung
H, € G, und mit r,,(Hy) = m;. Dann geniigt es, die Existenz eines Homo-
morphismus Z, ~ H, nachzupriifen. Aber diese folgt unmittelbar aus der
Tatsache, daB die p,-Komponente der Torsionsuntergruppe von H, vom Range
= m; ist und die Ungleichung r»(H;) = v offenbar besteht. D. h. im betrachte-
ten Fall enthdlt G jeweils eine universale Untergruppe.
D) Folglich haben wir folgendes bewiesen.

Satz 3. Eine Gruppe G besitzt dann und nur dann eine universale
Untergruppe, wenn

a) falls G eine p-Gruppe ist: der letzte Rang von G Null oder unend-
lich ist;

14 Ist m, fiir ein i/ endlich, so lassen wir den entsprechenden Summanden weg.
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b) falls G eine Torsionsgruppe ist: jede p-Komponente von G der
Bedingung a) geniigt;

c¢) falls G von endlichem torsionsfreiem Rang r(>0) ist: G=
— M @()+T gilt, wo T eine Torsionsgruppe mit der Eigenschaft b)

bezeichnet ;
d) falls G von unendlichem torsionfreiem Rang ist: in jedem Fall.
Damit haben wir unsere Probleme vollstindig gelost.

§ 5. Bemerkungen.

1. Aus dem oben Gesagten folgt unmittelbar, daf eine Gruppe G genau
dann sowohl ein universales homomorphes Bild als auch eine universale Unter-
gruppe besitzt, wenn

entweder G eine Torsionsgruppe ist, deren jede p-Komponente beschrankt
ist oder unendlichen letzten Rang besitzt;

oder G unendlichen torsionsfreien Rang hat;
oder G endlichen torsionsfreien Rang r besitzt und G=_> C(ce)+ T

gilt, wo jede p-Komponente der Torsionsgruppe 7 von unendlichem letztem
Range ist.

2. Es liegt nahe zu fragen: Welche Gruppen U kommen als universale
homomorphe Bilder irgendwelcher Gruppen G vor? Diese Gruppen koénnen
leicht charakterisiert werden. Jedes homomorphe Bild von U ist ndmlich auch
ein solches von G, und mufl somit in U einbettbar sein. U hat folglich die
Eigenschaft :

(Q) jedes homomorphe Bild von U ldpt sich in U einbetten.

Umgekehrt, hat eine Gruppe U die Eigenschaft (Q), so ist sie offenbar
ein universales homomorphes Bild von sich selbst. Infolgedessen erhalten
wir: U ist genait dann ein universales homomorphes Bild irgendeiner Gruppe
G, wenn sie die Eigenschaft (Q) besitzt. Diese Gruppen wurden in der Arbeit
[4] volistindig beschrieben.

3. Ahnlicherweise konnen wir beweisen, daB eine Gruppe Z dann und
nur dann eine universale Untergruppe irgendeiner Gruppe G darstellt, wenn
sie eine universale Untergruppe von sich selbst ist, also die folgende Eigen-
schaft besitzt :

(P) jede Untergruppe von Z ist ein endomorphes Bild von Z.

Die Gruppen mit Eigenschaft (P) wurden in (3] vollstindig charak-
terisiert.
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