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Eine Ableitung des Cartanschen Zusammenhangs
eines Finslerschen Raumes.

Von ROLF SULANKE in Berlin.

In dieser Arbeit soll eine Ableitung des Cartanschen Zusammenhangs
eines Finslerschen Raumes angegeben werden, die vielleicht deshalb inter-
essant ist, weil sie vollig analog zur Herleitung des LEvI-CiviTAschen Zusam-
menhanges eines Riemannschen Raumes verlduft.

Man kommt ganz natiirlich zu dem Begriff einer ,affinzusammenhan-
genden Linienelementmannigfaltigkeit“, der in den Arbeiten [3], [4] von
O. VArRGA definiert wurde, wenn man das Transformationsverhalten der parti-
ellen Ableitungen eines auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X, gege-
benen Tensors 7i(x", ') untersucht, der auBier von den Punktkoordinaten x”
noch von den Koordinaten )* eines beliebig im Tangentialraum der X, im
Punkte (x7) variierenden Vektors abhangt (i,/,/=1,...,n). Die Ableitungen

einer Funktion nach den Punktkoordinaten seien durch a,=6—ax,, die nach den

. sl AL 2 TR :
Vekyektorkoordinaten durch o bezeichnet. Istdann

x" = x"(x), X =Ay, X =Ar,
(1) |AV|==0, AVAY =0V, ATAL =0},
eine Transformation der Punktkoordinaten der X., so ist durch
2 Yy =Al (0

gleichzeitig eine Transformation der Vektorkoordinaten erzeugt. Fiir die parti-
ellen Ableitungen eines Tensors 77 (x,y) gelten dann bekanntlich die folgenden
Transformationsgesetze

() 00 To= AL AV AL 9, Ti+[Al 00 Av + Avo, Al T + AL AL 0. Ti(00 AV) AL Y'
4 de Tt = AVALAL 0, TY,
die sich von dem Transformationsverhalten der partiellen Ableitungen eines
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rein ortsabhdngigen Tensors unterscheiden. Soll jetzt fir richtungsabhingige
Tensoren Ti(x, y) ein absolutes Differential D77 (x, y) definiert werden, das
den iblichen Bedingungen geniigt, so kommt man sofort auf die von E. CARTAN
[1] angegebene Formel:

5) DTi=dTi+(le TV — I TR)dx + (Cu' TV + Cu" Te)dy'
in der die I (x, ), Cw'(x, ¥) Zusammenhangsobijekte sind, die natirlich ein

von den Christoffelschen Symbolen verschiedenes Transformationsverhalten

haben.
Verlangt man weiter von dem Differential D, daB mit jedem Vektorfeld

& —=F'(x, y), welches nur von dem Linienelement (x,y) abhingt, also positiv
homogen von nullter Ordnung in den »* ist, auch das absolute Differential
DE (x, y) positiv homogen von nullter Ordnung in den »* ist, so miissen die
Zusammenhangskoeffizienten den folgenden Bedingungen geniigen:

a) I'.'(x, y) positiv homogen von nullter Ordnung in den »*,

b) Cu'(x,y) positiv homogen von (—1)ter Ordnung in den y*,

¢) es gilt identisch in »*
©) Cu'(x, ¥)y'=0.

Diese Bedingungen, die in der Arbeit [3] von O.VARGA angegeben sind,
sollen im folgenden stets erfiillt sein. Weiter ergibt sich sofort, daf sich die
Ci: wie ein Tensor transformieren:

) Cvs' = AV AV Al G’
Dazu setze man nur x” =const. und beachte DE — A; DE'(x,y). Es folgt,
ausfiihrlich geschrieben

(é.’g"!-crr"g)d}"’ = A:(@;E‘ + Ck."lﬁ')dy'.
Wegen

dy' =Aldy' +y'dAY = Aldy'

filr x”= const. ergibt sich dann, da man die dy”*, & willkiirlich wihlen kann,
und nach (4) die Beziehung (7). Aus diesem Grunde ist die Beziehung
8) Cu'=Ca'
invariant gegeniiber Koordinatentransformationen, und wir setzen fiir das
folgende voraus, daB (8) stets erfiillt ist. Dann gilt speziell auch

) Cu'(x,)y" =0
und hieraus erhalten wir fiir das absolute Differential von y* selbst:
(10) Dy =dy' + 'y dx .

Mit Hilfe der Formel (10) kdnnen wir jetzt der Definitionsgleichung (5) des



Ableitung des Cartanschen Zusammenhangs. 199

absoluten Differentials eines richtungsabhidngigen Tensors eine andere Gestalt
geben, indem wir statt der dy®, die sich nicht wie Vektoren transformieren,
die absoluten Differentiale Dy* benutzen. Es ergibt sich

DT =3, i =6, i Wy + I T — i Ti)dx" +
+(0: T} + Co' ¥ —C* TH DY

wobei

(l 1) I'. h-i= V& k,‘-—CJI‘ J.,-syh

gesetzt ist. Hieraus folgt auf Grund ven (9)

(12) 0y, )y'=nry, Dy =dy+'ydx

und man kann deswegen die Formel fiir das absolute Differential eines

Tensors in der Gestalt -
DT{=(3.Ti—4, KW'y +r:,‘7f—11',"7‘£)dx'+

(13) +(3: Ti + o' Tt — Ci* Ti) Dy’ = D, Tidx" + D, Ti Dy’

schreiben, die auch in der Arbeit von E.CARTAN [I] angegeben ist. Von

dieser Gleichung werden wir im folgenden ausgehen. Da der zweite Ausdruck

auf der rechten Seite von (13) ein Tensor ist, muB auch der erste sich
tensoriell verhalten. Hieraus erkennt man ohne jede Rechnung, daB sich die

GroBen I genauso wie die Christoffelschen Symbole der Riemannschen
Geometrie transformieren. Man kann ndmlich sofort ein Feld von Stiltzele-
menten y*= y*(x) angeben, fiir welches in einem speziellen, beliebig vor-

gegebenen Linienelement (x5, yo)
(14) Dyyo= 0,5 + I Yo =
gilt, z. B. das Feld

Y =yo—Ih" (X0, Yo V6 (X" —X0).

Ein solches Feld nennen wir im Linienelement (x5, yo) stationdr. Dann ist in
leicht verstdndlicher Schreibweise

S Ti(x, y(x))
oxr

und wir erhalten aus (13) fiir beliebiges dx'
DT,L("T* LT — rf,*r.:)dxf

*s_h

3 7} + 637'1 6ry0—ar7.l—a:7‘lrhr yD

r=umz

Da die Ausdriicke %Tf(x, y(x)) die Ableitungen eines nur ortsabhingigen

Tensors nach den Ortskoordinaten sind, miissen die I, das angegebene
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Transformationsverhalten haben; es hat daher einen vom Koordinatensystem
unabhingigen Sinn, von der Symmetrie der I%' in den k,r zu sprechen.

In Anlehnung an die von O.VARGA [4] gegebene Definition, sprechen
wir von einer affinzusammenhdngenden Linienelementmannigfaltigkeit mit
symmetrischen Zusammenhang, wenn auf der 2n-dimensionalen Mannigfaliig-
keit der (x, y*), wobei y* in dem zum Punkt x~ gehdrenden Tangentialraum
einer X, frei variable Vektorkoordinaten sind, Zusammenhangskoeffizienten
I'(x, ¥), Cu'(x,y) gegeben sind, die den folgenden Bedingungen geniigen:

I. Sie transformieren sich nach

(15) e’ = AL AV AT + Al ov AL

bzw.

(7) Cuw' = Av AV A{ Cis' .
II.”Es gelten die Homogenititseigenschaften (4 > 0)

(16) Ie(x, 4y) =1%'(x, )

(17) Cur'(6,29) = Curx, 9) -
IIl. Es gelten die Symmetriebedingungen

(18) rv'=ry

(8) Ces'=Ca'.
IV. Es gilt die Beziehung

(6) Cu'(x,9)y =0.

Das absolute Differential auf einer derartigen Mannigfaltigkeit ist dann durch
die Formel (13) gegeben.

Sei jetzt auf der Linienelementmannigfaltigkeit der (x", y*) ein ,metrischer
Fundamentaltensor® gu(x,y) gegeben, der

1. symmetrisch

(19) ga(x, y) = gu(x, y)
2. nichtausgeartet

(20) | ga(x,y)| =0

3. positiv homogen von nullter Ordnung in den »*
ist und die Beziehungen

(21) 05 &a(X, Y)Y = 0:8a(X, y)V' = 9:8a(x, y)y* =0

erfiillt. Ein solcher Tensor wird zum Beispiel durch ein positives, regulires,
homogenes Variatonsproblem bestimmt. In diesem Fall geniigen die ga jedoch
bekanntlich den Bedingungen

22) - Oo@a=0i8iu= G
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die stdrker als die Bedingungen (21) sind. Ist auBerdem auf der Linien-
elementmannigfalfigkeit ein affiner Zusammenhang gegeben, so nennt man
diesen ,metrisch“, wenn die Bedingung
(23) Dg.-: (x, }') =={)
erfiillt ist.

Wir beweisen jetzt fast genauso wie in der Riemannschen Geometrie
den folgenden

Satz. Zu jedem metrischen Fundamentaltensor mit den Eigenschaften
1. 2. 3. auf einer Linienelementmannigfaltigkeit gibt es einen und nur einen
metrischen, symmetrischen affinen Zusammenhang.

Wir nehmen an, daf ein den gesteliten Forderungen geniigender Zu-
sammenhang existiert, und beweisen zuerst die Eindeutigkeit. Sei erstens
dx"=0. Dann gilt wegen (23)

Dgu = (é,ga— C;.’gu— Ca."g.-k)Dy' =0
oder
ds8a=Cis gu+ C:."gu-

Vertauscht man hier die Indizes zyklisch und zieht die obige Gleichung von
den beiden so entstehenden ab, so folgt wegen der Symmetriebedingungen

é.—gu + é:g,.- o é.ga = 28w Cﬂ.t
oder

(24) Cak(x, y)= —;-g" (é.-g:.+ é:g,i—é. )

wobei g* der wegen der Bedingung 2. existierende zu g, inverse Tensor
ist, der den Relationen

g"(x, y)ga(x, y) =
geniigt. Falls die ga(x, v) aus einem Variationsproblem entspringen, also (22)
gilt, ergeben sich einfach die Koeffizienten C* von E.CARTAN [1]

(25) Cit (5, ) = £ 8.

Damit sind die C;* durch die Ableitungen des Tensors gu ausgedriickt und
folglich eindeutig bestimmt. Zugleich bemerkt man, da die durch (24) bzw.
(25) definicrten Ausdriicke den Bedingungen I (7), Il (17), Il (8), und IV (6)
geniigen. | ergibt sich aus (4), weil gz ein Tensor ist, II und IIl sieht man
unmitteibar und [V foigt aus (21).

Zweitens sei das Linienelement (x,y) in ein Feld eingebettet, das in
diesem Linienelement stationar ist, so daB Dy*=0 identisch in den dx~ gilt.
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Wir erhalten dann aus Dgi;=0:

(26) argﬁ _‘éagﬂr;r’yh — I‘:rkgkf + r:rkgik .

Durch zyklische Vertauschung der Indizes r, i, / und Subtraktion der Gleichung
(26) von den beiden so entstehenden Gleichungen folgt wegen der Symmetrie-
bedingungen

Q1) Iif(xy)=
wobei ‘

k e PE
(28) ;i l (r’y)— ?gk (G;g:r'i'argm 6rgll)
gesetzt ist. Durch Verjiingen mit y* folgt wegen (21)

k 1© e 3 . r I
”t — 8 (G T3+ 6,8 i’ —d1gal ')y

®

i . k 0 i 1 . s i
(29) ri'xy)y'= z,- ;( V' —58" 083"y
und durch nochmalige Verjiingung mit y' folgt
: ko .
(30) ri*x, y)r'y'=),- gt vy

Setzt man (30) in (29) und darauf (29) in (27) ein, so ergibt sich, daB die
I'i* durch die Ableitungen der g ausgedriickt und infolgedessen eindeutig
bestimmt sind. Zur Ausrechnung benutzen wir zuerst den ersten Teil von

g ® ©
FM ,hf g"amguzpq

und erhalten als ersten Teil des zweiten Glledes auf der rechten Seite von (27)

k | s|@ ) (O s | .
(31) 3! I(:w:__g'h‘(alglr hi +a¢gﬂ h[ "_algsl h r‘ ]y

fiir den zweiten Teil des zweiten Gliedes ergibt sich entsprechend
©

k@
(32) zl‘ I‘{r _gkrgu(aaglramgtt+ aagnamgn't_dsgdamgﬂ) pql

Man erhilt so schlieBlich i |
) j(1)
(33 rren =Y+

einen Ausdruck, der auf anderem Wege schon in der Arbeit [2] von H. RUND
als P;* hergeleitet wurde. Durch eine Umrechnung der von E. CARTAN in [1]
angegebenen Formel fiir die I';" erkennt man, daB diese mit den hier an-
gegebenen Ausdriicken identisch sind. (Vgl. hierzu auch das Referat’) von
A. DEICKE und W. SUss iiber die Arbeit [2]).

1) Zentralblatt f. Math. 55 (1955), 404—405.
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Zur Existenz des Zusammenhangs bleibt nur noch zu zeigen, daB die
durch (28), (31), (32), (33) definierten Ausdriicke I';* die Eigenschaften I (15),
11 (16), I (18) erfillen. Da II und IIl offenbar von jedem Bestandteil

@
l-k,- ,d=0,1,2,von Iy erfiillt werden, werden sie auch von I'y* erfallt.
Das Transformationsverhalten I ergibt sich wieder daraus, da8 man ohne
Beschrdnkung der Allgemenheit voraussetzen kann, daB das betrachtete
Linienelement in ein in ihm ,stationdres* Feld eingebettet ist; dabei
denken wir uns ein festes Koordinatensystem gegeben, in dem alle un-
seren bishen‘&en Uberlegungen ausgefiihrt sind. Weil die nach (33)
definierten I';" offenbar die Gleichung (27) erfilllen, die im Fall eines in
(x,y) ,stationdren“ Feldes wegen (14) auch in der Form

@) L) =58 ) g e+ g 8y &)

geschrieben werden kann (vgl. die Uberlegungen nach Formel (14)), ergibt
sich die Behauptung aus der Tatsache, daB (34) gerade als die gewdhnlichen
Christoffelschen Symbole des rein ortsabhdngigen Tensors ga(x,y(x)) auf-
gefaBt werden konnen. Da die analogen Uberlegungen fiir die Ci* schon
oben durchgefiihrt wurden, ist der Beweis vollstdndig.

Ich mdchte die Arbeit nicht schlieBen, ohne Herrn Professor O.VARGA
herzlich fir die vielen Ratschlige und Hinweise zu danken, die er mir
widhrend meines Aufenthaltes in Debrecen gegeben hat.
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