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Eine Bemerkung iiber partielle Differentiationen
hei N. H. A.bel.

Von H. KIESEWETTER in Jena.

Um in gewissen Funktionalgleichungen zweiter Stufe (d. h. mit zwei unab-
hangigen Verdnderlichen x und y) Glieder der Form ¢[e(x, y)] zu eliminieren,
benutzte N. H. ABEL [1] einen Differentiationsprozei, den er wie folgt be-
schreibt :

»,On peut donc différentier I'équation (fonctionnelle) V=0 par rapport
a l'une des variables x, en considérant «(x, y) comme constant, et dans ce
cas l'autre variable y doit étre considérée comme fonction de x et de a. ...
Ce qui précéde dépend, comme nous venons de le voir, de la différentiation
d’une fonction de x et y par rapport & x, en supposant constante une fonc-
tion donnée de x et y; y est donc fonction de x et dans les différentielles
dy
dx’" _
en différentiant I’équation « — ¢ par rapport & x, et en supposant y fonction
de x. En effet, on obtiendra les équations suivantes:

de daedy

se trouvent les expressions ., etc. Ces expressions se trouvent aisément

d—x*+*a;a=0,...,etc,
d’otr I'on tire
g_g
dy:  dx "
—;_—E, , etc
dy

Diese Beschreibung kann dahingehend mibiverstanden werden, daB die
durch solchen Differentiationsprozef aus V(x, y) = 0 abgeleitete’). Gleichung
Vi(x, ) =0 nur unter der Nebenbedingung e«(x, y)=const. bzw. y=y(x)
giiltig ist. Man kann das Verfahren von N. H. ABEL rechtfertigen, wenn
man zur Beschreibung des obigen Differentiationsprozesses folgenden Diffe-

1) Es soll durchweg vorausgesetzt werden, daB alle aufgeschriebenen Ableitungen
existieren und stetig sind.
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rentialoperator einfiihrt:

a 4
1 1‘z'.)‘:,.zf'}_x Y| =a i—tz,i*
M ) Yax ay )
D, erfiillt die Differentiationsregeln
(2) Da{8(x,y)+y(x,¥)} = DaB+ Da.y (Summenregel)
3) Da{8(x,y)-y(x,y)} =y Dal+8-Day (Produktregel)

4) Da{n[8(x,y), 7(x, )]} = —a—n-al%-ﬂ D, g+ i"if/_»}'] D.y (Kettenregel).
Speziell :

@) Dath(gx, I} =258 D3 (x, )
@) Du{hla(x, )} =0,

D. ist der Operator einer Richtungsdifferentiation langs den Kurven der Schar
«(x, y) =const., wenn man x und y als kartesische Koordinaten einer Ebene
deutet. Tragt man z = V(x, y) als dritte kartesische Koordinate {iber dieser
Ebene auf, dann ist D.{V(x, y); ein Mab fiir den Anstieg der Tangente an
die Fliche 2= V(x,y) im Punkt x,y, z und in der Richtung der Kurvenschar
a(x, y)=const.

Den AnschluB an bekannte Differentiationsprozesse gewinnt man aus

(5) De{V(x,p)} =2+ arte-grad V,
wobei
— aynl —UxNy

fe= V@Tai
der Tangenteneinheitsvektor an die Kurven der Schar «(x, y)= const. ist.
Speziell erhdlt man fiir ¢(x, )=y D,= -:—x und fiir ¢(x, p)=—x D..= ;—y .
D, ist nur bis auf einen skalaren Faktor a(x,y) betimmbar, der durch (1)
normiert wurde. D. ist natiirlich nur sinnvoll in reguldren Punkten der Kur-

venschar «(x, y) = const. Man erhilt

Bz By
{ ——
(6) Da{8(x, )i =| B
(7) D.f=0 <= B(x, y)=ble(x, y)]?%)
2) Wenn Verwechslungen nicht méglich sind, schreibe ich kiirzer B:=D,.
(a _ae(x,y) _ de(x, y))
SRR s ST

3) Das Zeichen <=> wird im Sinne ,dquivalent hier und im folgenden verwendet.
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Ebenso wie V(x, y)=0 gilt auch die differenzierte Gleichung D.{V(x,y)} =
= Vi(x, y) =0 fiir unabhdngig voneinander verdnderliche Grofen x und y,
denn die Forderung e(x, y)= const. dient nur zur Festlegung der Richtung
der Differentiation. Sie schrankt die Variabilitit im Ergebnis der Differentia-
tion nicht ein. Diese partielle Differentiation ldngs Kurvenscharen 146t sich
ohne Schwierigkeiten auf beliebig viele Dimensionen verallgemeinern.

Ein k-dimensionaler euklidischer Raum (k= 2) werde durch kartesische
Koordinaten x;, X, ..., x; beschrieben. Durch (k—1) funktional unabhéngige
Funktionen

al(x,, . .,x;.-), aeny (c;.-_l(xl, ey x;.-)
wird eine Kurvenschar in diesem Raum bestimmt als Schnittgebilde der
Hyperflichen e,(x,,....x)==const.=c¢, (v=1,...,k—1). Der normierte
Operator der partiellen Differentiation ldngs diesen Kurven lautet

2 0
Lyyeeey Tge axl axk 8(‘,.
(8) Dal""'ﬂk—l o (‘1'[ L “1" (‘V!P e 6x.u'
Cr-1,1°**Cr-1,k

Er erfiillt die Differentiationsregeln (2), (3) und (4). Er eignet sich zur ein-
fachen Kennzeichnung funktionaler Verkniipfungen.*)
.

©  Dayoy By ooy 1) =0 <=> B(Xss ..., X5) = batsy ..., 1]
Aus (9) erhdlt man speziell mit y=y(x,, ..., X)

B o8 o8
Ty yeney T 511 6xﬂ .
(10) b s bl | VRN Y i
3 61, axﬂ
<= B(Xy, .y X)) = bb’(xn S Ml Xy Xy v - 45208
und |
8 o
Xy Xiel 0Xi dXi
D:ﬂ(xi,.‘.,xr;): ) =0 ((=1,...,2—1; 2=x=k)
(11) 2y _(?L '
9 X; 6X:.'+l

<= B(Xyy e X)) =b[7 (X, - o, Xa), Xatts « o, Xa].
Herrn Professor DR. J. AczeéL, Debrecen, danke ich fiir zahlreiche Hin-
weise, sowie fiir die Anregung, die vorliegende Bemerkung zu veroffentlichen.

%) Fiir weitere Beispiele von Kennzeichungen funktionaler Abhangigkeiten durch
partielle Differentialgleichungen vgl. u. a. [2]—[7].
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