Uber die Reduktion der Stufe bei einer Klasse
von Funktionalgleichungen.

Von J. ACZEL in Debrecen und H. KIESEWETTER in Jena.

§ 1. Definitionen.

1. Definition des Begriffes Term (vgl. [11]).

@) Die unabhdngigen Verdnderlichen x,, x,, ..., xx sind Terme.

B) Sind t,, 4, ..., & Terme, dann ist auch e=e(t,,..., ;) ein Term,
wobei « eine Funktion von | Verdnderlichen ist.

v) Sonst gibt es keine anderen Terme.

2. Definition des Begriffes Funktionalgleichung.

Eine Funktionalgleichung ist eine Gleichung t,—1t, zwischen zwei Ter-
men t, und t,, welche genau k unabhdngige komplexe oder reelle') Zahlen-
variable x,,..., X und mindestens eine unbekannte komplex- oder reellwer-
tige Funktion von einer oder mehreren Verdnderlichen, aber hdchstens endlich
viele solche unbekannte und bekannte Funktionen enthalten.

3. Definition des Begriffes Funktionalgleichungssystem.

Ein System von Funktionalgleichungen besteht aus zwei oder mehreren
gekoppelten Funktionalgleichungen fiir eine oder mehrere unbekannte Funk-
tionen, derart daf jede dem System angehbrende Funktionalgleichung mit
mindestens einer der iibrigen dem System angehidrenden Funktionalgleichungen
mindestens eine unbekannte Funktion gemeinsam hat.

4. Definition der Stufe einer Funktionalgleichung bzw. eines Funk-
tionalgleichungssystem.
Die Stufe einer Funktiwonalgleichung ist die Anzahl k der unabhdngigen

Verdnderlichen.
Die Stufe eines Funktionalgleichungssystem ist die gripte der Stufen der
Gleichungen des Systems.

1) Die unabhingigen Veridnderlichen werden je nach der Fragestellung komplex oder
nur reell verdnderlich angenommen.
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Eine Funktionalgleichung [ldsen, heilit alle Systeme von unbekannten
Funktionen bestimmen, welche einer bestimmten Klasse von Funktionen an-
gehoren und der Funktionalgleichung geniigen.

Die Funktionsklasse anzugeben, aus welcher allein man Losungen einer
Funktionalgieichung aussucht, ist empfehlenswert, weil man damit rechnen
muf, daB in verschiedenen Funktionsklassen sich vollig verschiedene Losun-
gen ein und derselben Funktionalgleichung finden. Bei einer Differential-
gleichung ist die funktionentheoretische Natur der Losung durch gewisse
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen weitgehend vorgeschrieben. Im Gegensatz
dazu werden von einer Funktionalgleichung an ihre Losungen solche For-
derungen nicht gestellt, so daf von vornherein eine sinnvolle Einschridn-
kung der Funktionsklassen, aus denen allein Losungen ausgesucht werden,
angebracht ist. Als solche Klassen treten z. B. auf: die analytischen Funk-
tionen, die stetigen Funktionen, die in einem festen Punkt stetigen Funtionen,
die nirgends stetigen Funktionen, die messbaren Funktionen u. a. Die Angabe
der Funktionsklasse, aus welcher allein LOsungen ausgesucht werden, kann
sich z. B. auch dufiern in gewissen ,Anfangsbedingungen“, welche zur
Funktionalgleichung hinzutreten. Etwa von der Art 3lim [f(x)] = f(x,).?)

E->&

Wir sind jetzt bereit zur

5. Definition des Begriffes Aquivalente Funktionalgleichun-
gen bzw. Aquivalente Funktionalgleichungsysteme.

Zwei Funktionalgleichungen (bzw. Funktionalgleichungssysteme) heifien
dquivalent beziiglich gewisser Klassen von Funktionen, wenn beide Funktional-
gleichungen (bzw. Funktionalgleichungssysteme) aus diesen Klassen genau
dieselben Losungen aussondern, d. h. jedes Losungssystem der einen Funk-
tionalgleichung (bzw. des einen Funktionalgleichungssystems), das diesen
Klassen angehort, ist auch Losung der anderen Funktionalgleichung (bzw.
des anderen Funktionalgleichungssystems) und umgekehrt.

Wir betrachten weiter die Gesamtheit aller Funktionalgleichungen (bzw.
Funktionalgleichungssysteme), die zu einer gegebenen Funktionalgleichung
(bzw. einem gegebenen Funktionalgleichungssystem) &dquivalent sind beziig-
lich gewisser Klassen von Funktionen. Unter ihnen gibt es mindestens eine
Funktionalgleichung (bzw. ein Funktionalgleichungssystem) mit einer mini-
malen Anzahl unabhdngiger Verdnderlicher. Wir nennen sie eine Funktional-
gleichung (bzw. ein Funktionalgleichungssystem) minimaler Stufe zur gege-
benen Funktionalgleichung (bzw.zum gegebenen Funktionalgleichungssystem).

?) Hier und im folgenden verwenden wir die folgenden Bezeichnungen: 3 =es exis-
tiert, & =und, => =folgt, <=>=iliquivalent.
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Ein wichtiges Mittel zur Erzeugung dquivalenter Funktionalgleichungen sind
Transformationen in den unabhdngigen Verdnderlichen.

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit wird sein zu zeigen, wie man fiir
eine spezielle Klasse von Funktionalgleichungen die Stufe reduzieren kann.

§ 2. Die Reduktion der Stufe von k =3 nach k=2.

Wir betrachten die spezielle Klasse von linearen Funktionalgleichungen
flir eine unbekannte Funktion von einer Verdnderlichen

(1) fly@a, Xo, oo X)) =F(x2) +f(X) + -+ +f(x), k= 2.

P(x, ..., x;) sei fest vorgegeben. Die unabhdngigen Grofen x,,...,x; und
alle anderen unabhdngigen Grofien denken wir uns in gewissen Gebieten
der komplexen Zahlenebene stetig verdnderlich, aber so, daf alle aufgeschrie-
benen Ausdriicke existieren. Wird gelegentlich nur Variabilitat langs der reel-
len Achse vorausgesetzt, dann wird das ausdriicklich vermerkt.

Wir werden zeigen, daf die Stufe dieser Funktionalgleichungen beziig-
lich sehr allgemeiner Losungsfunktionen reduziert werden kann von k£ =3
nach k=2, indem wir zur Funktionalgleichung (1) dquivalente Funktional-
gleichungen zweiter Stufe angeben. Die Beweise variieren je nach den Be-
dingungen, welche wir den Losungsfunktionen auferlegen.

Satz 1. Wenn die Funktionalgleichung (1) eine mefibare Lisung u= f,(x)
besitzt, deren Umkehrfunktion x = fo ' (u) existiert und eindeutig ist, dann gibt
es eine Funktion

@ (X, X)) =fo : [fo(x1) + fo(x2)]

derart, daf3 simtliche mefibaren Lisungen f(x) von Gleichung (1) zugleich
Losungen von

() fle(x, )] =) +£(x.)
sind und umgekehrt?)

Der Beweis wird gefiihrt, indem gezeigt wird, dal samtliche mefibaren
Losungen beider Gleichungen von der Gestalt

(3) () = afy(x) 4+ bfi(x), (c: konjugiert komplexe Zahl zu c),

sein miissen.
Zu diesem Zweck transformieren wir Gleichung (2) und auch Gleichung
(1) in eine ,Cauchysche Funktionalgleichung“ fiir die Funktion

4) g@)=f1fs" @)

3) x= fi"'(u) ist die Umkehrfunktion zu u=f(x).
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Wir erhalten mit

(5) fo(a)=u, & X, =fﬂ—l("r)
FUf [ foCx) +fo(xe)]} = f(x1) + f(xe)
(6) &+ uy) =g (u,) + g (uy).
Aus (1) folgt (k= 3)
(7 g+~ +ur)=gu)+gu)+ -+ + g (us).

Wir zeigen jetzt, daB die Gleichungen (6) und (7) dquivalent sind be-
ziiglich der meBbaren Losungen. Die allgemeine meBbare Losung von Glei-
chung (6) ist
(8) g(u)=au+bi.

Aus Gleichung (6) folgt ndmlich durch Trennung von Real- und Imaginirteil
Uy == v, +iw,, g(ty)=g\(vy, Wy)+igs(vy, W)
(v, W+ wy) = g1 (v, W) + 21 (e, wy) bzw.
Za(vi+ vy, Wi+ Wo) = Za(vy, W) + Za(va, ).

Die allgemeine mefibare Losung dieser Funktionalgleichungen fiir reelle
Verdnderliche ist bekannt als

gi(v,w)=A,v+B,w bzw. g (v, w)= Ayv+ Byw.
Das hat zur Folge

g(u)=(A+iA) LT

2
= [A+ Bt i(As—B)] 5+ [A— B, +i(Ay+ B) 5 =au+ bl

Dann und nur dann, wenn g(u) komplex differenzierbar ist, folgt
) g(u)=au.

Es ist noch zu zeigen, daBi auch die Gleichung (7) diese und nur diese
Losungen besitzt.

Jede Losung von Gleichung (6) ist auch Losung von Gleichung (7)
trivialerweise. Umgekehrt kdnnte man so schlieBen:

+(B+iB) S =

Uy=ly==-.. =Y =0 => g(0)=0
& ty=u=- ==0 => g(u,+ u)=g(t,)+ g (uo).
Die Substitution # =0 wiirde aber voraussetzen
(10) Jw, fo(w)=0.

Das braucht aber nicht immer erfiillt zu sein.') Deshalb muf man allgemein
so schliefien:

%) Beispiel: f([log (¢ + €' + €)]) =f(x) + f(y) + f(2) mit fo(x) =e".
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Wir setzen in (7)
Uy==+++» =We=C, U=v,—(k—2)c, uy=v,—(k—2)c,
wo ¢ ein Wert ist, den die Funktion £, annimmt, und erhalten

g +v—(k—2)c] = g[v, — (k—2)c] + g [v.— (k—2)c] + (k—2) g (c)
oder mit
h(v) =glv—(k—2)c] + (k—2)g(c)

h(v; +v5) = h(v)) + h (vy),
welche, wie wir schon gesehen haben,
h(v)=av+bv

als allgemeine meBbare Losung hat. Deshalb ist jede meBbare Losung der
Gleichung (7) von der Gestalt

g(u)=au+ba+C,
die aber (7) nur mit C=0 erfiilit:
gu)=au+bi.

Es ist also auch jede Losung von Gleichung (7) gleichzeitig Losung
von Gleichung (6). Bei der Transformation (4) gehen keine Ldsungen ver-
loren, denn jede Losung von Gleichung (1) bzw. Gleichung (2) gibt AnlaB
zu genau einer Losung von Gleichung (7) bzw. Gleichung (6) und umgekehrt
auf Grund der iiber f,(x) gemachten Voraussetzungen. Zu jeder fest vorge-
gebenen Funktion f(x) gibt es ndmlich eine und nur eine Funktion g(u) ge-

mab (4), und umgekehrt zu jeder fest vorgegebenen Funktion g(u) gibt es
auch nur genau eine Funktion f(x) gemal

(11) J(x) = g[fo(x)].
Damit ist Satz 1 bewiesen.

Die Reduktion der Stufe gelingt auch, wenn man die Voraussetzung
iiber die Eindeutigkeit der Umkehrfunktion einer speziellen Losung fallen
labt und dafiir Differenzierbarkeitsvoraussetzungen einfiihrt.

die Gleichung

Satz 2. Wenn y(x,, X, ..., Xx) analytisch®) ist, und wenn eine nicht-
konstante analytische®) Losung u = f,(x) der Funktionalgleichung (1) existiert,
die eine Nullstelle w besitzt, (fy(w)=0), dann gibt es eine Funktion

a(x1!x‘!)=1)b(xl,xﬂr wm,..., w)

5) ,analytisch“ kann fiir reelle Veridnderliche ersetzt werden durch ,zweimal stetig
differenzierbar®.
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dergestalt, dafp samtliche analytischen ®) Lésungen von Gleichung (1) zugleich
Ldsungen von
(12) fle(x, x9)] =f(x) +f(x2)
sind und umgekekrt.
Beweis. Es ist bekannt®), daB unter diesen Voraussetzungen fiir die

allgemeine Losung f(x) von Gleichung (1) (k= 2) und auch von Gleichung
(12) notwendig die Darstellung folgt

(13) @)= [dtexp|—[dvg@x)|  (F(x)%0),
und v Y
)

berechnet sich z. B. aus

Yo Yew __ay _ &y )
a9y g, (ar =L ya=; T ).

Aus (13) folgt bei Beriicksichtigung der Integrationskonstanten und bei
Benutzung einer speziellen nichtkonstanten Losung f,(x) die Darstellung
(15) f(x)=af\(x)+ b, (a und b ... konstant).
Die Einsetzung in (1) oder (12) ergibt b==0, also

f(x) = afi(x)
fiir die allgemeine analytische Losung von Gleichung (1) und auch von Glei-
chung (12).

Mit einer leichten Verallgemeinerung der Funktionalgleichung bestitigt
man durch Einsetzen der Darstellung (15) in die Funktionalgleichung den
folgenden

Satz 3. Sind Y (xy, X, ..., Xx) und f(x) analytisch *) und ist f,(x) eine
spezielle nicht konstante analytische °) Losung der Funktionclgleichung
(16) Jlyx, Xe, .. X)) =0 f () + -+ + af(xe) +
(¢, konstant, ¢, ¢y---cx==0, k= 2), so ist jede analytische®) Losung von Glei-
chung (16) von der Form
(17) f(x)=af,(x)+(a—1)c, (a beliebig konstant).

Nun beweisen wir ganz leicht Satz 2. Laut Voraussetzung ist f(x)
spezielle Losung von Gleichung (1), und auf Grund der Konstruktion von
a(x;, X;) ist fo(x) auch Losung von Gleichung (12). Jede Losung von Glei-

6) Vgl. z. B. [2], [8] und auch die Zusammenstellung der differentiellen Bedingungen
in §4a dieser Arbeit (Glchg. (35) und (57)).
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chung (1) und auch von Gleichung (12) ist also von der Gestalt

(18) f(x) = afo(x),
woraus die Aquivalenz der Gleichungen (1) und (12) folgt.

Satz 2. Wenn w(x,, X,, ..., Xx) analytisch ®) ist, und wenn eine nicht-
konstante analytische °) Lisung u= f,(x) der Funktionalgleichung (1) exis-
tiert, dann gibt es eine Funktion

a(X;, X)) =P(xX;, %, @, ..., W), (w konstant),

dergestalt daf simtliche analytischen ®) Losungen von Gleichung (1) zugleich
Losungen von

(19) fle(xy, x2)] = f(x:) + f(x2) + (k—2) f(w)

sind und umgekehrt.

Die Funktionalgleichung (19) ist eine Funktionalgleichung zweiter
Stufe, denn die Anzahl der unabhidngigen Veranderlichen ist gleich zwei.
o ist fest. Es ist bemerkenswert, dal der Funktionswert der gesuchten L0-
sungsfunktion an einer konstanten Stelle @ in die Funktionalgleichung ein-
geht. Man kann nicht f(w)==c(const.) setzen, da man mit mehreren ver-
schiedenen Losungsfunktionen rechnen muf.

Wir beweisen Satz 2'. f,(x) ist sowohl Lésung ven Gleichung (1) als
auch von Gleichung (19). Die allgemeine Losung von Gieichung (1) ist
f(x)=af,(x). Die allgemeine Losung von Gleichung (19) ist laut Satz 3 not-
wendig von der Form f(x) =af,(x)+b. Durch Einsetzen in Gleichung (19)
erkennt man b=0, womit Satz 2’ bewiesen ist.

§ 3. Uber die Reduktion der Stufe von zwei nach eins.

Die Stufe zwei spielt offenbar bei den Funktionalgleichungen fiir eine
Funktion von einer Verdnderlichen eine Sonderrolle in zweifacher Weise.
Einerseits sind in unserem Beispiel die Funktionalgleichungen zweiter Stufe
»slark“ genug, um die Funktionalgleichungen hoherer Stufe im Sinne der
Aquivalenz ersetzen zu- konnen. Andererseits 146t sich durch Beispiele nahe-
legen, daB die Funktionalgleichungen erster Stufe, die man zur Bestimmung
derselben Losungsfunktionen heranziehen konnte, bedeutend schwichere For-
derungen an die Losungsfunktionen stellen als diejenigen zweiter Stufe, denn
in den allgemeinen Losungen fiir diese Funktionalgleichungen erster Stufe
treten willkiirlich wéahlbare Funktionen auf.

Der Nachweis einer Aquivalenz zwischen Funktionalgleichungen zweiter
und erster Stufe und damit die Reduktion der Stufe von zwei nach eins ge-
lingt nur beztiglich sehr enger Klassen von Funktionen, die so ausgewihlt
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werden miissen, dab die in der allgemeinen Losung auftretenden willkiirli-
chen Funktionen bestimmbar werden. Man kann auch sagen: Die Funktional-
gleichungen erster Stufe bediirfen der Ergdnzung durch gewisse zusatzliche
Forderungen (,Anfangsbedingungen“), wenn sie Funktionalgleichungen zwei-
ter Stufe im Sinne der Aquivalenz ersetzen sollen.

Beispiel: Die Funktionalgleichung

(20) J(2x) =2f(x)
hat dann und nur dann eine Losung der Form
(21) J&x)=cx (c=rconst.),

wenn f(x) in einer vollen Umgebung von x=0 existiert und in x==0 diffe-
renzierbar ist’).

BeEwels: Die Gleichung (20) hat bekanntlich die allgemeine Losung

(22) s f(x)=xp(:g%), (x # 0, beliebig komplex, log 2> 0)
(& p(z+1)=p(2) beliebige periodische Funktion.

Aus Gleichung (20) folgt namlich durch die Transformation

(23) J(x)==xh(x)

(24) h(2x) = h(x).

Daraus schlieft man: h(x) ist dann und nur dann konstant, wenn A(x) in
x ==0 stetig ist. Ist namlich A(x) nicht konstant, dann nimmt A(x) in jeder
beliebig kleinen Umgebung von x=0 (bzw. x=oc) jeden Wert aus dem
Wertebereich von h(x) unendlich oft an. Jede Losung von Gleichung (24)
ist in einem Kreisring (etwa 1 =|x|<2), bzw. in einer Kreisringspirale
(etwa 1 =|x|<2 & arcx< o) bei mehrdeutigen Funktionen, willkiirlich
vorgebbar und kann dann vermége (24) in die in O und oo punktierte Ebene
(bzw. unendlich vielbldttrige Fldche) fortgesetzt werden. Jedes solche A(x)
wird durch den Ansatz

log x

(25) h(x)=p(log2] & pR)=p(+1), (x50, o; log 2>0),

erfalit, wobei die willkiirliche periodische Funktion p(z) die willkiirlich vor-
gebbare Werteverteilung im Kreisring bzw. in der Kreisringspirale beschreibt.
(22) ist also die allgemeinste (komplexe) Losung von (20). Eine Losung der
Form (22) kann insbesonders sogar stetig sein in x=0 bei Anndherung aus
einem festen Blatt, wenn p(2) in einem Rechteck der Breite 1 und der Hohe

7) Fiir reelle Verdnderliche soll ,differenzierbar® im Sinne ,stetig differenzierbar“
gebraucht werden.
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%g%,_ welche einem Blatt entspricht, beschrénkt ist. (22) ist eindeutig, wenn
zusétzlich p(z—}— %)=p(z) doppeltperiodisch ist. Ist insbesondere /(x)

analytische Funktion von x, dann sind im Falle p(z)==const. die Punkte O
und oo wesentlich singuldre Punkte. Aus diesen Bemerkungen ergibt sich der

Satz 4a. Die Funktionalgleichungen
(6) J&x+y)=fx)+1(»)
(20) f(2x) =2f(x)
sind zueinander dquivalent beziiglich der Funktionen, die in einer vollen Um-

gebung von x=0 existieren und in x=0 differenzierbar sind’) und nur
beziiglich dieser Funktionen.

Dieses Ergebnis lafit sich verallgemeinern auf die Funktionalgleichungen

(26) iy PI=1(x)+1(y)
und !

(27) Fly(x, )] = 2f(x).

o sei eine beliebige®) der Fixpunkte der Abbildung
(28) y =9(x,x).

Diese Punkte x = sind ausgezeichnete Punkte fiir alle Losungen von Glei-
chung (26) und also auch von Gleichung (27). Wenn f(x) eindeutig ist, gilt
entweder f(w)=0 oder f(w)= oo, oder f(w) existiert nicht. f,(x) sei eine
spezielle Losung von Gleichung (26), die in einer vollen Umgebung Einer
m-Stelle existiert, in x = differenzierbar ist’) und in x=w verschwindet
(fo(w)=0). Dann erhdlt man mit dem Ansatz

(29) J(x) =o[fo(x)]
und der Abkiirzung f,(x)=u aus der Gleichung (27)
¢ (2u) =2q(u).
Daraus folgt die allgemeine Losung von Gleichung (27) als
| (x))
769 =1 (SEED] (1,000, = 10g2>0)

& p(z+1)=p(2) beliebig.

Aus (30) wird p(2) =const. ausgesondert, wenn man zusitzlich ver-
langt, dafl alle Losungen f(x) in einer vollen Umgebung derselben w-Stelle

(30) ;

8) Falls (26) eine reelle, stetige und eindeutig umkehrbare Losung besitzt, gibt es
hichstens drei solche @, denn dann bilden die Verinderlichen eine Halbgruppe unter der
Operation y(x, y). Vgl. [6].
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wie fiir fy(x) existieren und in x= o differenzierbar ) sind. Es ist ndmlich
bei Einhaltung der Voraussetzungen iiber f,(x) die Funktion

F(x)=f0)h[fi(x)] (h(u) wie in Gleichung (25))
dann und nur dann differenzierbar in x=m, wenn A(u) in u=0 stetig ist.
Das heifit aber, daB /(uz) konstant sein muf. Fiir x==® braucht man fiir die
Losungen weder Differenzierbarkeits-, noch Stetigkeits-, noch sonstige Vor-

aussetzungen zu machen, aufler der trivialen, daf die Losungen iiberall dort
existieren sollen, wo man sie betrachtet. Wir fassen zusammen im

Satz 4. Wenn die Gleichung (26) eine nicht identisch verschwindende
Losung f,(x) besitzt, und wenn es eine w-Stelle (Y(w,w)=w) gibt, so daf
fo(x) in einer vollen Umgebung von o existiert und in x = w differenzierbar ")
und gleich O ist, dann sind die Funktionalgleichungen (26) und (27) dqui-
valent beziiglich der Funktionen, die in einer vollen Umgebung von  exis-
tieren und in x= w differenzierbar sind’).

§ 4. Bedingungen fiir die Argumentfunktionen .

Alle Séatze, die sich auf die Funktionalgleichungen vom Typ (1) bezie-
hen, setzen voraus, daB eine spezielle nicht identisch verschwindende Losung
fo(x) mit gewissen Eigenschaften existiert. Es gibt aber nicht zu jeder beliebig
vorgegebenen Argumentfunktion v solche nicht identisch verschwindenden
Losungen. Als Beispiel sei angegeben:

@) He—yr+ 22 =10 +500

Durch die Spezialisierung y=x erhalt man f(x)=2f(x), woraus man
schlieft: wenn eine Losung f(x) von Gleichung (31) an der Stelle x exis-
tiert, dann mufl sie dort verschwinden f(x)==0 (oder f(x)= o<)?). ¥y

Es ist also notig, fiir die Argumentfunktionen v in den Gleichungen
(1) Bedingungen anzugeben, welche sicherstellen, dab die zugehorige Funk-
tionalgleichung mindestens eine nichttriviale Losung besitzt.

a) Differentielle Bedingungen.

Durch partielle Differentiationen gewinnt man aus der Funktionalglei-

chung fiir die Argumentfunktionen 1+ Bedingungen in der Form partieller
Differentialgleichungen fiir . Diese durch Differentiation gewonnenen Bedin-

¥) Es gibt nicht einmal eine nicht konstante, zweimal differenzierbare Funktion f(x),

so dab f [(x~y)2+ = “; ”]=A(x) +A() il

D24
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gungen sind notwendige Bedingungen fiir die Existenz nichttrivialer diffe-
renzierbarer Losungen und z. T. seit langem bekannt). Sie sind aber nur
hinreichend fiir etwas allgemeinere Funktionalgleichungen als (1). Um die ver-
schiedenen aus (1) gewonnenen differentiellen Bedingungen in ihrer Lei-
stungsfahigkeit zu beurteilen, seien diese und die durch sie charakterisierten
allgemeineren funktionalen Verkniipfungen ohne Beweise '°) zusammengestellt.
Die betrachteten Ableitungen sollen in einem gewissen Gebiet & der unab-
hdngigen Verdnderlichen x,, x,, ..., Xx existieren und stetig sein.

'P oy

s Yy=—+

k=2: =%, 3), Y= +

Ye(X, Y)Yy (% ) =#0
bt AR Gk, ilkick:

@) P19 F )< iy = )+ BO)
€2 o e E O < = neo+ A0+
4 YR —pefi () — 0 <> aly] ()0
(35) P — gl (x ) <> — A +BO)

Hierbei ist
[ 3

W0=—4 & so=[aren B Joraco)

(36) q[tplwx——,;,; =009 <>1lyl = BOAX +CO)
QM. — ‘,’;;; =0)
(37) B <> flY] = eh QA +ehix)+
& qlyly,— ,,;: =q=(y)} +Gfo(y)+6s.
7.(y)=— % ’
@) T <> alvl =AM+ BO)

1) Vel u. a. [2], (3], [4], [8], [12], [13].
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Yoy Y=

v Vs =q,(x)
(39) s = afyl=afi()+ah(y)+o
& Yo Pw g (5)
Y= Yy
w log[ “ )~ 0> alyl =A@ + BO)
[w ) Yoo _ Yooy You | YV
@1 315)’ Yy Vs Yz Yy Yy
Yay Yay
(M) (%.,p,),

k=3: Yy=y(x,,2), ‘a"x'—%

"P:(x. Vs z)"Pv(x: Y z)"rb'(x: Y, 2) :'2 0.

(42) 'Y= f(x) < f[Y]=1/(x) + (), 2).

Fy==Ff(x)
(43) & f'[¥lv=£©)
& f'[yly. = £ (2)

(44) YW ()= () =0 v(x, y, 2) = e{ fi(x) + £:(¥), 2}-

Y fi(X)— £ ()
) g oAl =0 +A0) +A@)

S flYl= 1)+ £2(y) +fo(2) +c.

(46) %=qlw(x, Y, 2] <= flw] = e(x, 2)+B(3, 2).
() e gy (x, 3, 2)] <> Y] = a5, )+ BO).
(48) uc MRS, BB, DOV - M, R e A

vty W Wl - e T s

Yov __ Y _ Y=
! Y=y YW Y
=q[v(x, 5 2)]

3f(x) wie in (35),
fiYl=A(x)+ B(»)+ C(2).

<> ’
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pomm exp o)+ | alvldy)

(50) Vay = Y raa Wez /ﬂ{ s b H
vy WY Y v=exp(b()+ [ gly]dv)

Y
v —expc(2) + [ gyl dy)

= 4: i . v
k=4: Y=Y(X), Xay 00y Xx), PYp= F ‘P"'"axaax,,’
Y. Y0
(51) f’[w]¢1=f{(xl) S flYl=f(x)+ea(x, ..., X).

(52) {E]:p; ')! <=> fly] “21 JACAENS
(53) %f:(xn)-—%fz (%) =0<=>v(x), %, ..., Xa) =
=a {fl(x‘l) +f2(x2)’ Xgyevry xk}-
Um den vollstindigen additiven Zerfall auf der rechten Seite zu charakteri-
k(k—1)
2

54 'yi A v \Ay -
4 ;’bf: fc(),, j}[f g;ﬂ) ‘< >aly]= 2. f(x).

sieren, sind genau 1; Bedingungen von der Form wie in (53) notig.

(Die Gleichung mit A=1, »=2 ist eine Folge der iibrigen Gleichungen.)

G5 =gy, WSS =, X 1)+
+ B(xz, X3y « « 0y Xi)-
Yar __ P ?,D
(56) Yy, Wy (<=2 —qy] fir alle 2, 7.
Yy
lsi<»rsk
; ; A e k(k—1) .
Das sind auf der linken Seite wieder 5 -—1* Bedingungen.
Y . Y 3f(x) wie in (35)
on PP Wl
=q(y) fly)l= ZA,.(x).
l=i<v=R ot
'pkv "’bl& )

)y, =exp [m(x» + I q(v)dy)|
r=12 ...,k

(58) VY, % w~§
1Si<r=k
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b) Assoziative Bedingungen.
ABEL [1] bemerkte zuerst, wenn

Y(x, »)=v(y,x)
& vlx, y(», )l =vy v ]l =ylz,y(x, )]
ist, dann existiert eine differenzierbare Funkton f(x) dergestalt, daf
(26) FlwGol=fx)+f(y) st
In Abschwachung der Voraussetzungen lafit sich sogar beweisen ([6]
bzw. [7]):

Satz 5. Die Funktionalgleichung (26) besitzt dann und nur dann eine
streng monolone und stetige (reelle) Lisung f(x), wenn

(39)

Ww(x,y) streng monoton und stetig in x und y

S0l | & wix, w(y, 2] —v[w(xy)zl  (Assoziativitdit)

ist.

Man kann auch y[x, ¥(y, 2)], v[¢(x, ), 2], u.s.w. auffassen als ver-
schiedene Darstellungen der Argumentfunktion w(x,y,2) von drei Verander-
lichen in der mit Gleichung (26) aquivalenten Funktionalgleichung dritter
Stufe
(61) Sl (x, 3, )] =f(x) +1(») + f(2).

Wenn ndmlich eine streng monotone und stetige Losung f£,(x) von Gleichung
(61) existiert, dann mufl notwendig gelten

Y(x, ¥, 2) = fo ' [fo(x) +fo(¥) +fo(2)] =
= «[x, ¢(y, 2)] = e|a(x, y), 2] =u.s. w,,
wobei

a(,y)=fi [Ho(x)+hO] st
Daraus und aus Satz 5 ergibt sich der

Satz 6. Die Funktionalgleichung (61) besitzt dann und nur dann eine
streng monotone und stetige (reelle) Ldsung, wenn

da(x,y) streng monoton und stetig in x und y
& yY(x,p,2)= “[x’ «(y, Z)] =a[a(x, ), Z].

Wenn man die Monotonievoraussetzungen durch Differenzierbarkeits-
voraussetzungen ersetzt, schlieft man aus dem Ergebnis von ABEL und aus (61)

(62)

Satz 7. Die Funktionalgleichung (61) besitzt dann und nur dann eine
(komplex) differenzierbare Lisung u = f,(x), welche eine Nullstelle o (f,(w)=0)
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besitzt, und deren Ableitung f,(x) nicht verschwindet und deren Umkehrfunk-
tion x=fs"(u) eindeutige Funktion von u ist, wenn
Je(x,y)=u«(y, x) eindeutig und differenzierbar und ;%a(x, »)+0
63) {& Jo,a(x,w)=x fir alle x
& ¢(xy,2)=elx, a(y, 2)] = e[y, «(z, X)) = ¢[z, e(x, y)].

(Die Voraussetzungen ergeben sich aus der genauen Analyse des Abel-
schen Beweises). Wir sprechen von (59), (60), (62), (63) als von ,assoziati-
ven Bedingungen“. Es bietet prinzipiell keine Schwierigkeiten, fiir die Funk-
tionalgleichungen vom Typ (1) mit hoherer Stufe als drei, dhnliche Bezie-
hungen anzugeben. Die Anzahl der verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten
der Argumentfunktion w(x;,...,x) durch Funktionen von nur zwei Verdn-
derlichen wiéchst mit der Stufe k. Dadurch sind in reichlicher Anzahl Moglich-
keiten gegeben, nicht alle sondern nur einen Teil der vielen verschiedenen
Darstellungen von v durch Funktionen zweier Verdnderlicher als einander
gleich zu fordern. Das duBert sich darin, daB die rechte Seite der Funktional-
gleichung (1) mit weniger Symmetrien ausgestattet ist.

Unter Umstdnden ist es auch moglich (Vgl. [3], [9]) im Satz 7 die Kom-
mutativitdt e(x, y) =ea(y, x) zu unterdriicken.

Beispiel: (Vgl. [7], § 3).

Satz 8. Die Funktionalgleichung
64)  fly(x, x, X5, x)] =a*f(x)) +abf(x;) +abf(xs) + b°f(x) + (@ + b+ 1)c

(a, b, ¢ konstant)
besitzt dann und nur dann eine streng monotone, stetige (reelle) Funktion
f(x) als Lésung, wenn
de(x,, X;) streng monoton und stetig

& y=cla(x, X)), a(x;, x,)] = e[a(x,, X;), @(xs, Xs)] (Bisymmetrie)
Aber auch, wenn die Symmetrie in der rechten Seite der linearen
Funktionalgleichungen (1) vollkommen verloren geht

(66) Ty (x, ..., )] =A0)+ -« + fi(xx), (k= 2),

bleibt die Tatsache erhalten, daB die Argumentfunktionen v (x,,...,xs) in
verschiedener Weise in Funktionen zweier Verdnderlicher zerfallen, wie man
unter Differenzierbarkeitsvoraussetzungen direkt aus (53) schliefen kann. Es
bleiben also auch die ,assoziativen“ Bedingungen als Gleichungen zwischen
den verschiedenen Zerfallungen von ein und derselben Argumentfunktion v
in Funktionen zweier Verdnderlicher. Diese miissen von der Form sein

(67) a(x, y) = h[f(x)+g()].
Man vergleiche die Arbeiten von M. Hosszu [9], [10].

(65)
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