Uber Tensoren, die aus angegebenen geometrischen
Objekten gebildet sind.

Herrn Professor Béla Gyires zum 50. Geburtstag gewidmet,
Von ARTHUR MOOR (Szeged).

Einleitung.

In diesem Aufsatz wollen wir in einigen Spezialfillen das folgende
Problem untersuchen: Es soll M die Mannigfaltigkeit geometrischer Objekte
22" bedeuten die ein bestimmtes Transformationsgesetz haben. Es soll ein
Funktionensystem e, _

T =Ti5 0 )
gebildet werden, das jedesmal einen Tensor darstellt, falls die Veranderlichen
y', ..., ¥ Komponenten eines beliebigen Elementes £ von 2t bedeuten. Bei
unseren Untersuchungen wird also wesentlich sein, daf auch die geometri-
schen Objekte Q¢ Verinderlichen sind ; unser Problem ist somit nicht identisch
mit jenem, das aus einem gegebenen geometrischen Objekt ein anderes kon-
struieren will.

Die analytische Formulierung unseres Problems fiihrt auf gewisse Funk-
tionalgleichungen, deren Losung die gesuchten Funktionem T;'j" ergibt. Die
Differenzierbarkeit der Funktionen, wollen wir voraussetzen, falls die Ab-
leitungen der Funktionen vorkommen, in mehreren, von uns untersuchten
Fillen ist aber die Differentierbarkeit nicht notig.

In §1 werden wir diejenigen Tensoren untersuchen, die aus einem
Vektor & bzw. aus einem Tensor zweiter Stufe g; gebildet sind. Dabei kann
&ij in i, j symmetrisch, oder schiefsymmetrisch sein. Wir werden im folgenden
den Begriff des Tensors immer in seiner allgemeinsten Fassung beniitzen,
obzwar man in der neueren Literatur lieber statt des Tensors die Benennung:
»Affinor“ verwendet, wahrend der Tensor den symmetrischen Affinor bedeutet.
Die Symmetrieeigenschaften der einzelnen Tensoren werden wir immer einzeln
angeben. In § 2 untersuchen wir die Tensoren dritter Stufe 7./, die aus
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den Ubertragungsparametern I'7, gebildet sind. Endlich geben wir, in §3,
Beispiele fiir Tensoren T/, die aus
I'dy und 0.1

gebildet sind. Die charakteristische Funktionalgleichung der Tensoren 7.7y ist
durch (3. 3) angegeben, ihre allgemeinste Losung ist aber noch nicht bestimmt.

Derartige Probleme wurden zuerst von S. GotAB und M. M. KUCHARZEWSKI
untersucht'). Der Problemkreis ist jedoch im Ganzen bisher noch nicht ausge-
arbeitet und bietet deshalb noch viele Moglichkeiten fiir weitere Unter-
suchungen.

§ 1. Uber Tensoren die aus einem Vektor, bzw. aus einem
Tensor gi gebildet sind.

M soll die Mannigfaltigkeit der kontravarianten Vektoren & bedeuten.
Es besteht der folgende

Satz 1. Der aligemeinste rein kontravariante Tensor r-ter Stufe "™,
der allein aus einem kontravarianten Vektor & € M gebildet ist, hat die Form:

(.1 | frotr=c(x)E".. . E" c(x): Skalar.
BeEwEIs. Da der Tensor #*''* von & abhingig ist, hat er die Form:

freede iy (gi’ N ).

Nach einer Koordinatentransformation

(1.2) P B2 XD

werden die Komponenten von " im Koordinatensystem X' die Form
Py Tl (El’ B éu)

haben, wo die & die Komponenten des Vektors £ im Koordinatensystem x'

bedeuten. Beachtet man anderseits die Transformationsformel der kontra-
varianten Tensoren, so bekommt man:
(1.3) T (A AE, L A=A AT E LB,
WO
Ti ax
A=37

gesetzt wurde. Offenbar sind in (1.3) die A} und die x' als unabhingige

1) S. Gotae und M. M. Kucuarzewski, Zur Theorie der geometrischen Objekte, Ann.
Polon. Math. 2 (1955), 250—253.
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Veridnderlichen zu betrachten. Setzt man

k i i gf .

=1 Aj=00;, n. s. iber i),*?
so wird aus (1. 3) e ( »)
(1.4) T % (0, 0", ..., 0)=c"""o"...0%, (n.s. Ober i, ..., 1),
wo o T

S r=Th"% (1,1, ..., 1)
ist. Aus der Formel (1.4) ist schon ersichtlich, daB der Tensor .T""“'" multi-
linear in den &' ist. Wir werden aber noch zeigen, daB die ¢" " 'r miteinander
gleich sind.
Beachtet man in der Gleichung (1.3) die durch (1.4) bestimmte Form

der Funktion 7"', so wird

¢t AR ﬁ::;::’r=ﬁi:... _:: (.. EY), (n.s. iiber iy, ..., i)
Auf beiden Seiten dieser Gleichung steht ein Polynom der Verdnderlichen
A, . Nehmen wir fir die & die Werte &'=1,8=8=...=§"=0,
so wird

A A=A A, (ns. auf iy ..., ).

Wir konnen fiir Ay solche Werte nehmen, fiir welche Ay =0, und daraus
folgt ¢"~*=c""'. Auf Grund von (1.4) bekommt man somit die Formel
(1.1) w.z.b. w.

Offenbar kann mit dieser Methode das Analogon des Satzes 1 auf
kovariante Vektoren 7; bewiesen werden. Es besteht der

Satz 1*. Der allgemeinste rein kovariante Tensor t; .. ; r-ter Stufe, der
allein aus einem kovarianten Vektor w; gebildet ist, hat die Form :
by, =C(X) 7, .. s,y c(x): Skalar.
Aus dem Satz 1 folgt die Richtigkeit des folgenden Korollariums:

Korollarium. Ist der Vektor f vom Vektor E gebildet, so ist die
Richtung von t und & identisch.

Betrachten wir nun die Mannigfaltigkeit derjenigen kovarianten Tensoren
g, die in i, k symmetrisch, bzw. schiefsymmetrisch sind. Es besteht der

Satz 2. Der allgemeinste Tensor zweiter Stufe: fix, der allein von ga
abhdngig, in seinen Verdnderlichen stetig ist, hat die Form :
(1.5) Jix (gar) = (x) Zix, ¢ (x): Skalar.
Hier wurde kurz

) S (o) =[x (€11, L1235 - - -y Zun)-
geschrieben.

2) n.s. bedeutet jetzt und im folgenden: ,nichi summieren“.

D2
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Bewelrs.?) Wir wollen zuerst den schiefsymmetrischen Fall behandeln.
Za soll also einen schiefsymmetrischen Tensor bedeuten. Aus der Transforma-
tionsformel der kovarianten Tensoren folgt:

(1.6) fuu(8r A2 A3) = fre (w) Al Ak, A;f—zf%.

Nach der Substitution Ai= ¢d; folgt aus der Gleichung (1. 6)
Ju (¢ gu) = 0" fur (Gar)-
fu ist also in den g, positiv homogen von erster Dimension. Setzen wir jetzt

in die Gleichung (1.6)
Ae=¢'d, (n.s. iiber r)
ein, so bekommen wir

; ab
(1.7) fagooe) =falgu)ee  (n.s. aber 3 : k) ,
Nun setzen wir o'=¢*=1 und lim ¢* =0 fiir a1, k. Es folgt aus der vor-
ausgesetzten Stetigkeit nach (1.7), daB

fii(gab)'—_"fit(o. ey 0; i, ghh iy iy 0, ey 0)
ist und wegen der schiefen Symmetrie von g folgt

(1.8) fa(@a)=1fa(0,...,0, 2,0, ...,0),
d. h. fa ist allein von g, abhdngig. (Die Abhdngigkeit von g« haben wir
nicht ausgeschrieben, da gy — — gu ist.)

Wegen der positiven Homogenitdt von erster Dimension von f folgt
somit, dabB

(1.9a) Joo=fa (1) ga fiir ga>0
(1. 9b) fao=—fu(—1) g ' fiir ga. <0
gesetzt werden kann. Wir beweisen jetzt, daB

(1.10) Ja()=—fa(—1)=c

ist. Zu diesem Zweck setzen wir in (1.6)
ga>0, A{=Ai=1, limAl=IlimA:=0 (r<p,s+q).
Wir bekommen dann filr i=1, k=2 nach (1. 9a)

(1.11) f12(&rs A1 A2) = [f1s (1) £ A1 As.
Beim Grenziibergang erhalten wir daraus:
J12(Zpa) = foa (1) &pq (n.s. iber p,q).

8) Der nachfolgende Beweis dieses Satzes stammt im schiefsymmetrischen Fall von
M. Kucuarzewski. Unser urspriinglicher Beweis hat die Differenzierbarkeit von f, bedingt,
wihrend der Beweis von M Kucharzewski nur die Stetigkeit von f, in seinen Verinder-
lichen beniitzt.
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Beachten wir jetzt fiir die linke Seite (1.9a), so wird:
Si2(1) &pa= fra (1) &rq (n. s. iiber p, q),
fia (1) =fp (1) =c.
In dhnlicher Weise erhalten wir bei g., <0:
Ju(—=1)=/fo (—1)=¢c"
Nehmen wir jetzt an, dab gleichzeitig
gat > 0) grs A’I-A; < 0,
so erhalten wir aus (1. 11) auf Grund von (1.9b):
(1.12) — ' =— fou (=) =Jp(1)=c.").
Die Gleichungen (1.9) und (1.12) beweisen aber eben die Giiltigkeit von

(1.5) im schiefsymmetrischen Fall.
Ist nun gi symmetrisch, so bekommt man statt (1. 8)

(1.13)  fa(€a)=/fx(0, ..., 0, gi, Gix, &ix, &ui, 0, ..., 0)= Dur. (Qix, i, i),
d. h. fi ist von gu, g und gs abhédngig.
Aus der Gleichung (1.6) wird:

(1. 14) Dy (Al Ak gre, AT Ai @rs, Ak As €rs) = Dys(Grs, &rr) es) AL Ak, (n.5. ilber i, k).
Wihit man in dieser Gleichung
i=0d;, Ai=xd; (i, k fix, isk),

d. h.

so bekommt man:
(1. 15) Dy (xZi» Liir X Gir) = X Pix (G, Liiy Lrx)-

Setzen wir voraus, daf g, 0O ist, und nehmen wir dann x=i_, so wird
nach Vertauschen der beiden Seiten von (1.15): "

(1.16) Du(gix, Liiy &rr) = Lix Pir (g.-.-,—g%'i), g (X, J»')g D (1,x,Y),
&k (n. s. iiber i, k).
Aus dem Funktionalgleichungssystem (1. 14) wird somit:

Adign ) 47 piggn [gﬂ, —g-f).

1.83 A:A‘: rs :(AI‘A: 8y Y
( ) &rs Pix & (ATALg.) )

Es sei jetzt:

Ai=x0;, A.=0; (i, k fix is=k),
so geht (1. 17) in die Gleichung:

2 1 Gu Gk
3% 18 i (I ity ——.,]z i'[ iy )
(1.18) Pic| X" & 22 Pix | & &

i) ¢ ist von den g,, unabhingig. Selbstverstindlich kann ¢ von den xi noch ab-
hédngig sein.
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iiber. Wenn i=k ist, so ist die Funktion @, in (1. 13) nur von g; abhingig,
und nach der Substitution A7 = xd; bekommt man nach (1. 14):

(1.19) D (X gi) = X Dii(gs), (P (g:) E Dis(gii, giv, 84)).
Wir werden jetzt zwei Falle unterscheiden. 1. g >0, 2. g:<0. Im

Fall 1. setzen wir in (1. 18) und (1. 19) f—_—;_, so wird:
i Hii Six def
u, ) i pomlt - ¢ l; ) ]
(1.20) w( g%,,) w( 2 ) (#x0)=9a (1,), y>0)
(1.21) D, (g«) =ga(<£.-.- (1), (SO.. (l) D (1)).

(Offenbar konnen wir (;'ig(]):@:i(l) setzen, da die Glexchung (1. 20) fir
i+ k giltig, und SOﬂ'llt tp.. noch nicht festgelegt war.) Die Formeln (1.19),

(1. 20) und (1.21) ze1gen aber, daB (1.16) im Falle g >0 auch fir i=k
giiltig ist; somit besteht aber auch (1.17) fiir i=*k.

Nehmen wir jetzt in (1.17) g, >0, A} = 0; (selbstverstindlich kdnnen
nicht alle A, =0 sein). Es wird:
AL Aigr ;"‘“Eg’“) A Ai g g (g"'g")

(A:Aag")

Nehmen wir jetzt Al=Ai=1, limAi =limA; =0 fir r#1, s#2, so
bekommt man aus (1. 22) fiir i< k:

g Lo
S )= e o), y= g R

@ ist also in i, k symmetrisch. Fiir i=k wird (1.22) in die Formel

(1
A A‘gﬂ (P“(i)— A A gnq?ﬂ(g"fu)

r§

(1.22) A?Aign(?;u(

rs

tibergehen. Durch Koeffizientenvergleich bekommt man wegen der Symmetrie
von @ in i, k, daB

@ (?;n (») = @i (1)
besteht, d. i. X
(1. 23) @vs (¥) = c= Konst.
(1

Im Falle 2, d.h. fiir g;<0, setzen wir in (1.18) und (1.19)
X = _1 —. Wir erhalten somit
(1.24) .k[g.., g"‘) (g"g""], @2 () S g (=1, —3), y>0),

gz&‘ 2) 3 rk (2)

(1. 25) Di(8:) =& 9 (1), (g (1) -y (1)),
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Die Formel (1.16) und (1.17) werden wieder auch fiir i— k bestehen. Wir

substitutieren jetzt in (1.17) g£,.<0, Az =0, so wird man die zu (1.22)

analoge Formel bekommen, wo aber jetzt statt ¢, die Funktion ¢ stehen
) @

wird. Ebenso, wie im Falle 1. kann man beweisen, daB
@rs (¥) = ¢* = Konst.

. @
ist.

Nehmen wir jetzt an, daB g,, <0, (r=1,2, ..., n), A] Ak gy >0 ist, so
bekommt man aus (1.17)

Al Avgrc= Al AL gr ",

d.h. c=c". Aus (1.13), (1.16), (1.20) und (1.23) folgt aber, daB (1.5)
auch fiir symmetrische gi besteht, w.z. b. w.®)

Im Satz 2 betrachteten wir diejenigen Mannigfaltigkeit I der kovarianten
Tensoren zweiter Stufe gu, die in den Indizes i, k symmetrisch oder schief-

symmetrisch sind. Fiir die allgemeinen Tensoren g ist der Satz 2 nicht giltig.
Wir verweisen auf die Arbeit von MINEO IKEDA und SHINGO ABE.°)

§ 2. Uber die aus 7'/, gebildeten Tensoren dritter Stufe.

Betrachten wir jetzt die Mannigfaltigkeit ¢ der (im allmeinen nicht-
symmetrischen) Ubertragungsparameter: I'J;. Die Transformationsformel von
'y, bei einer Koordinatentransformation (1. 2) lautet:

2. 1) o =AlALA LS+ By,
wo

(2.2) RAM S 2%

ein in i, k symmetrisches Objekt bedeutet. Offenbar sind die B von den
A; und auch von den Aj unabhingig. (In (2.2) kommen auch die Ableitungen
von Aj vor. Es ist namlich
’x QA
axiax*  ax* )

Denn wie wir auch Werte fiir erste und zweite Ableitungen in einem Punkte
ganz beliebig (und von einander unabhingig) wihlen, gibt es immer Funk-
tionen deren Ableitungen dort eben diese Werte sind.

) Wir haben im Beweis g, # 0 vorausgesetzt. Fiir g, =0 bleibt der Satz wegen
der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen f, giiltig.

6) Mineo Ikepa and Suineo Ase, On tensorial concomitants of a non-symmetric tensor
€uy 1, Tensor (new series), 7 (1957), 59—69.
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Der folgende Satz ist giiltig:

Satz 3. Diejenigen Tensoren dritter Stufe und vom Typ F7, die allein
von einem Element I'Jy von M abhdngig sind, konnen nur Funktionen des
schiefsymmetrischen Teiles von I'J sein.

Beweis. Schreiben wir I'J; in der Form:

(2.3) Iy =y + 825,
wo
(2.4) Y= '%- T+ 1), Q= ';_ (L9 —I'¥)

1st, so folgt aus (2.1) unmittelbar, daf y/; dieselbe Transformationsformel
hat, wie I'Jx, £27, aber einen Tensor bedeutet.

Da nach unserer Annahme der Tensor F;/. eine Funktion von 777 ist,
kann nach (2.3) F/: als eine Funktion der y/c und der £, betrachtet
werden. Auf Grund der Transformationsformel der Tensoren und nach (2.1)
wird : ") ' 5 g
@.5) Fou(r i AsAs Ac+ Bo, 2, Au A A)) =
- r't (?’abc; Qabc) A: E{ A:t
eine Identitidt in den A und B,’.. Betrachten wir jetzt einen beliebigen

Punkt g‘. Es gibt immer ein Koordinatensystem in welchem
)

7r t((%f) )=0
ist; so bekommt man aus (2.5), daB
Fiéx(Boe, 2,5 AL A, Ay =F."1 (0, 240) Ai AL Ay
besteht. Diese Formel driickt aber aus, dall die F;7x von B’ d.h. von den

an der ersten Stelle stehenden %n’(n—{- 1) Komponenten unabhdngig sind.

F kann also nur von £2,° abhingig sein, w.z.b. w.

Eine einfache Folgerung des Satzes 3 ist das folgende

Korollarium. Aus einem in i, k symmetrischen Iy kann kein Tensor
vom Typ Fy. gebildet werden.

Die Funktionalgleichung (2. 5) reduziert sich fiir den Tensor Fi/ auf
die Form:
(2.6) Fou (R AL AL A) =F," (2.:) AT Al A..
Die Losungen dieses Funktionalgleichungssystems kénnen mannigfache Formen
haben. Wir zeigen das an einigen Beispielen.

1) Filk (7", Q%) bedeutet selbstverstandlich Fil ('), ..., @', .. ).
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Wegen der schiefen Symmetrie der L2/, in i, k ist
Yix = §2¢% 82:%

auch schiefsymmetrisch. Die folgenden Formeln bestimmen dann einige
Losungen des Systems (2.6):

1. Fi= c(x) £,
¥ f Fihh=¢ (X) Yir ria }"‘j,
3. Fiix == ¢ (x) 82,2 82474 y*2 82,
wo ¢(x) immer einen beliebigen Skalar bedeutet, und y* durch
r67 =0

bestimmt ist.

§ 3. Uber Tensoren vierter Stufe gebildet aus
I“.-"g und a F.-J'.,.

Zuletzt wollen wir diejenigen Tensoren 7. untersuchen, die aus den
I, und 4,17, zusammengesetzt sind. Von der Transformationsformel (2. 1)
bekommt man die Transformationsformel der Derivierten 4,827. Es isi

@3.1) wlh=0L Al BAAR+Chu+(.)
woO ‘ )
WO i A |
(3.2) C"J"‘_ai‘ai*ai' ax
I

und (...) solche Glieder bedeutet in denen vorkommt. Aus (3. 2)

ax ax*
sieht man, daB Cix in den Indizen i k, { totalsymmetrisch ist.

Ein Tensor 7y, der von den Iy und 4,77, abhidngig ist geniigt der
Transformationsformel :

(3.3) Tou(@aT%’, I = T (0, L) B A AL AL,

wo I’ und 3al.% durch (2.1) und (3.1) angegeben sind. Nach einer
partiellen Ableitung von (3.3) nach C./; wird wegen der totalsymmetrischen
Eigenschaften von C./p:

aﬂjtl
3(6.1' 9‘rf=)
bestehen. (3. 4) bestimmt also die erste Gruppe der Differentialgleichungen,

die der Tensor 7y befriedigt. Aus (3.4) kann man schon gewisse Typen,
die auch in der Differentialgeometrie eine wichtige Rolle spielen, bestimmen.

(3.4) + {Permutation },gn — 0
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Die Gleichung (3.4) kann in den folgenden drei Formen geschrieben
werden :

3 Tn 8 T B
(3 53) z 3(6;1}’:&) s 6(6;.1’{,) l — {Zykf P-}egh _0’

3 T a T o
i : !5(3eryfa)+6(agl‘,f,.)(+{Zykl' P.}egn =0,

dTou aTu t e
(3. 5C) t a(a‘ Fgfh) 3(6;[':;"9) + {Zy’d' P-}qh e 0’

wo- {zykl. P.}.,» die zyklische Permutation auf die Indizes e, g, # bedeutet.

Eine der einfachsten, aber vom geometrischen Standpunkt aus vielleicht
wichtigsten Losungen der Differentialgleichungssysteme (3. 5a)—(3. 5¢c) be-
kommen wir durch die Forderung, daB jeder Klammerausdruck einzeln
verschwinde ; somit bekommt man diejenigen Spezialfille von (3. 5a)—(3. 5¢),
die alle zum Typ:

af(xy) L af(xy)
ax + ay =0.

gehoren. Die allgemeinste Losung dieser Differentialgleichung ist die Funktion®)

fxy)=9(x—y),
wo ¢(2) eine beliebige Funktion von 2z ist. (3.5a), (3.5b) und (3.5c)
bestimmen somit drei Typen der Losungen undzwar:
Tioa=Tda@ull, ), Tiu= Tiu(0ala’, ),
Tia= T (0a82:5, I').
Beachtet man die Transformationsformeln (2. 1) und (3. 1) so sieht man,

daB diese Typen der Losungen etwa durch die folgenden Funktionen realisiert
werden kOnnen:

a) Toa=2(0pln+ Lirpl\r %),
b) Toa=20plwi+ T Ty’s),
c) Tdn=0:82—I'i" 250+ ', 2 — i 249,

Im Fall a) und b) ist 7/, der Kriimmungstensor, der zu den kovarianten
Ableitungen :

NE=af+DAE, bw. Vb =al + 1V E
gehort. Im Falle c¢) ist T = V:2. Diese GroBen kommen bekanntlich
in gewissen Vertauschungsformeln der kovarianten Ableitungen vor. Z. B. fiir

8) Vgl. E. Kamxe, Differentialgleichungen Losungsmethoden und Lésungen Il., Leipzig,
1944, S. 137, Beispiel 2.1,
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den Fall c) ist
%(%ij—Vjék)§i=§'{7j9rik +jSt6t E—2% v.’lgi""gt(k {7J§'

Wir bemerken noch, dafi in den Féllen a) und b) die 7.’ auch durch 7.%
ersetzt werden konnen, da die I.% und y.%. dieselbe Transformationsformel
haben. (Fiir 7/ vgl. (2. 4).)

Es bleibt noch ein unentschiedenes Problem, ob die Typen a), b) und c)
und noch

d) T =20pys’s + 7" 70r)
(ungeachtet einen skalaren Faktor) alle Losungen des Funktionalgleichungs-
systems (3.3) bestimmen.

Uber diesen ganzen Problemkreis habe ich mit Prof. J. AczEL und mit
Prof. S. GoraB einige Diskussionen gefiihrt; diesen verdanke ich einige

wertvolle Hinweise, fiir die ich meinen Dank auch an dieser Stelle aus-
sprechen will.

(Eingegangen am 8. Oktober 1957, in verdnderter Form am 23. Oktober 1958.)



