Uber die Verallgemeinerung der Operatorenrechnung.
Von ISTVAN FENYO (Budapest).

Jiingst hat J. MikUsINSkI in seinem Buche [4] und einer Arbeit [5] eine
sehr elegante Begriindung der Operatorenrechnung gegeben. Der von Ihm
eingefiihrte Begriff des Operators (im folgenden sei dieser Begriff durch M-
Operator bezeichnet) erwies sich als eine Verallgemeinerung des Begriffes
der eindimensionalen Distributionen [1]. Nun wollen wir den Gedanken von
Mikusinski verallgemeinern. Diese Verallgemeinerung hat interessante An-
wendungen.

1. Bezeichnen wir durch C, alle Funktionen von zwei Verdnderlichen,
welche im Bereiche Br:0 = x = y = T stetig sind und auBer Br indentisch
verschwinden. Die Faltung von zwei Funktionen aus Cr U(x,y) und V(x,y)
definieren wir folgendermaBen :

(1) UsV=[U(x, h V(t,y)dt, fir  (x,) € Br.

Auch U=xV gehort zur Klasse Cr. Im allgemeinen ist U V£ V* U; falls
U V= V= U zutrifft, so sagen wir, daB U und V vertauschbar sind. Hingen
U und V blos von y—x ab, so sind U(y—x) und V(y—x) immer ver-
tauschbar.

Es sei U(x,y) eine Funktion aus C; welche folgende Eigenschaften
besitzt :

1°. U(x, )50 0 =x=T),

2
2. c:;l;’ : f?if ; aa:;]y existieren, und :x;}y
Diejenigen Funktionen, welche diese Eigenschaften besitzen bilden die Funk-
tionenklasse ®r.

Nun betrachten wir alle Funktionen aus Cr, welche mit einer ausge-
wdéhlten Funktion U(x, y) € € vertauschbar sind, und welche in keinem
zweidimensionalen Teilbereich von Br, welcher die Gerade y==x enthilt,
identisch verschwinden. Diese Funktionen bilden mit der gewd&hnlichen

€ Cr.
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Addition und mit der unter (1) definierten Faltung einen Ring. Dieser soll
mit &, bezeichnet werden.

DaB ®. wahrlich ein Ring ist, folgt daraus, daB, einerseits: gemiB
einem schon klassischen Satz von VEsSSIOT [7] und VOLTERRA [8] zwei, mit
U vertauschbaren Funktionen auch untereinander vertauschbar sind, ist also
G und He®,, so ist G¥ H= H#* G; andererseits gilt: Gx H=H* G € @,.
DaB die Assoziativitits- und Distributionsgesetze gelten, ist trivial.

Als ein wichtiges Beispiel erwdhnen wir den Ring aller Funktionen,
welche vorige Eigenschaften besitzen und mit der Funktion

e 1 in Br
h(x, y) = 0 sonst

(im folgenden Einheitsfunktion) vertauschbar sind. Bezeichnen wir diesen Ring
mit §r. Es ist bekannt, daB alle Funktionen des Ringes §, bloB von der
Differenz der Argumente abhdngen und diese Funktionen f(¢) einer Verinder-
lichen in keiner rechsseitigen Umgebung des Nullpunktes identisch ver-
schwinden.

Grundlegend ist der folgende Satz: Die Ringe ®, und §r sind isomorph.

Dieser Satz wurde im wesentlichen von L. A.SACHNOVICH [10] bewiesen.
Es bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit wenn wir voraussetzen,

daB U(x,x)=1 und daB (ﬂ] =[ﬂ) =0 ist (U geniigt natiirlich
z=y

dx Y Ja=y
den Bedingungen 1°. und 2°.) Denn widre das nicht der Fall, so betrachten

wir statt U die Funktion:
U'GEn=20u@mUyE),v@)

mit
10-en|-(32)_veoa]
p(m)=U(n,m) " exp U(:—?Lzeu (n n)"dn]
Yp®=[U@ 2" dx; x=v'®; y=v"®).
U” ist so beschaffen, da U*(§ &) =1 und (%%)EW: [Zz.]g?.,:() ist. Es

seien G und H zwei Funktionen aus ®,, betrachten wir statt ihnen die Funk-
tionen G* und H* welche mit der vorigen Transformation gebildet sind. Eine

einfache Rechnung zeigt, daB
GxH=G"'xH"
giiltig ist. Wir werden also im weiteren voraussetzen, daf wenn eine Funk-

D4
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tion an der Diagonale y=x (0 = x=T) in keinem Punkte verschwindet, so
ist sie dort identisch 1. Auch die Tatsache ist bekannt, daf alle Funktionen
aus @,, welche in mindestens einem Punkte der Diagonale y=x(0=x=T)
verschwinden an dieser Geraden identisch verschwindend sind.

Betrachten wir den beliebigen, in By definierten Volterraschen Kern
K (x,y), dessen Resolvente durch R (x, y) bezeichnet sei. Mit ihm bilden wir
die folgende Transformation:

) L(x,y)=P(F)=(0+K)*F*(d—R),

O bedeutet den Identitdtsoperator, also denjenigen, welcher jede Funktion aus
Cr in sich selbst iiberfiihrt. Diese Transformation P nennen wir eine, durch
den Kern K(x,y) bestimmte Ahnlichkeitstransformation. Im Sonderfall, wenn
K(x,y) mit F(x,y) vertauschbar ist, ist die Ahnlichkeitstransformation gleich
der Identitdtstransformation. Das folgt aus der Definition des l6senden Kernes.
Die Ahnlichkeitstransformation ist eine eindeutige, homogene und lineare
Transformation, welche eine eindeutige Inverse besitzt. Aus (2) folgt

F=P'(L)=(0—R)* L*(0+K).

Die wichtigste Eigenschaft der Ahnlichkeitstransformation ist, daB sie die
Faltung von zwei Funktionen in die Faltung der Transformierten {iberfiihrt.
Falls A(x, y) und B(x, y) zwei beliebige Funktionen (aus Cr) sind, so ist die
Eigenschaft ;

3) P(A)*P(B)y=P(AxB)
giiltig, denn es gilt
P(A)* PB)=(0+K)*A*(0—R)*(0+K)*B*(0—R)=
=0+ K)x A% B*(0—R)=P(A*B).

Falls A und B vertauschbar sind, so besitzen P(A) und P(B) dieselben
Eigenschaft.

SACHNOVICH hat bewiesen, daB, wenn die Funktion U(x,y) die friiher
geschilderte Eigenschaften besitzt, so gibt es einen Kern K(x,y) so daf
die mit ihm gebildete Ahnlichkeitstransformation, die Funktion U in h iiber-

fiihrt [10]:
U(I, }') o Px(fl),

Da aber h € §r, so ist jede Funktion
V(x, y) = Px(v)

mit v € Fr ein Element von .. Durchlduft » den Ring Fr, so durchlauft
V(x, y) den Ring ®&,.. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Eine weitere grundlegende Behauptung ist die folgende: Der Ring .
ist Nullteilerfrei. Bezeichnen wir den friiheren Isomorphismus zwischen
3, und Fr durch P. Es sei

. F= P(f), G=P(g) (f,£€3),
so ist

(4) FxG=P(f*g).
F% G ist dann und nur dann=0, wenn f*g=0 ist. Im Falle 7= oo ist
aber fxg nicht identisch verschwindend, da §r nach einem wohlbekannten
Satze von TITCHMARSH [6] Nullteilerfrei ist. Ist aber 7 < oo so, betrachten
wir die inverse Ahnlichkeitstransformation :
f=P(F).

Falls F(x,y)in keinem zweidimensionalem Teilbereich von Br welcher die
Diagonale y=x (0 = x = T) enthilt, identisch verschwindet, so verschwindet
natiirlich auch f nicht identisch in einer rechtsseitigen Umgebung von 0.
Dasselbe gilt auch fiir g. GemiB einer Bemerkung von MikusiNski ([5], p-
227. N 3) ist fxg #0, also ist auch F*G %0 erfiillt.

Es ist iiblich in der Theorie der Integralgleichungen die Faltung einer
Funktion mit sich selbst die Iterierte dieser Funktion zu nennen. Die Iterierten
von G sind also :

G*G=Ge; GQ*G=Gs, sewy G'.:=G‘..1*G,
G, sei mit G identisch. :

2. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, daB der Ring &. zu einemt
Korper erweitert werden kann. Wir bilden aus einem Funktionenpaar F, G aus
&, den ,Quotienten“ L dieser Funktionen und wollen ihn durch F* G-, bezeich-
nen. Er besitzt folgende Eigenschaften:

(FV"4+F®) G ,=FVY*G., +F®*xG., (FY, F®,GeB.);
«FxG.,=(F)*G_, (a ist eine beliebige Zahl);
Ax(F*G.,)=(F%G.)¥A=(A*F)* G-, (A ist ein beliebiges Element aus .);
FxG.,— FxG., dann und nur dann, falls F* G=FxG in Br;

Fx* G-i +M*N-] =(F*N+ G*JM)*(G*N)-] (F, G, M, N € @n).

Die Gleichung

F*G—1=L (LE@I-)
bedeutet, dal G*L = F in Br, d.h. L ist dann und nur dann eine Funktion
(aus ,), falls die Volterrasche Integralgleichung erster Art G* L= F eine
Losung besitzt. Diese ist, falls sie {iberhaupt existiert, eindeutig bestimmt,
wie dies aus der Nullteilerfreiheit von (3, folgt. Wir werden den jetz definier-
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ten ,Quotienten“ von zwei Elementen &, aus K&.-Operaforen nennen, und den

Korper der f.-Operatoren mit f, bezeichnen. Die Rolle des Einselementes

spielt der &.-Operator 0= V=#V_, (V€®,). Er ist von V unabhingig: aus

Ve V="V folgt VeV =VsV_,.

Falls G eine beliebige Funktion aus &, ist, so haben wir
0xG=VxV_1xG=(V*xQ)*V_=(,

d ist sicherlich keine Funktion, denn wie bekannt, besitzt die Integralgleich-

ung V*d =1V keine Losung (der Volterrasche Kern ist Eigenwertsfrei!).

Man kann leicht nachweisen, daB z. B. folgende Rechenregeln giiltig
sind. A und B seien zwei beliebige K.-Operatoren, so ist die Faltung von
A=P%Q-., und B=R=*S8.;:

A¥B=(P*R)*(Q*S)-:.

Ox A= (Vs P)# (V¥ Q)sy =P Q1=A.

Die Iterierten von A sind:
Ai=A; A= A% A=P,%(Q,)-1, usw.

A_1—_—Q*P.1.

3. Die Elemente von &. konnen auch folgendermassen gedeutet werden.

Wir betrachten eine Folge von Funktionen {F®"(x,y)} deren Glieder zu G.
gehohren. Wir werden eine solche Folge als f-konvergente bezeichnen, falls
es eine Funktion L(x,y)€®. existiert, so daB die Folge {L*F®} in Br
glechmiBig zu ,einer Funktion M(x,y) konvergiert. Wir beweisen: Die f-
konvergente Folge {F™} definiert den R.-Operator M* L_,. Die Behauptung
ist leicht beweisbar. Es sei L eine andere Funktion aus &,, fiir welche

lim L% F® —=M

n—»m
stattfindet, und die Konvergenz sei auch hier gleichmaBig. Es muB bewiesen
werden, daB M* L., =Mm=L_, ist. Ist die Folge {F™} R-konvergent, so ge-
horen die Funktionen M und M zu @,, sie sind also mit den Funktionen L, L,
und F™(n=1, 2,...) vertauschbar. Wegen dieser Tatsache und wegen der
gleichmédBigen Konvergenz ist

limL*«Ls F"=L%M und limL*xL*F™—=LxM.

A=»=0 n—o

Da aber L und L vertauschbar sind, ist
LxM=L*M d.h. ML ,=M=xL.,.

Auch die Umkehrung unserer Behauptung ist richtig: jeder R.-Operator ist
mit einer R-konvergenten Folge (dessen Glieder zu &, gehoren) dquivalent.

Speziell:

und



Uber die Verallgemeinerung der Operatorenrechnung. 53

Die Behauptung ist gewif richtig, falls der Grundring gleich JFr ist [2]. Ge-
nauer: ist /, m€Jr, so laBt sich immer eine Funktionenfolge {f™)} aus Jr

auswdhlen, so daB
lim I % f™=m
n-+@o

giiltig sei. Nun betrachten wir eine Ahnlichkeitstransformation zwischen @,
und Fr, den wir mit P bezeichnen wollen. Es sei M= P(m), L=P(l),
F™M = P(f™). Wegen der gleichmdBigen Konvergenz ist also

(5) limLxF™=M

d. h. F®™ ist eine K-konvergente Folge, welche den K,-Operator M*L_, de-
finiert.

Wir bemerken, daB die RK-Konvergente Folgen eine Verallgemeinerung
der ,fundamentalen Folgen“ (fundamental sequences“) von KOREVAAR [3] sind.
Denn ist die f-konvergente Folge eine aus §r ausgewdhlte, und die Funk-
tion welche die R-Konvergenz in die gleichmafiige Konvergenz iiberfiihrt,
eine Iterierte der Heavisideschen Sprungfunktion, so ist sie eine Korevaarsche
fundamentale Folge.

Wir nennen eine Folge {A™} von R.,-Operatoren konvergent, falls ein
R.-Operator B existiert, so daf

1°. Bx A™ fiir n=1,2,...; Funktionen aus @&, sind,

2°, die Funktionenfolge B* A™ im Bereiche By gleichmafiig zu G(x,y)
konvergiert. Wir benfitzen in diesem Falle die Bezeichnung:

lim AW =G=*B._,.

Ni—m

Ist eine Folge der R.-Operatoren {A™} konvergent, so ist auch die Folge
{C% A™} konvergent, wobei C ein beliebiger &,-Operator ist. Dab die Folge
{A™} konvergent ist, bedeutet, daB die Funktionenfolge {B* A™} bei geeig-
netem B gleichmédBig zu einer Funktion G konvergiert ; setzen wir C=Px* Q,
so is auch B Q% C#%A™ eine gleichmidBig konvergente Funitionenfolge.

Der jetzt ausgesprochene einfache Satz ist eine Verallgemeinerung des
Satzes wonach die durch gliedweise Differenzierung einer konvergenten
Distributionenfolge erhaltene Folge wieder konvergent ist.

Ist lim AW =A und lim BW=B (A®, B» €{.),

v+ yrm

so haben wir
lim [A®) 4+ B®]=A-+B.

Aus unseren Voraussetzungen folgt ndmlich, daB
PxA® sa; Q«B®M b mit a,b€@,; P, QER,
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und diese Konvergenzen sind gleichmafiig. Setzen wir
P=pxn.; Q=gq*n.. (p,q,n€G.)

(daB die ,Nenner“ gleich sind, bedeutet natiirlich keine Einschrankung der
Allgemeinheit), so gilt

limp*A® =gx*n und lim g% BM=0bx*n,

Y+ Y-» @

d. h.
lim p*g*[A» +B®]|=(a%q+b*p)*n.

Damit ist bewiesen, daB {A™ + B®} konvergent ist, und nach der Definition

lim [A® - B®]=a*n*p_, +b¥n¥q=a*xP_, +b*xQ.,=A+B

ist. In gleicher Weise 146t sicht beweisen, daB
lim A® « B =A% B

gilt und falls Bs=0 ist, so haben wir folgende Relation:
lim A” % B?=A%B_,.

y-> o ¥
Aus dieser letzteren Behauptung folgt, daB wenn
lima®=a und limb6*» =25 (a®, b”€G.)
Y-+

P+

ist und diese Konvergenzen gleichmébig sind, dann ist die Folge V® = a® % %]
von R.-Operatoren konvergent, und es gilt

lim VW =axb,, falls bs0.

]

Die Funktionen a® und 5* konnen ja als R.-Operatoren aufgefasst werden,
welche in unserem ,Operatorensinne“ zu a bzw. b konvergieren, deshalb ist
unsere Aussage richtig. : .

Wenn wir von dem Ringe §Fr ausgehend den Operatorenkdrper in der
soeben diskutierten Weise ausbauen, erhalten ‘wir den Mikusiriskischen Ope-
ratorenkorper. Wir wollen ihn durch Ry bezeichnen. Die Korper &, und R
sind isomorph. Denn es sei P eine Ahnlichkeitstransformation zwischen ®,
und Fr. Wenn A=R*S8.1€8 und R = P(r), S=P(s) ist, so setzen wir

R*S_y=P(r) % P(s)-1= P(r % 5-1),

r*s.1€R8y. Eine Ahnlichkeitstransformation gibt also eine eindeutige, und
eindeutig umkehrbare Abbildung zwischen den Operatorenktrpern f. und Ra.
Man kann leicht beweisen, daB diese Transformation stetig ist, wenn wir den
vorigen Begriff des ,Operatorenlimes“ beniitzen.
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Als Beispiel zeigen wir, daB der o, aus R, dem dy aus S entspricht.
Denn es ist Oy =r%r_,€ R, also

P(Os) = P(r) % P(r-1) = R% R_, = 0, € .

4. Nun betrachten wir statt B den halb offenen Bereich Nr:0=x=y>T
(T kann jetzt auch o bedeuten). Betrachten wir eine beliebige monoton wach-
sende Folge {7,} positiver Zahlen mit 7,—7 und die Folge von $&,-Opera-
toren {A™)}. Hier ist A™ in By, definiert. Wir sagen, dal die &,.-Operatoren-
folge {A™} einen K,-Operator in Nr definiert, wenn A® =A™ in Br_ gilt,
falls m = n zutrifft. Wir betrachten zwei in Nr definierten Operatoren als gleich:

(A®) = (B}

wenn im gemeinsamen Teil von Br, und By, fiir alle Indizes A™ = B jst.

Die im halboffenen Intervalle [O, T) definierten Distributionen bilden
eine Teilmenge der in diesem Intervalle definierten $Sty-Operatoren. Daraus
folgt, daB eine Ahnlichkeitstransformation alle in [O, T) definierten Distribu-
tionen in §, abbildet.

Die ®.-Operatoren im offenen Bereiche N, konnen auch folgendermaBen
gedeutet werden. Wir nennen eine Folge von &, Funktionen {F™} einen f,-
operator im halboffenen Bereich Ny falls sie folgende Eigenschaft besitzt:
es existiert fiir alle 0 = v < T eine Funktion Q.(x,y) aus &, fiir welche
lim Q. % F™ vorhanden ist und die Konvergenz ist gleichmaBig.

"=+ 0

Das diese zweite Definition mit der ersten &dquivalent ist, ist selbst-
verstdandnlich.

5. Es existieren unendlich viele Ahnlichkeitstransformationen welche den
Ring Fr (bzw. Korper x) in G, (bzw. &,) iberfiihren. Diese konnen sehr
einfach charakterisiert werden. Es sei denn U eine Funktion aus (&, mit den

Eigenschaften U (x, x)zi;( (;i}] —_—( ;;j) =0. So existiert immer
=y =y

ein Kern K(x,y) der die Ahnlichkeitstransformation folgendermafen definiert

(6) U = Px(h).

Wenn wir diese Gleichung bei gegebenem U als eine Integralgleichung in K
auffassen, so besitzt sie folgende allgemeine Losung

(7 K(x,y) =u(y—x)+Ki(x,y) +u*K,
falls K, eine Losung dieser Gleichung ist. Wir haben also
O+ K= 0+ Ko+t us K, = (0+ ) * (6+K,)

und
O+ K)'=0—R=(d+K) ' *(0+n)",
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daraus folgt, dal
Px= Pg-PKD
ist.

In der Theorie der Mikusiniskischer Operatorenrechnung spielt die Ein-
heitsfunktion eine besondere Rolle. Ihr entspricht in &. die unter (6) defi-
nierte Funktion U. Sie ist aber nicht die einzige. Denn ist K, ein anderer
Kern, der durch eine Ahnlichkeitstransformation denselben Ring definiert, wel-
chem auch U angehort, so ist auch die Funktion Py, (/) eine, die der Eiheits-
funktion entspricht. Umgekehrt: ist V' (x,y) eine Funktion aus &., mit V(x,x)=1,
dann existiert ein Kern K so,daB die Ahnlichkeitstransformation P, der Ein-
heitsfunktion die Funktion V zuordnet. Das ist eine direkte Konsequenz des
Satzes von SACHNOVICH [10]. Durchlduft u Fr, so erhalten wir sdmtliche
Ahnlichkeitstrasformationen welche den Ring ®. charakterisieren. Zu jedem
p€Fr gehort ein Element U,€@®. welches der Einheitsfunktion entspricht.

6. Nun wollen wir uns mit einigen Anwendungen des bisherigen be-
schaftigen.

Es seien U und V zwei beliebige Funktionen aus &, und wir suchen
die Losung der Integralgleichung erster Art

) Us®=V.

Sie hat gewif immer eine &.-Operatorenlosung: VxU_;. Wir stellen die
Frage : unter welchen Bedingungen besitzt (9) eine Losung aus §.?

Setzen wir voraus, daB U(x, x)#0 so kdnnen wir auch voraussetzen,
daB U(x,x)=1 ist. Wir wollen noch annehmen, daB U und V einem solchen
Funktionenring angehoren, welcher durch eine Ahnlichkeitstransformation mit
%r isomorph ist. In diesem Falle existiert eine solche Ahnlichkeitstransformation
sie sei durch P bezeichnet, bei welcher U= P(h) ist. Dann entspricht V der
Funktion v so daB V= P(v). Falls (9) eine Losung @ aus (&, besitzt, so
existiert eine Funktion ¢, fiir welche @ = P(¢) stattfindet. Man kann statt
(9) folgendes schreiben:

(9a) P(h)* P(¢)=P(v) oder P(h*p)= P(v)
und wegen Eindeutigkeit der Ahnlichkeitstransformation
(9b) hxg=nu.

Umgekehrt, besitzt die Gleichung (9b) eine Losung, so hat auch (9) eine. (9b)
hat aber dann und nur dann eine LOsung, falls » totalstetig, und »(0)=0
ist. Daraus folg aber: die notwendige und hinreichende Bedingung, daf die
Integralgleichung (9) mit U (x,x)=1 eine mit U vertauschbare Lisung besitzt
ist, daf die Funktion v= P-'(V) totalstetig und V(x,x)=0 (in0=x=T7)
sei, P! bedeutet hier die Inverse derjenigen Ahnlichkeitstransformation, welche
die Funktion U in die Einheitsfunktion iiberfiihrt.
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Im Sonderfall, wenn U eine stetige partielle Ableitung nach x besitzt
und die Ableitung von v integrierbar ist, besitzt (9) nach dem jetzt bewiese-
nen Satze gewiB eine mit U und V vertauschbare Losung. Dies ist seit langem
bekannt [9] und sehr leicht beweisbar.

Wenn in (9) U(x,y) die Form

Ux,y)= (y—x)a(x,y)

mit a(x,x)#0 (in 0=x=T) besitzt und n eine positive ganze Zahl be-
deutet, so kann man die Bedingung der Losbarkeit von (9) folgendermaBen
bestimmen.

Nach einem Satze von VOLTERRA [9] existiert eine Funktion W (auch
unendlich viele, W bedeute eine von ihnen), fiir welche W,=U und
W(x, x)=1 ist. Bezeichnen wir mit P diejenige Ahnlichkeitstransformation,
fir welche W= P(h) ist. Schreiben wir (9) in folgende Gestallt:

W # @:P(i!’:x)"—"w)=p(v).

(n—1)!
Das ist mit folgender Gleichung gleichbedeutend :
Cie) A
{0 L I
Diese ist nur in dem Falle l6sbar, wenn » mindestens (n— 1)-mal stetig dif-
ferenzierbar und ™ totalstetig auBerdem v (0) = v'(0) =+« = v D(0)=0

ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, so besitzt (9) eine Lbosung. Notwendig
und hinreichend, damit die Gleichung (9) eine mit U und V vertauschbare
Liosung besitzt, sind die Bedingungen, daf

1°. v==P-Y(V) mindestens (n— 1)-mal differenzierbar und v*-" total-
stetig sei ;

2°, v(0)=?v'(0) ="+ =" D(0) =0 sei.

Wenn a n-mal nach x differenzierbar ist und die Forderungen des Satzes
erfiillt sind, so ist V mindestens n-mal differenzierbar, und nach einem Satze
von VOLTERRA [9] ist die Gleichung (9) sicher losbar.

Es ist bekannt, daB wenn v € ¥ ist, so entspricht der M-Operator v* A _,
dem Differentialquotienten von v. Denn besitzt v eine Ableitung, so ist([4], S. 37).

(10) vih.y =14+ v(0).
Wir wollen wieder einen Ring von vertauschbaren Funktionen betrachten und

wir setzen U= P(h), P ist wieder das Zeichen einer Ahnlichkeitstransforma-
tion. Falls V ein anderes Element aus ®, ist, so haben wir die Relation:

VxU_, =P(v=|¢ fl_l).
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Wenn ¢ differenzierbar ist, so konnen wir
Vi U_j = P +40)) = P(¥') + v(0)9,
schreiben ; wenn wir die Bezeichnung P(v") = V beniitzen, so erhélt die vorige
Gleichung die Form
(11) UxV=V—«o.

Hier bedeutet ¢ eine Konstante. V kann als der ,Differentialquotient“ von V
in &, betrachtet werden. Dieser kann aus (11) auch explizit ausgerechnet
werden, denn er geniigt einer Volterraschen Intregralgleichung erster Art.
Setzen wir voraus, daB U einen stetigen partiellen Differentialquotienten be-
sitzt. Um (11) losen zu kdnnen ist es notwendig und hinreichend, dafl auch
V eine stetige partielle Ableitung nach x besitze. Nur in diesem Falle ist der
K,.-Operator V* U_; mit einer Funktion aus 3, identisch. Nun differenzieren
wir beide Seiten von (11)

U = aU av
3 ({4

Das ist eine Volterrdsche Integralgleichung zweiter Art, ihre Losung ist:

5 aU)“l aU aV]
V—-(d e ¥ | Foabr T

Wenn wir den lésenden Kern von —g—{-;- mit L Dbezeichnen, so erhalten wir

fiir V die formel

- alU av & au AP |4

ax ax ax g
Der Operator, der die Funktion V in V iiberfiihrt (falls V iiberhaupt eine
Funktion ist) ist ein Integrodifferentialoperator. Das gibt einen AnlaB, die Idee

des symbolischen Rechnens fiir etwas verwickelte Integrodifferentialgleichung
V4iV=a

zu losen. 4 ist eine gegebene Konstante, und wir suchen eine solche Losungs-
funktion, welche mit @ vertauschbar ist und der Bedingung V(x, x) = « geniigt.
Aus des Definition von V ergibt sich:

VelU.i.—a«d+ V=00

oder
OxU.,+20)% V=D 4 a0

und daraus folgt, dabB
V=(D+«d)x(0xU.,+70) ' = Dx(0xU., 4+ i0) '+« 0% (0% U_, 4+ A0) "=
=Dxd% (VU |+ 10) ' Fadx(Ox U ,-}-L0)" ist.
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Wegen der Linearitit der Ahnlichkeitstransformation ist
Ox(0xU.,+20)'=Plox(0xh_,+10) )= P(e ™)
(siehe [4], § 24. (24. 1)), wir gewinnen also die Losung
V= P(¢)* P(e)+«P(e )= P(p*e ™+ ae™).
Wenn wir den Kern derjenigen Ahnlichkeitstransformation welche der Einheits-
funktion U zuordnet mit K bezeichnen, so haben wir
Vi, ) =(0—K)*(gxe™+ae™)*(0+R),

g=(0+R)* D (0—K).

7. Es ist auch von groBem Interesse im allgemeinen solche Funktionen zu
betrachen, welche zwei Operatorenkorper aufeinander abbilden. Mittels des
Begriffes der Konvergenz in &, kann man die Stetigkeit und Differenzierbar-
keit solcher Abbildungen definiren, und die Diskussion solcher Abbildungen
filhrt auf interessante Resultate. Auf diese Fragen werden wir in einer spite-
ren Arbeit zuriickkehren.

mit
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