Uber eine allgemeine Erweiterung von Gruppen. L
Von ]. SZEP (Szeged).

In der Gruppentheorie sind bisher zwei Erweiterungstheorien ausgear-
beitet worden, deren Bedeutung durch mehrere wichtige Gruppenklassen
belegt ist. Die eine ist die Schreiersche Theorie'), die andere die Theorie
der faktorisierbaren Gruppen. Letztere behandelt folgendes Problem: von zwei
gegebenen Gruppen A und B ausgehend, soll man sdmtliche Gruppen

G=AF
mit A~ A, B'~ B gewinnen.

Mit Hilfe dieser beiden Erweiterungsmethoden kann jedoch nicht jede
Gruppe gewonnen werden. Der Problemstellung der Schreierschen Methode
entsprechend ergeben sich durch diese nur Gruppen mit Normalteilern. Auch
kann man zeigen (IT0 [15]), daB es bereits unter den endlichen Gruppen
solche gibt, die keine Faktorisation zulassen, also nicht faktorisierbare Grup-
pen sind.

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir eine Methode der Gruppen-
erweiterung, die eine Verallgemeinerung der Schreierschen Methode und der
Theorie der faktorisierbaren Gruppen bildet. Durch diese neue Erweiterung
14Bt sich jede Gruppe darstellen.

Hier erwdhnen wir, daB man auch aus dem Rédeischen schiefen Pro-
dukt [27] sowohl die Schreiersche als auch die Zappasche Erweiterung (der
Fall G=A'B, A'\nB'=1) herleiten kann. Ungekldrt ist, ob das schiefe
Produkt auch Fille liefert, die nicht auf die vorigen zwei zuriickfiihrbar sind
[19], [31].

Es sei A eine beliebige Gruppe mit den Elementen ¢, a, b, ¢, ... und
I’ eine Menge von Symbolen ¢, @, 5,7,..., wobei das Symbol & mit dem
Einselement e von A als identisch angesehen wird (dementsprechend werden
wir staft #¢ immer e schreiben.)

1) Da die Schreiersche Theorie und das Schrifttum derselben allgemein bekannt
sind, werden am Ende dieser Arbeit nur fiir die Theorie der faktorisierbaren Gruppen
ausfiihrliche Literaturangaben mitgeteilt.
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Das Erweiterungsproblem. Es soll in der aus formalen Produkten be-
stehenden Elementenmenge S= AI'=(..., ae, ...) die Multiplikation derart
definiert werden (die Multiplikation der Elemente e, a, b, ¢, ... soll mit der-
jenigen in A identisch sein, also verstehen wir unter dem formalen Produkt
ae natiirlicherweise das Element a), daf S zu einer Gruppe G wird, fiir die
die Zerlegung in Nebenklassen

(1) G=A+Aa+AB+Ay+---

gilt, d. h. I" ein rechtsseitiges Representantensystem von A ist.
Zwecks Losung unseres Erweiterungsproblems fithren wir die folgenden

(eindeutigen) Funktionen ein

() @, (€T); “a,°f (€ A)
mit den folgenden ,Anfangsbedingungen*

(3) =g

(4) CPe=f=>a=0¢

(5) Fiir jedes « gibt es ein und nur ein & mit 8%=e.
Weitere formale Produkte «a, ¢f definieren wir dann folgendermaBen :

(6) ca="aa", «f="pc"-
Es seien noch folgende Relationen giiltig :
(M (ae) (68)= (a(eb))B=a((«b)?)
@® ee=—a
(9) aea=bf<=>a=pf a=}.

Satz 1. Eine den Bedingungen (3)—(9) geniige leistende Menge ist
dann und nur dann eine Gruppe, falls fiir die eingefiihrten Funktionen auch
noch folgende Bedingungen giiltig sind :

(10) “(ab)="a™b

(11) (a") =™

(12) (@) = ()"

(13) “8 ““a="Ca) ()g)
(14) (@) = ("

(15) 8 'y ="Cr) ")

BEWEIS. Zuerst beweisen wir die Behauptung ,dann“ des Satzes.
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Aus (10) folgt “e=-e, falls wir dort a=¢ setzen, und die Bedingung (3)
beriicksichtigen. Mit Verwendung von (3), (6) und (8) gewinnen wir
(16) we="r‘eq* ="c=ca=a.

Jetzt zeigen wir, daB S eine multiplikative Struktur mit Einselement ist.

Aus (7) ergibt sich a(bf)=(ab)# bzw. (ac)B=a(ep), falls wir dort
«—=e bzw. b=e setzen. S ist multiplikativ; auf Grund von (6) und (7)
(und dem Gesagten) gilt namlich

(ae) (b8) =(a(eb))8=(a(“ba"))f=((a"b)<")8 =
= (@) (¢’ B) =(a“b) (" B(c")’) =
=@ B,  (a“b“BeA; (Y er).

Das Produkt zweier beliebiger Elemente von S hat also wieder die Form ae,
so daB S tatsdchlich multiplikativ ist. Anderseits hat S das Element e als

Einselement, da auf Grund (7) und (16)
(a@)e=a(ae)=ac
e(ae)=(ea)a=ac
Jetzt zeigen wir, daB S assoziativ ist. Mit Hilfe von (6) und (7) erhal-
ten wir
(aabB)cy = (a"ba'B)cy =(a"b “'#(@)Y)cy =
(17) =@ "B (@ )y =(a"b "8 ()1 =
=a“b ' e Py (@)
" Andererseits haben wir, wieder auf Grund von (6) und (7),
aa(bBcy)=aa(b Pch’y) =aa(b ’c "y (8°))=
(18) O =a " M)t Iy =
—a’(b e ﬁ‘y) a(vfe F° v)((ﬁe)y) (a(b*’a P *r))(r;?_
Nach (9) miissen die folgende Gleichungen bestehen

(19) ub ¢bﬂ (ablﬂc ((Gblg)"y: ﬂ(b ﬁc 3°y) a(f"ﬂf-' ﬁﬂ?)((ﬁf)‘v)
und
(20) . ((( ab)ﬁ)t)? i (a(a B £ 1:*))‘."‘)’rr

woraus dann die Assoziativitit von S folgen wird.
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Zuerst beweisen wir (19). Indem wir der Reihe nach (10), (11), (15),
(10), (13), (11) und (12) verwenden, erhalten wir

Be vPer o (bPec (B) o
(b P 7y 0% FN@y) ="0%0) ) gy =

s tt(b ) al® C)(ﬂ" ) (a(bﬂc})(ﬂ '-y((ﬂv)y) (bp alb c)(‘g) (a(bpc})ﬁ‘

ap o “pc)t- a?’c na al)f “ﬂc.ﬂ"'
= "5 i (ﬁ)(b)ﬂ =5 "' (b):,=

B, ¢
— (ubjﬁ. (@B » (a?) )1"‘ _ape ﬁ (a":ﬂ ((a®)Py .

Jetzt beweisen wir (20). Indem wir der Reihe nach (11), (14) und (12)
anwenden, erhalten wir

@ " = (@YY = (@YY

Damit haben wir die Assoziativitit von S gezeigt.

Um einen Nachweis der Gruppeneigenschaft von S zu erbringen, miis-
sen wir noch zeigen, daf in S jedes Element ein und nur ein Inverses be-
sitzt. Hierbei geniigt es zu zeigen, daB es zu jedem Element von F ein
Inverses gibt. Fiir «(b8)=(b8)c=e gilt nimlich auch (ae)(bBa™') =
=a(ebp)a' =e=(b8)(a 'a)e=(bfa ")ac.

Dementsprechend zeigen wir jetzt, dal es zu jedem « ein und nur ein
Element 62 gibt, fiir welches

(bB)e =a(bB)=ce
gilt.

Zum Bestehen der Relationen (b8)e = (b”¢)8* =e ist nimlich das
Bestehen der Gleichungen

(21) bPa=e

(22) B*=e

notwendig und hinreichend. GemaB (5) wird & durch (22) eindeutig bestimmt.
Wegen Pe€ A wird b durch (21) eindeutig bestimmt. Somit ldsst sich das
Linksinverse von « eindeutig bestimmen. Wir zeigen, dall 63 zugleich auch
Rechtsinverses ist. Es sei ndmlich

«(bp) =gy
dann ist (gy)' =« (b8)«(bB) = a((b8)a)bpf = ae(bp) =gy, weiterhin
(Err=(enen=2g"grr=8"2"r(’) =2r.
Darum gilt wegen (9)
(23) gig¥y=g d.h vg¥y=e
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sowie
(24) (7Y ==y
Wegen (4) folgt aus (24) y?—=e, und daraus mit Riicksicht auf (23) gy =e.
Da ey ="‘ye ist, haben wir kraft (9) vy —e, ¥ =y, und unter Zuhilfenahme
dieses Ergebnisses Yg=e. Wir werden zeigen, daB g—=y=e ist. Wegen
y? =g =e ergibt sich nach (10) (durch Setzen von a=g, e==y, b=¢)
Y(gc)="c. Da ce=ec=="ce’ ist, gilt nach (9) ‘c=-c. Somit besteht ¢ ="(gc)
fiir jedes ¢. Es sei c=g'. Dann ist g-'="e(=e) und folglich g=e.
Daraus ergibt sich y*=e (wegen y?=e¢), und sodann aus (4) y —e, womit
wir unsere Behauptung bewiesen haben.
Wir haben jetzt noch die Behauptung ,nur dann“ des Satzes zu beweisen.
Es sei A eine Untergruppe der Gruppe G, fiir welche
G=A+Ac+Ap+ -

gilt. Sodann sei I' (=e, @, f,...) das betrachtete Representantensystem. Fiir
zwei beliebige Elemente n, a gilt

na=avn (mn'€r; a,acA)
Da die Elemente %’ und @’ durch % und a eindeutig bestimmt werden, kdn-
nen wir

na="ar
mit "a=a’, =1 setzen. Entsprechend schreibt man

ne="n®  ("e€A nel; ecl)
Fiir die somit eingefihrten Funktionen gelten offenbar (3), (4) und (5). In
G sind (7), (8) und (9) trivialerweise erfiillt. Wir miissen zeigen, daB die
Relationen (10)—(15) erfilllt sind. Zu diesem Zweck beriicksichtigen wir die
in G bestehenden Relationen

(25) (au)b=ea(ab)
(26) (@B)a = a(Ba)
(27) (@B)y =ea(BY).

Unter Anwendung von (25) ergibt sich
(a)b=("ae")b="a""b(c")’
a(ab)="(ab)a™

woraus man (10) und (11) entnimmt;
unter Anwendung von (26) hat man

(@B)a=("8e’)a= ("8 “a) ()"
a(Ba)=a(ap’) = Ca)’* = *Ca) (&) ()"

und, wie daraus ersichtlich, (12) und (13);
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endlich ergibt sich mit Hilfe von (27)
(eB)y = ("Byy =8 “y ()" ;
a(By)=a(y8)="Cr)d" 8" ="Cn @) Y,
und daraus entnimmt man (14) und (15).

Damit haben wir Satz 1 bewiesen und folglich auch unser Erweiterungs-
problem gelost.

Satz 2. In der Gruppe G=AIl'(=A+Aa+AB+---) ist I' dann
und nur dann ein beiderseitiges Representantensystem, falls zu jedem « ein
und nur ein § existiert derart, dafp «# —=e gilt.

Zum Beweis des Satzes schicken wir zwei Hilfssidtze voraus.

Hilfssatz 1. Existiert zu jedem « ein und nur ein 8 so, daff «f=e
gilt, so folgt aus Pa = e immer a=e.

BEwels. Es sei fa=e. Nach (5) existiert zu ¢ ein Element « mit
«f —e. Nach (12) gilt e = «%) (= «?). Aus der Voraussetzung des Hilfssatzes
folgt 8“=p. Mit Anwendung (13) gilt “8a="3, woraus a=-e¢ folgt.

Hilfssatz 2. Es sei G=AI'(=A+Aac+ Ag+ ---) eine Zerlegung
von G nach A. Die Komplexe A, ¢ A, BA,... sind dann und nur dann paar-
weise fremd, falls aus “a=e immer a=e folgt’)

BEwEels. Um die Behauptung ,dann“ des Hilfssatzes zu beweisen, hat
man nur zu zeigen, dab aus e¢a = f8b immer « =g, a= >0 folgt. Ist ndmlich
aea— b, dann ist @ = g(ba')=F(ba-')F*"" und folglich wegen (9) #(ba!) —e
und §* ' —ea. Der Voraussetzung gemiss folgt daraus ba!—e und daraus
wiederum «=j3.

Die Behauptung ,nur dann“ folgt einfach aus e¢a=‘“ae*=e«*(€I").

BEWEIS DES SATZES 2. Zuerst beweisen wir die Behauptung ,dann“ des
Satzes. Nach den Hilfssitzen 1, 2 sind die Komplexe A,«A, BA, ... paar-
weise fremd, falls die Bedingung des Satzes erfiillt ist. Betrachten wir den
Komplex 2 = A+ Aa'+ A8 "'+ ---. Wir werden zeigen, daB 2= G gilt,
woraus die Behauptung folgt. Wir beweisen, daB man jedes Element
ap (a€ A, 0€l') von G auch in der Form a'n' (a’€A, n€I’) schreiben
kann, das heiBt es gilt ao € £2. Dazu geniigtes zu zeigen, daB es zu jedem
o(€7) ein Element n(€ I") mit on € A gibt. Es sei 5 ein Element mit o7 =e.
In diesem Fall ist pn=r¢np"=1¢5n€ A, womit die Behauptung bewiesen ist.

Die Behauptung ,nur dann“ des Satzes sieht man folgendermaBen ein.
Es sei I" ein beiderseitiges Representantensystem von A. In diesem Fall kann

2) Ist G eine endliche Gruppe, so folgt schon aus dem Hilfssatz 2, dall I" neben
der Bedingung des Hilfssatzes zweiseitiges Representantensystem ist.
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man jedes Element ag von G in der Form a’'n! schreiben, woraus o€ A
folgt. Aus om="r°no"€ A folgt o"=e. Somit ist der Satz bewiesen.

BEMERKUNG. Beschrinken wir uns auf denjenigen Spezialfall unseres
Erweiterungsproblems, wo I' ein zweiseitiges Representantensystem ist, so
ermoglicht dies bereits die Darstellung aller solcher Gruppen, welche Unter-
gruppen von endlichem Index enthalten. Ist ndmlich A eine Untergruppe von
G, welche in G einen endlichen Index hat, dann gibt es in G bekanntlich
ein zweiseitiges Representantensystem von A (ZASSENHAUS, Lehrbuch der
Gruppentheorie, 1937, S. 11, Satz 3.). Insbesondere gehdren alle endlichen
Gruppen hierher.

Satz 3. Der Normalteiler A" von A ist dann und nur dann Normal-
teiler in G, falls fiir jedes a’€ A" und jedes e € I"
(28) =
gilt.

BEweIs. A’ ist dann und nur dann Normalteiler in G, falls fiir jedes
a € A" und jedes e € I' die Relation

a’e=eaa
mit @’ € A’ besteht. Dann ist aber
ed =Aa*=a"«

woraus man die Behauptung des Satzes entnimmt.

Ist insbesondere A Normalteiler in G, so sieht man auf Grund von (28),

daB von den definierenden Relationen (10)—(15) der Gruppe G (11) und
(12) trivialerweise erfiillt sind, wédhrend die iibrigen Relationen sich folgen-

dermafien gestalten:

r

(29) “a“"b="(ab)

(30) "6 a—"(a)°8
(31) @)y =d"

32) 8 “y=""y)"(8")

BEMERKUNG. 1. Die Relationen (29—(32) fiir sich sind mit den Schreier-
schen Relationen nicht &dquivalent. Man gelangt jedoch zu einer solchen
Aquivalenz, indem man beriicksichtigt, daf die Kenntnis der Faktorgruppe
G/A bei der Schreierschen Erweiterung in unserem Falle die Kenntnis der
Funktionen «f bedeutet. Die Relationen (29)—(32) definieren z. B. im Fall
der endlichen Gruppen samtliche Gruppen G (mit derselben Ordnung), die
die Untergruppe A als Normalteiler enthalten.’)

3) Zu diesem Problem s. noch den zweiten Teil dieser Arbeit.
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BEMERKUNG. 2. Man sieht leicht ein, daB G dann und nur dann eine
Abelsche Gruppe ist, falls A Abelsch ist und die Relationen “a=a, «"=«,
“8—="a, " = 8" bestehen. Dann sind (10)—(13) trivialweise erfiillt, und (14)
und (15). reduzieren sich auf

(33) (aﬂ)’.‘f = aﬁ-y
bzw. auf
(34) “8 Py =Py os").

Satz 4. Die durch die Elemente von I’ erzeugte Gruppe {I'} ist dann
und nur dann eine echte Untergruppe von G, falls G eine Untergruppe A’ A
besitzt derart, daf fiir beliebige @, 8 und fiir a’ € A’ immer

(35) B€A” und “a'cA
gilt.
BeEwels. Es sei {I'}nA = A'(s A), dann ist offenbar
{(rYy=Ar

so daB einerseits aus «8—"f«” “P€ A’ folgt, andererseits aber wegen
aya'y =a a7 y=a"a "'u' Y &Y @a€A; el a%a /€A ist, so
daB mit Riicksicht auf a,” 7/ ¢ A’ Ya’¢ A’ folgt.

Falls nun umgekehrt (35) besteht, so ist A’I" eine Gruppe, da wir mit
den hier uns zur Verfiigung stehenden Funktionen e, &’(€I'); “a’, “8(€ A)
genau diese Gruppe erhalten.

Die Gruppe G ist in diesem Falle offensichtlich faktorisierbar, und es gilt

G=A{rl'}.

Ist insbesondere {I'} =1, so ist “8=¢ und af=d", sodaB in diesem
Falle die definierenden Relationen (10)—(15) von G sich folgendermaBen
gestalten :

(36) “a b= "“(ab)
@37 () ="
(38) (@h)’ = *
(39) “a="(a) *)

(14) und (15) sind jetzt trivialerweise erfiillt, da I" eine Gruppe ist.
Es sei im folgenden /” ein zweiseitiges Representantensystem der Gruppe
G = AI'. Wir betrachten die Gleichung

(40) aa="aa"

1) Die Relationen (36)—(39) werden in den Arbeiten [27], [33], [45] untersucht.
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Falls hier « fiir festbleibendes a die Elemente von I".durchlduft, so gilt
dasselbe auch fiir «”. Betrachten wir die Gleichungen

(41) Cf;a = cl"'la "a
¢ ada= aa .
Der Beweis unserer Behauptung a6t sich in zwei Schritte zerlegen.
a) Wir zeigen, daB fiir ¢’ «” in (41) auch &= a”" gilt. Anderfalls
hat man ndmlich ;
da="aa"
' a="aa",
woraus sich (“a)'¢’ =("a)"'«”, und daraus folgend &’—e” ergibt, was
einen Widerspruch bedeutet.
b) Wir zeigen, dal unter den Elementen «* (wobei ¢ die Elemente von

I’ durchlduft) sdmtliche Elemente von I' vorkommen. Setzen wir ndmlich
voraus, daf # unter den Elementen «* nicht vorkommt. Dann besteht die

Relation
Ba~t =*a g,
und daraus ergibt sich 8¢ "a — (%(a-'))"'8, was einen Widerspruch bedeutet.

Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen.
Wir ordnen dem Element ¢ die (eindeutig bestimmte) Permutation

(74
:r,,=( aa) der Elemente von I" zu. Man sieht sogleich, daB

(42) TCap == TTp TTa
ist, es gilt nimlich eab="ac"b = "a“b(c")’ woraus (42) folgt. Die Menge
der den Elementen von A auf die oben angefiihrte Weise zugeordneten Per-
mutationen bezeichnen wir mit sz4. 7z4 ist offenbar eine Gruppe, und es gilt
der Homomorphismus
(43) A~n4.
Satz 5. Der Kern des Homomorphismus
ANTIA
ist ein Normalteiler in G.

BEwels. Es sei N der Kern des Homomorphismus. N ist einerseits
Normalteiler in A, andererseits gilt aber wegen ea=‘®ae (a€ N) auch
e«Na'S A (e€I'). Betrachten wir jetzt die Konjugierten von N in G. Es
seien dies N,, N, .... Die von N,, N,, ... erzeugte Gruppe N (£ A) ist ein
Normalteiler in G. Da fiir jedes Element & von N

ab=1ba (b€ N)
d. h. w,= s, gilt, folgt N=N.
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Man sieht leicht ein, daB N maximalen in A enthaltener Normalteiler
von G ist.

BEMERKUNG 1. Aus Satz 5. lassen sich mehrere, in frilheren Arbeiten
teilweise auf anderen Wege gewonnene Sitze milhelos herleiten. Z. B. [27],
[32], [33].

BEMERKUNG 2. Wir betrachten die Gleichung

xa=a'd« (x€G; a,acA; a’el)
Falls hier a bei festbleibendem x die Elemente von A durchlduft, so gilt
dasselbe auch fiir »* (um dies einzusehen kann man ebenso wie im obigen
Falle verfahren, indem man die offenbare Tatsache beriicksichtigt, daB, falls

I'(=e e B,...) ein zweiseitiges Representantensystem von A ist, dasselbe
auch fiur I''(=e & ',87,.. ) gilt). Dann 14Bt sich jedem Element x von G

a a
die Permutation m=(a,] eindeutig zuordnen. Offenbar gilt n,,=(a]. Diese

Permutationen bilden aber, mindestens fiir die iibliche Multiplikation von
Permutationen, im allgemeinen keine Gruppe.

Zu unseren Erweiterungen nehmen wir noch die zerfallende Schreier-
sche Erweiterung und die Direkte Erweiterung zu (diese kann man z. B. aus
(36)—(39) leicht herleiten), so konnen wir die entstandene wichtigere Erwei-
terungen folgendermaBen {iberblicken :

G=AT
(allg. Erweiterung)

G=Ar=rTA
(" ist zweiseitiges

Representantensystem) G=Arl
({rynAcA)

A ist Normalt. in G

A ist Normalt. in G G=Ar
G/A ist gegeben (ry=n
(Schreiersche E.) \ (Zappasche E.)

{ry=r, A ist Normalt. in G.
(zerfallende Schreiersche E.)

G=AxF ({r}=n)
(direkte Erweiterung).
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BEMERKUNG BEI DER KORREKTUR. Mittlerweile ist eine Arbeit von C. M.
TiBILETTI erschienen (Una scomposizione del prodotto sghembo di Rédei,
Collectanea Math. Milano N. 167, (1958). 1—15), wo das am Anfang unserer

Arbeit

erwdhnte, auf das Rédeische schiefe Produkt beziigliche Problem ent-

schieden ist. Das Rédeische schiefe Produkt 146t sich auch im allgemeinsten
Fall mit zwei Schreierschen Erweiterungen und mit zwei vertauschbaren Grup-
pen herstellen.

[1] R.
(2] R.
[3] N.
[4] G.
[5) P.
[6] L.
(7] L.
[8] B.

[9] B.
[10] B.

[11] B.
[12] T.
(13] T.

[14] N.
[15] N.

(16] N.
(17] N.

(18] N.
[19] R.

[20] E.
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