Uber Kurvenbogen, die gewisse Extrema liefern.

Herrn Professor Béla Gyires zum 50. Geburtstag gewidmet.
Von L. TAMASSY (Debrecen).

Einfiihrung.

Wir wollen in dieser Arbeit zwei geometrische Extremumprobieme ldsen.
Das erste zu untersuchende Problem ist das Folgende: unter den Kurven-
bogen die zwei Punkte von zwei sich scheidenden Geraden verbinden, ist
derjenige zu bestimmen, dessen maximale Krimmung am kleinsten ausfillt,
wenn von den Kurven gefordert wird, daB sie sich an die Geraden tangential
verkniipfen, und ihre Kriimmungen nicht negativ, stetig, und in den End-
punkten verschwindend sein miissen. Bei dem zweiten Problem tritt die zu-
satzliche Bedingung der Beschranktheit des Differenzenquotienten der Kriim-
mung hinzu.

Diese zweite Frage ist gleichhzeitig der mathematische Inhalt eines
technischen Problems. — Bedeuten die Geraden zwei Strecken einer Eisen-
bahnlinie, welche wir durch die erwdhnten Punkte durch einen Kurvenbogen
verbinden wollen, so sind die bei dem letzten Problem aufgezdhlten Bedin-
gungen eben diejenigen, die man solchen Bogen gevohnlicherweise aufer-
legt '). Von zwei, diese Bedingungen erfiillenden Bogen ist derjenige der vor-
teilhaftere, bei welchem der minimale Kriimmungsradius grofer ist?), weil bei
diesem eine Kleinere Zentrifugalkraft auftritt. So liefert die Losung des zweiten
Problems gleichzeitig den vom erwidhnten Gesichtspunkt aus besten Bogen.

Dieses mathematische Problem wurde unter einfacheren Bedingungen
schon von A. MOOR und A. TOROK untersucht [1]. Wir zeigen im 1.§, daB
das erste Problem, unter den oben beschriebenen Bedingungen keine Losung
hat. Im 2. § bestimmen wir unter Anwendung der Methode des 1.§ die
einzige Losung des zweiten Problems. Diese ist eine solche Kurve, fiir welche
die Graphik der Kriimmungs-Funkiion ein Trapez ist, wobei die Richtungs-
tangente der steigenden, bzw. der absteigenden Trapezseite die fiir den Dif-

1) Siehe [2], insbesondere Seite 317—318 und 334—335.
%) Siehe [3), insbesondere Seite 12.
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ferenzenquotienten der Kriimmung vorgeschriebene obere Grenze, bzw. deren
entgegengesetzte ist. Dieser Wert ist in der Praxis eine durch die technischen
Bedingungen bestimmte Konstante. Wir bemerken, daB solche Bogen bereits
bekannt sind und verwendet werden®). So stellt unser Ergebnis auch einen

nachtraglichen Beweis dafiir dar, daB dieser Bogen vom erwdhnten Gesichts-
punkt aus wirklich der beste ist.

§1.

Es sei der Winkel <t0(a, b) = « gegeben, mit den Punkten A und B
an seinen Schenkeln, so daB 0A = 0B gilt. Es sei A" das Bild von A bei
der Spiegelung auf die Winkelhalbierende f. Es sei ferner C der Schnittpunkt

0

Fig. 1.

der von A auf a gelegten senkrechten Geraden mit f. Es bezeichne endlich
A das Origo eines cartesischen Koordinatensystems, dessen y Achse AA’ ist.
Betrachten wir diejenige Kurvenbogen, die aus dem Dreieck 0AB nicht aus-
treten, im Punkt A die Gerade a, im Punkt B die Gerade b beriihren, und
deren Kriimmungen stetig, nicht negativ, und in Punkte A und B zero sind.
Diese Kurven sollen zuldssige genannt werden.

Problem 1: Gesucht wird derjenige zuldssige Kurvenbogen bei dem
das Maximum der Kriimmung am kleinsten ausfalit.

9) Siehe [2] Seite 347. letzter Absatz. (Klotoid ist die Name der mit linearer Kriim-
mung versehener Kurve.)
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Satz 1. Die maximale Kriimmung der zuldssigen Kurvenbigen ist grofer

als % aber bei beliebigem positiven & gibt es einen zuldssigen Kurven-

bogen dessen maximale Kriimmung nicht grofer als -ATI@_ +¢& ist.

Im Falle B= A" und ohne der Bedingung des Verschwindens der Kriim-
mung im Punkte A und B, sowie deren Stetigkeit wurde diese Frage schon
von A. MOOR und A. TOROK gelost [1]. Nach ihrem Ergebnis ist die Losung
der mit /, bezeichneter Bogen des Kreises mit dem Mittelpunkt C, Radius

o= AC und Krﬂmmung%-—-—xo. Unser Ergebnis kann auch so formuliert

werden, daB der Wert %, als Minimum der maximalen Kriimmung, in dem
hier zugelassenen in gewisser Hinsicht engeren Kurvenklasse, von oben
beliebig angendhert, aber nie erreicht werden kann.

Zuerst zeigen wir, daB jede bei dem ersten Problem zugelassene Kurve
I groBere maximale Kriimmung hat als »,. — Die zuldssigen Kurven [ liegen
in der Ndhe des Punktes A zwischen a und [, (oder fallen mit @ zusammen),
weil ihre Kriimmung in A gleich Null ist, gegeniiber der Kriimmung >0
von [,. So wird /, von den zuldssigen Kurven entweder geschnitten (wie die
Kurve /, der Abbildung), oder beriihrt (wie die Kurve /; der Abbildung). So
erhalten wir in beiden Fillen einen ,einfachen Mond“*), der im ersten Fall

aus den Bogen AM von [, und /,, und im zweiten Fall aus den Bogen ﬁ
von [/, und /, besteht. Aber bei solchen einfachen Monden ist die maximale
Kriimmung des duBeren Bogens groBer als die minimale Kriimmung des in-
neren Bogens®). So hat /, und /, — und folglich auch jeder / — groBere
maximale Kriimmung als zx,.

Wir zeigen, daB es zu beliebig gegebenem positiven ¢ eine solche zu-
lassige Kurve gibt, fiir welche das Maximum der Kriimmung nicht groBer
als »,+ & ausfillt. i

Wir betrachten die vom Punkte A den Strahl AO beriihrend ausgehende
Kurvenschar 4,, wo die auf die Bogenlinge s bezogene Kriimmung der

Kurven
( #,+&

——S wenn s§<ao
(1 % (S)={ ¢ (6>0)
2+ & wenn sS=o

ist. Der Kreis 4, mit der Kriimmung »,-}-¢ ist die — gleichsam zu o0 =0

4) Der einfache Mond besteht aus zwei mit stetigen Tangenten versehenen konvexen
Bigen, die nur ihre Endpunkte gemeinsam haben, und auf derselben Seite der die End-
punkte verbindenden Geraden liegen, und deren Totalkriimmungen Kleiner als 7t sind.

5) Siehe im [1] das Lemma 1.
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gehorende — Grenzkurve der Schar. Wir konnen ohne Beschrdnkung der
Allgemeinheit annehmen, daB A4, den f schneidet. Schneidet nimlich 4, den
f nicht, so kdnnen wir einen solchen kleineren & wdahlen, fiir welchen 4, den
f schon schneidet, und wir konnen die weiteren Uberlegungen mit diesem
letzteren & durcfiihren.

Bezeichnen wir mit K,, bzw. mit K, diejenige Punkte der Kurve A4,,
bzw. A,, fiir welche die Tangenten mit der y Achse parallel sind. Diese
Punkte sind dadurch charakterisierbar, daB fiir die zu ihnen gehdrenden
Bogenlingen Sy, bzw. Sy
(2) L, (SK) =TSt =5 — 5
gilt, wo

&, ()= | 2(s)ds, Po(s)= [(x0+ #)dis
0 0
ist. Wir bezeichnen weiter mit R,, bzw. mit R die Schnittpunkte der Kurven
mit f°). Bei den aus dem Punkt A die Achse x beriihrend ausgehenden
Kurven ist, wohlbekannterweise

§ 8

y(s)= _[ sin jx(s)dsds.

0 0
So sind die Punkte R,, bzw. R, dadurch charakterisierbar, daB fiir sie

)4 S

3) f sin [%-P Wa(S)] d8=f sin [-g—_}_qjo(s)] i AzAr

ist. Es ist offensichtlich, daB an dem Kreis A,, dessen Radius kleiner als
o ist, der Bogenldnge gemdB K, dem Punkt R, vorausgeht. Das heiBt, es gilt

(4) Sk—Sk=d>0.

Aus (2) und aus (1) ist es klar, daB Sy < S¥ ist, S mit o stetig wichst,
und daf Sg—Si kleiner gemacht werden kann als eine beliebig gegeoene
positive Zahl, falls nur o geniigend klein ist.
Aber Sy ist auch eine stetige Funktion von o, weil die Gleichung
Sk s -
(5) @D(Sk, 0)=| sin lg —i—.[x‘,(u)duJ ds— -4-25-4—-——0
0

0

) Wenn es mehrere solche gibt, so die erste nach der Bogenlinge.
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bei jedem o eine Losung fiir Sk hat, in diesen Punkten hat @ stetige par-
tielle Differentialquotienten nach Sk, und diese Differentialquotienten versch-
winden nicht. So existiert die implizite Funktion Siz==¢(0), welche gleich-
falls stetig ist.
(5) hat wirklich eine Losung fiir Sk. Betrachten wir diejenige Sp, auf
welche &,(S§) = &,(Sz) ist. Dann ist
S; Sk

r

(6) f sin [% % qr.,(s)] ds >J" sin [52‘- v ?Po(s)] ds — A;‘ :

Namlich gehort zu jedem Wert s ein einziger = so, daB @o(r) = ¥, (s) ist,
und zwar gilt wegen flfo(r)=(xo+s)r

=J :"f)s ds _Jl(s)ds

wo wegen (1) 4(0)=0 und Ogl(s) =1 1st. So ist fiir beliebige 0 = 7,<7,
8
'c.,,-—-'r,=fﬂ.(s)ds = 5,—S5;.

Demnach entsteht &, aus %, auf solche Weise, daB jedes Teilintervall seines
Definitionsbereiches etwas gestreckt wird (wobei auch die identische Streckung
vom Streckungskoeffizienten 1 nicht ausgeschlossen wird). Offensichtlich ent-
stehen die zwei Integranden von (6) auseinander auf dhnliche Weise. Da es
nun einen s, gibt, fiir welchen A(s;) <1 ist, kann man die Ungleichheit fiir
die Integrale (6) einsehen. Da an der linken Seite von (6) stehende Integral
wegen der Posivitit der Integranden eine monoton wachsende und stetige
Funktion der oberen Grenze ist, so existiert Sz, der (5) erledigt bei gege-
benem 0. — Die Stetigkeit und die Positivitit des partiellen Differentialquo-
tienten ist ersichtlich.
d - d

Ist o geniigend klein, dann gilt S;—sz<5 und | S5 — Sx| <. und

so ist wegen (4) fiir dieses o Sg< Sk. Endlich gibt es Werte o fiir welche
Sk < Sk ist. Fiir den Grenzfall 6= oo bekommen wir die Strahl A0, also
Sk = AO. So ist der Wert von S7, wenn o geniigend groB ist, einerseits in

der Nihe von A0, anderseits erreicht &, den Wert g—% nur fiir solche

s, welche groBer sind als 2A0. Also ist fiir solche o0 Sg < Sk. Da aber Sk
und Sk, wie wir das gezeigt haben, sich mit o stetig dndern, so gibt es
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einen Wert g,, fiir welchen S§°=S§* ist. Wenn wir den Bogen AR, des
zu diesem g, gehorenden A, auf f spiegeln, und mit der Strecke A’B er-
ganzen, erhalten wir eine zuldssige Kurve, wo max %(s)=x,+4 ¢ ist, wobei
der in dem Satz gegebener, oder ein kleinerer Wert ist.

§ 2.

Seien jetzt die zuldssigen Kurven solche, die auch noch der Bedingung
geniigen, daB ihr Differenzenquotient beschriankt ist, das heiBt
55

=m
AS

(1)
gilt.

Problem 2: Gesucht sei jene, den mit (1) verschidrften Bedingungen
geniigende zuldssige Kurve, deren maximale Kriimmung am kleinsten ausfallt.
Wir betrachten die durch

ms wenn S=

k. §
e m
) #1(s) = b

7 wenn S§>
m

bestimmte Kurvenschar’), wo % der Parameter der Schar ist. Hierauf ist der
Gang unseres Beweises der folgende. Wir werden zeigen, daB die Schar,
wenn m nicht zu Kklein ist, ein einziges solches Element besitzt, welches
die Gerade f in einem Punkt R senkrecht schneidet. Indem wir den Bogen

ﬁ-f? eines solchen Elements der Schar auf f spiegeln, und mit der Strecke
A’B ergénzen, erhalten wir eine simtliche Bedingungen befriedigende Kurve.
Wir zeigen, daB dies bei gegebenem m die einzige Losung des Problems 2.
ist. Endlich bestimmen wir denjenigen kleinsten Wert von m, fiir welchen
die Schar (2) noch ein f senkrecht schneidendes Element besitzt, und wir
zeigen, daB fiir kleinere m auch das Problem 2 keine Losungskurve hat. —
Zuerst beweisen wir einen Hilfssatz.

Hilfssatz. Es seien C;, und C, zwei aus dem Origo ausgehende
Kurven, die dort zu der x-Achse mit dem Winkel @ neigende Tangenten
haben. Die Kriimmungen dieser Kurven sollen nicht negativ und stetig sein,
und sollen hochstens im endlich vielen Punkten verschwinden. AuBerdem soll
ihre Totalkriimmung kleiner als -#— @ sein. Es entspreche einem beliebigen

?) Wir werden im folgenden von jeder solchen Kurve die durch ihre Kriimmung
bestimmt ist voraussetzen, daB sie vom Punkt A ausgeht und die Gerade a beriihrt.
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Punkt P,(x,,»,) von C, derjenige Punkt Py(xs, y,) von C,, in welchem die
Totalkriimmungen gleich sind, das heiBt, wo die Tangenten pa.allel sind.
Nehmen wir an, daf die Kriimmungen x,(s;) in den Punkten P, mindestens
an einer Teilstrecke von C, kleiner, aber jedenfalls an der ganzen Kurve
nirgends groBer sind als die in den entsprechenden Punkten P, von C, ge-
nommenen Kriimmungen x,(s;). Wir behaupten, daB in den einander entspre-
chenden Endpunkten P und P; zweier solcher Kurvenbogen y, kleiner als
ya ist. Das heiBf, wenn S; die Bogenlinge von C; vom Origo A bis Pf, S:
die Bogenldnge von Cq von A bis Ps ist, so gilt

d) » =fsin [B+ Fi(s)lds < Tsin [8+ Fa(s)lds = yu,
WO ; ’0

4) Fi(s)EI x'd(u)u (i=1,2)
ist. .

Beweis. Wir zeigen, daB wenn 0 = st <s; = S, ist, und s und si die
Bedingungen Fa(ss) = Fi(s1)=Fo bzw. F,(s3)= Fi(sl) == Fo erfiillen, dann
auch s;—s; = s;—s; gilt. Bezeichnen wir die Inverse von F;==Fi(s) mit
$;=8,(F). Nach unserer Bedingung ist

(5) X, (31) = 12(32)-
Folglich gilt
’ 1 1 ! 1 ’
{6) si(Fo) = = = s3(Fo).

Fi(s1)  x(s) — x(s2)  Fi(se)

Und zwar steht in (6) das Zeichen < bzw. = je nachdem, in (5) das Zei-
chen > oder = steht. Denn s{(F) = s;(F) gilt nicht nur auf Fo, sondern
auch auf Fg, und auch auf jeder zwischen Fg und Fp fallenden F, so daB

F, F,
[ si@F)aF = [ si(F)dF
Fy o

und folglich
) e

gilt. Das bedeutet, daf wenn wir aus dem Intervall (g, 8+ Fi(S)) = 8+ Fi(S:))
zwei beliebige Werte herausgreifen, so erreicht die Funktion F, ihren Zu-
wachs vom kleineren bis zum groBeren Wert immer auf einem nicht grofe-
ren Intervall s, als das bei der Funktion F, geschieht. Wenn fiir ein solches
Intervall in (5) iiberall die Ungleichheit steht, so steht auch in (7) die Un-
gleichheit.
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Teilen wir jetzt das Intervall <0,S;> durch die Werte 0=s),sl,...
...,St=2_8, auf n beliebige Teile. Auf Grund der Ubereinstimmung der
Totalkriimmungen entsprich dieser Teilung eine Einteilung 0—s3, s3,...
..., 85 =S8, des Intervalles <0, S:>, so daB

(8) Fi(s1) = Fa(s2) U=0,1,2,....0

ist. So gelangen wir zu einer Ndherungssumme der in (3) vorkommenden
Integrale. Die Funktionswerte seien immer in den rechten (oder linken) End-
punkten der geeigneten Intervalle genommen. Es folgt aus unseren Bedin-
gungen, daB es immer eine solche Teilstrecke gibt, wo »,(s) den Wert x,(s)
tiberall um eine positive Konstante {ibertrifft. Es seien die Endpunkte dieser
Teilstrecke Teilungspunkte. So gelangen wir gemiB (8), (7) und dem letzten
Satz des vorigen Absatzes zu einer (3) dhnlichen Ungleichheit, wo die rechte
Seite die linke Seite immer mindestens um eine geeignete positive Konstante
iibertrifft. Daraus folgt aber (3) durch Grenziibergang.

Wir bemerken, dall die Behauptung des Hilfssatzes auch dann richtig
ist, wenn die Kurve C, auch Strecken mit Kriimmung Null besitzt. Wir las-
sen dann ndmlich aus der Zuordnung der Punkte nach gleichen Totalkriim-
mungen diejenigen Strecken von C, weg, die verschwindende Kriimmung
besitzen, also die auf C; keine Entsprechende haben. Falls wir jetzt die In-
tegration vollziehen, so ist iiber den nicht verschwindende Kriimmung besitz-
enden Strecken die Ungleichheit (3) giiltig, wahrend die tiber verschwindende
Kriimmung besitzenden Strecken genommenen positiven Integrale nur die
rechte Seite von (3) vermehren.

Wir kehren zu dem am Anfang des Paragraphen skizzierten Weg der
Losung des Problems 2 zuriick.

In jenen Punkten K der Kurven der Schar (2), wo die Tangente mit
der y Achse parallel ist, gilt (unter Benutzung derselben Bezeichnungen wie
vorher)

woraus

folgt. Eine Kurve der Schar schneidet f dann senkrecht, wenn Sy = SZ ist,
das heit, wenn % die Gleichung

e,y

2‘? " - 5 - —_—
p - n _AA

) l sin [~2_ +n l"z‘— 7::?” EA L
0

D7
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befriedigt. Wenn m so grof ist, daf an der Kurve mit der Kriimmung
#(s)=ms die y Koordinate des Punktes K nicht groBer als‘iziausféillt (das
heift m nicht zu Kklein ist), so besitzt (9) eine Losung fiir %. Namlich kann
man ebenso, wie die dhnliche Tatsache des vorigen Paragraphen einsehen,
daB bei diesem m fiir einen geniigend grossen n Sy < Sy, wihrend fiir einen
geniigend kleinen n Si < Sg ist, und daB Sj so wie S7 sich mit 7 stetig
dndern. Dann aber gibt es ein »n,, fiir welche Sg'= Sy’ ist, was aber eine
Losung von (9) ist. — Spiegeln wir jetzt den Bogen AR dieser Kurve auf
f, und ergdnzen wir dies mit der Strecke A’B. Wir bezeichnen diese Kurve
mit L,, und ihre Kriimmung mit x%(s). An dieser Kurve konnen wir drei
Strecken unterscheiden : a) wdhrend die Kriimmung wichst, b) wéhrend sie
konstant ist, ¢) wihrend sie abnimmt.

Wir zeigen, daf L, die einzige Losung des Problems 2 ist. Es sei
namlich L eine beliebige zuldssige Kurve, fiir welche das Maximum der
Kriimmung x(s) nicht groBer als max x,(s) ==, ist. »(s) kann wegen (1) und
wegen x(s) = n, auf den Strecken a) und b) nicht grofer sein als x,(s).
Aber sie kann auch nicht kleiner sein. Gibt es namlich an diesen Strecken
einen Punkt mit Parameter s, (und so wegen der Stetigkeit der Kriimmungen
auch eine ganze Strecke) wo x(s,) < #,(s,) ist, so gelangt L auBerhalb L,
(auBerhalb des von L, und AB begrenzten Gebietes). Dann sollte aber L die
L, beriihren, oder schneiden, was aber — wie wir zeigen werden — zu
einem Widerspruch mit unseren Bedingungen fiihrt. So muB aber an den
Strecken a) und b) »(s)=x,(s) sein. In diesem Fall jedoch miissen die zwei
Kriimmungen auch an der Strecke c) zusammenfallen. Ndmlich kann dann
#(s) wegen (1) an der Strekke c) nicht kleiner als x,(s) sein; aber er
kann auch nicht groBer als x,(s) sein, weil x(s) miisste von einem sol-
chen Punkt an wegen (1) durchweg groBer als x,(s) sein, was aber nach
dem Zusammenfallen der Kriimmungen an den Strecken a), b) einen Wider-
spruch damit bedeutet, da die Totalkrimmung auch von L sr—e ist.
Also ist — wenn m nicht zu klein ist — L, wirklich die einzige Losung des
Problems 2.

Jetzt werden wir unter Anwendung unseres Hilfssatzes nachtrédglich
zeigen, dall wenn L den L, aus den oben erwihnten Griinden (das heifit wenn
es solche Werte s, gibt, fiir welche x(s;) <.(s,) ist) schneidet, oder von aufien
beriihrt, dies einen Widerspruch mit unserer Bedingung max x»(s) = 7, bedeu-
tet. Ordnen wir jene Punkte des L und des Bogens AA’ der Kurve L,
einander zu, in welchen die Totalkriimmungen gleich sind. In den so zuge-
ordneten Punkten ist die Kriimmung von L, nie kleiner als die von L. Fiir



Uber Kurvenbogen. a0

die Strecke a) gilt dies wegen (1)*), fiir die Strecke b) wegen der Bedingung
max x(s) = 1,, wahrend sich dies fiir die Strecke c) ebenso einsehen 14Bt,
wie fiir a), wenn wir die dort angewandte Erwidgung jetzt in solcher Weise
durchfiihren, daf wir aus dem der A" entsprechenden, die Kriimmung Null
besitzenden Punkte von L in der Richtung der abnehmenden s ausgehen. So
erfiillen sich fiir einen aufier L, endigenden, oder fiir einen den L, von aus-
sen beriihrenden Bogen von L, und fiir einen entsprechenden Bogen von L,
die Bedingungen des Hilfssatzes. So sollte nach dem Hilfssatz von den y
Koordinaten der parallele Tangenten besitzenden Endpunkte socher Bogen
die erste grofer als die zweite sein. Wenn aber L aufierhalb L, gelangt, so
kann man zu ihnen eine solche gemeinsame Tangente ziehen (siehe die Ab-
bildung), daB in Gegensatz zum Hilfssatz y, = y, ausfillt. So kann x(s) an
den Strecken a) und b) tatsdchlich nirgends kleiner als x,(s) sein.

Jetzt untersuchen wir die Frage nach denjenigen Werten von m, fiir
welche das Problem 2 eine Losungskurve besitzt.

Satz 2. Das Problem 2 besitzt dann, und nur dann eine Lésungskurve,
wenn die Totalkriimmung im Schnittpunkt der Kurve von der Kriimmung
% ——g— ist.

Gilt dies, so besitzen wir eine Losungskurve. Namlich folgt dann auf
der Kurve von Kriimmung x(s)=ms (nach wachsender Bogenldnge gerichtet)
der Punkt K, in welchem die Tangente mit der y Achse parallel ist, nicht
spater, als der Schnittpunkt R der Kurve und von f. Das heifit, die Schar (2)
besitzt fiir geniigend groBe 7 ein solches Element, fiir welches Si = Sk ist.
Dann existiert aber, dhnlich zu den Vorangehenden eine L,, welche die ein-
zige Losung des Problems 2 ist.

Ist die Totalkriimmung im Schnitlpunkt R kleinc: als

%(s)=ms mit der Winkelhalbierenden f nicht kleiner als

T—a
2
wir keine zuldssige Kurve. Dann ist die y Koordinate von K groBer als

, $0 haben

-AZ—A. Wir spiegeln den Bogen AK auf die Gerade die K passiert, und mit f
parallel ist. Der Endpunkt der so entstandenen Kurve C, fillt aufer b. Neh-

men wir an, daB C, bei diesem m eine simtliche Bedingungen erfiillende

¥) Wire namlich =(s,) = #9(s;), so miiBte wegen (1) s;=s; sein. Dann wire aber

”f:z).s,) x(s) = m(s—s;) + #(sy), ferner in (O,Sg— n:f)} x(s)=0,

im Intervall (32-—

was in Widerspruch zu
#y ms? Sg
jxo(s) = J' #(s)ds

0 0

steht.
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(zuldssige) Kurve ist, deren Kriimmung mit x(s) bezeichnet wird. x(s) kann
an der Strecke von steigender Kriimmung der C, mit ms nicht identisch sein,
dazu ndmlich, daB die Totalkriimmung nicht groler als «x—e sei, als auf
C, neben der Behaltung von (1) die Kriimmung Null wieder erreicht wird,
miiBte in diesem Falle C, mit C, zusammenfallen. So wiirde aber der End-
punkt von C, ausser b fallen, was einen Widerspruch damit bedeutet, daf
C, alle Bedingungen erfilllt. — Da die Kriimmung von C, im Intervall s, wo
die C, steigende Kriimmung besitzt, wegen (1) nicht groBer als ms sein
kann, und da sie gemdB den Vorangehenden auch nicht ihr gleich sein kann,
so muB es einen s, geben, so daB x(s,) < ms, ist. Dann gelangt aber C, auBer
C,, und so wird sie C, schneiden. Dann kann man aber zu C, und zu G,
eine gemeinsame Tangente ziehen, so dab die Koordinate y, des Beriihrungs-
punktes E, auf C, kleiner als die Koordinate y, des Beriihrungspunktes E,
auf C, ist, was im Widerspruch mit dem Hilfssatz steht. Das Erfiilltsein der
Bedingungen des Hilfssatzes im Falle C, und C, kann man ebenso einsehen,
wie das im Falle von L und L, geschah.

So kann die Kurve L, nur dann nicht konstruiert werden, wenn bei
Problem 2 iiberhaupt keine zuldssige Kurve gibt. Damit ist der folgende
Satz vollig bewiesen.

Satz 3. Existieren zuldssige Kurven, so besitzt das Problem 2 eine Li-
sungskurve. Diese wird durch diejenige eindeutig bestimmte Kurve L, gegeben,
welche aus folgenden Biogen zusammengesetzt wird: a) der Bogen zwischen
dem Punkt A und dem Schnittpunkt mit der Winkelhalbierenden f derjenigen
Kurve der Schar (2), deren Parameter n, bei gegebenem m eine Losung von
(9) ist, b) deren Spiegelung auf f, c) die Strecke A’B.
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