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Ein Satz iiber Halbgruppen.
Von ISTVAN PEAK (Szeged).

Ublicherweise verstehen wir unter einer Halbgruppe eine (nichtleere)
Menge, in der eine assoziative Multiplikation definiert ist. Reguldr heifit eine
Halbgruppe, in der die Kiirzungsregeln gelten. Ein Ideal einer Halbgruppe H
bedeutet eine nichtleere Untermenge a von H mit Ha,aH<a. Echt heifit
ein Ideal von H, wenn es aus mindestens zwei Elementen besteht und von
H verschieden ist. Die samtlichen unechten Ideale von H sind H selbst, auBer-
dem nur noch das (etwaige) Nullelement von H. Im reguldren Fall ist H das
einzige unechte Ideal von H. Wir beweisen den folgenden

Satz. Jede regulire Halbgruppe mit Zentrum und ohne echte Ideale ist
eine Gruppe.

BEWEIS. Es sei H eine reguldre Halbgruppe mit dem (nichtleeren) Zentrum
Z und ohne echte Ideale. Wir haben zu beweisen, daB H eine Gruppe ist.

(1) Das Zentrum von H ist eine Gruppe. Hierzu geniigt es zu beweisen,
daB fir ¢, #€ Z die Gleichung Se¢=¢£ in Z losbar ist. Wir betrachten das
durch « erzeugte Hauptideal He. Da H reguldr ist und kein echtes Ideal
hat, ist He = H. Also gibt es ein Element n (€ H) mit ne=4§.

Anderseits gilt fiir jedes o (€ H)

nee=nap=pRo=90pf=0ne,
woraus sich durch Kiirzung mit «
ne=en,

d. h. n€ Z ergibt.

(2) H enthalt ein Einselement. Nach (1) hat namlich Z sein Einselement &.
Wir zeigen daB & auch in H ein Einselement ist. Aus & —¢ folgt, fiir ein
beliebiges Element ¢ von H, #o—=e¢o0, also so=09. Da ¢€ Z, folgt oe=0o.
Somit ist & tatsichlich das Einselement von H.

(3) Jedes Element o(€H) hat in H sein Inverses, d. h. ein Element o
von H mit 00’ =0"'0=2¢. Wegen HoH—= H gibt es Elemente u, (€ H) mit
pov =g Wir zeigen o' =wvu. Da puov das Einselement von H ist, so folgt
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uovu—pu, also ovu= & Ahnlich erhaiten wir vuov = », also »uo = ¢. Hier-
nach ist ¢’= vu das Inverse von o. Somit ist der Satz bewiesen.')

Als unmittelbare Folgerungen haben wir:

1. Eine kommutative reguldre Halbgruppe ohne echte Ideale ist eine
abelsche Gruppe. (Dies ist ein Analogon fiir Halbgruppen des bekannten
Satzes, gemaB welchem ein kommutativer, nullteilerfreier, einfacher Ring ein
Korper ist.)

2. Eine reguldre Halbgruppe mit Einselement und ohne echte Ideale ist
eine Gruppe.

3. Wenn die Halbgruppe sdmtlicher Elemente (s 0) eines nullteilerfreien
Ringes R ein nichtleeres Zentrum und keine echte Ideale hat, dann ist R ein
Schiefkorper.

Die folgenden zwei Probleme konnten wir nicht losen:

1° Ist eine beliebige reguldre Halbgruppe ohne echte Ideale notwendig
eine Gruppe?

2° Ist ein beliebiger nullteilerfreier einfacher Ring notwendig ein Schief-
kdrper ?2*)

(Eingegangen am 4. Dezember 1958.)

1) Herr A. Apim bemerkte, daB im Beweis des Satzes statt der Bedingung, daB H
ohne echte Ideale ist, nur der Umstand benutzt wurde, daB jedes Ideal von H das Zentrum
von H enthdlt. Daraus folgt, daB fiir eine regulire Halbgruppe H mit Zentrum die folgen-
den zwei Behauptungen dquivalent sind:

(1) H ist ohne echte Ideale,

(2) jedes Ideal von H enthilt das Zentrum von H.

2) Dieses Problem riihrt von J. Szexorer her.



