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Sur P’équation fonctionnelle f[x+y-f(x)]=f(x)-f(y).

Dédié & Monsieur Béla Gyires & propos de son cinquantiéme anniversaire.
Par S. GOLAB (Cracovie) et A. SCHINZEL (Varsovie).

Introduction. On peut déterminer de fagons diverses les sousgroupes
des groupes centroaffines. En effet il faut ici résoudre certains systémes
d’équations fonctionnelles itérées.

L’ensemble des solutions du systéme des équations fonctionnelles dépend,
comme on le sait, des hypothéses concernant la régularité des solutions
cherchées. Il peut s'élargir avec I'affaiblissement des hypothéses de la
régularité.

Le premier des auteurs a réduit un des problémes, dont on parle au
commencement a I’équation fonctionnelle

0 fIx+y-f@l=f(x)-f ()
qui, étant admise la dérivabilité de la solution cherchée f(x), a comme
solutions les suivantes

(2 f(x)=0 ou
3) f(xX)=1+4+mx (m = constant quelconque).

A cette occasion s’est imposé la question de la classe des solutions de
I’équation (1) dans le domaine des fonctions réelles de la variable réelle
ayant des propriétés de régularité plus faibles. Le travail présent — quoiqu'’il
ne fournit pas la solution compléte de cette équation donne quelques théoré-
mes dans cette direction. La question de la détermination de toutes les solu-
tions (sans aucune hypothése de régularité) nous semble difficile. L'équation
(1) posséde des solutions non mesurables. Nous donnons ici des exemples
de pareilles solutions, diis a MM. W. SIERPINSKI et S. MARCUS.

Nous ne pouvons méme pas déterminer toutes les solutions mesurables.
Dans le domaine des fonctions continues il existent encore d’autres solutions
outre la solution (2) et (3). Parmi les solutions nous distinguons certaine
classe de celles-ci que nous nommons triviales. Ces sont les solutions, pour
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lesquelles les valeurs f(x) sont comprises dans I'ensemble 7, qui se compose
des trois nombres

(4) 0,1, —1.

Si I’ensemble des valeurs de la fonction f(x) donnant la solution est plus
ample que 7, alors il doit étre infini. Ca résulte de ce que le groupe multi-
plicatif contenant au moins un élément différent des nombres 4-1 et —1
doit contenir déja un nombre infini des éléments.

Dans nos considérations les soi-disant fonctions micropériodiques jouent
un role spécial ; ces sont des fonctions périodiques non ftriviales (non constan-
tes), possédant des périodes aussi petits qu'on veut (ne possédant pas de
soi-disant période principal). Les fonctions micropériodiques étaient I’objet des
recherches des travaux de C. BURSTIN ([2]) et A. Lomnicki ([4]). En parti-
culier, une fonction micropériodique et continue a un point est toujours
constante.

§ 1. Excluons d’abord la solution qui est identique & 0. Nous affir-
mons,. que dans ce cas il doit étre

(5) f0)=1.
"En effet soit
(6) f(xo) #0.

En substituant dans I'équation (1) y==0, x=x, nous recevrons

J(xo) = f(x5)-1(0),
de la, vu (6), résulte (5).
Supposons d’abord, que la solution f(x) est partout dérivable. Désignons
(7) m = f'(0)
et différentions (1) par rapport & x.
Nous recevons

F x4y f)+y-f (D)) =f (x)-f(»)-
En substituant x=0 et en tenant compte de (5) et de (7) nous recevons

I A +my)=mf(y),
d’oti, pour f(y)= 0, nous obtenons

LA .
f@) 1+my’
et ensuite F()=C(1+my),

oi C désigne une certaine constante, mais, vu (5), on a
C=1
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et alors
(8) f(x)=1+4mx,

si x:{:——%. Mais, vu I'hypothése de dérivabiliié, la formule (8) doit étre

valable aussi pour x= —% autrement dit la formule (8) est toujours juste.

D’autre part on voit facilement que pour chaque valeur constante m la fonc-
tion (8) remplit I'équation (1). De cette fagon nous avons déterminé toutes
les solutions dérivables.*) Pour trouver & son tour toutes les solutions con-
tinues, nous devons d’abord démontrer certains lemmes.

§ 2. Lemme 1. Si pour la solution f(x) on a
©) J(x)=f(x) 0 ol Xy > X

alors le nombre
W= x-_; == J(,

est un période de la fonction f(x).

DEMONSTRATION. Supposons (9) et prenons y ==~ ) ; NOUS recevrons
) |

1@
ft o) = f et x—) =f |5+ 25| =

=fPa+y Sl =fx+yf)]=F(x)f(y) =
=f(x)f)=fx+y-f(x)] =f(x)
pour chaque x, ce qui démontre le lemme.

Lemme 2. Si la solution f(x) de I'équation (1) est continue et pério-
dique, alors elle est constante et égale @ 0 ou a 1.

*) Dans un certain probléme de la théorie des objets géométriques M. ). AczéL a
obtenu I'équation

" Py i oy
(1% C""Clc(x)] Cex+y)

qui peut étre réduite par un simple changement de la variable a notre équation (1).
L’équation (1*) posséde parmi les solutions dérivables seulement les solutions

C(x)=1+4mx

(on pourrait aussi dans ce but faire une hypothése plus simple, p.e. que la solution
posséde au plus un point ou elle s’annule) (Cf. [1] pp. 45—47 et [3] pp. 316—317). L’équi-
valence de I'équation (1*) avec notre équation n’a pas cependant lieu parce que dans nos
considérations les solutions qui s’annulent dans un ensemble relativement vaste, jouent un
role essentiel pendant que les fonctions de telle sorte ne remplient pas en principe I'équa-
tion (I*). Ainsi du théoréme 1| du présent travail il suit que C(x)=1-+ mx est la plus
générale solution continue de (1*).
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DEMONSTRATION. Soit p la période de f(x). Si nous faisons abstraction
de la solution f(x)=0, il existent des nombres x, et Xx;, X; <Xy, Xo—X;=p
tels, que f(x,) =f(x;) 5=0. Nous pouvons admettre, que dans l'intérieur de
Vintervalle (x,, x;) il y a déja f(x)+ f(x,) puisque autrement f(x) serait
constante en vertu du lemme 1 et nous n’aurions rien a démontrer.

De 1a f(x)—f(x,) a le méme signe par exemple positif a I'intérieur
(x;, x), et la droite y=f(x,)+¢ pour &>0 suffisamment petit, coupe le
diagramme y= f(x) dans les points x,4 %, X;—n,, out 7%, 7.>0 et
M, a—0 quand ¢ —0 et

fea+n)=r(x—mn)+0.

Les nombres x,—x,— (i + %) =p— (1 +79) en vertu du lemme 1
seront des périodes de la fonction f(x), donc aussi 7, 17, et la fonction f,
comme micropériodique et continue, doit &tre constante f(x)=C. Mais en
vertu de (1) c=¢, c.q.f.d.

Lemme 3. Si la solution f(x) n’est pas périodique, alors elle doit étre
invertible dans I'ensemble

A=x {f(x)+0j.

C’est la conséquence immédiate du lemme 1.

Lemme 4. Si la solution f(x) est continue et n’est pas périodique, alors
elle doit avoir une des formes suivantes :

a) f(x) est négative et strictement croissante dans [l'intervalle (— o, X,),
f(x)=0 dans Ulintervalle [x,,x,), f(x) est positive et strictement croissante
dans Uintervalle (x,, + o), ol

—o0 S X =X, <0.

b) f(x) est positive et strictement décroissante dans lintervalle (— o, x,),
f(x)=0 dans lintervalle [x,, x], f(x) est négative et strictement décroissante
dans lintervalle (x,, + o) ol

O<xi=x= +oco.

Cela résulte de ce que, f(x) n'est pas constante, f(0)==1, f(x) est

continue et invertible dans I’ensemble A.

§ 3. Lemme 5. Si la fonction f(x) est continue sur toute la droife et

n'est pas constante, alors pour tout x € A, x=0, la valeur de I®)—1 o
constante. +*
DEMONSTRATION. Supposons que x€ A, y€A, xy+0 et f__(xl—l =

*'ﬁ!’)}—_—l- Donc x+y-f(x)#=y+x-f(»), et d’autre part on a
FIx+y-fOl=f(x)-f @) =fly +x-f(»)]+F0.
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Donc, en vertu du lemme 1, la fonction f est périodique, ce qui, vu les
hypothéses admises, n’est pas compatible avec le lemme 2.

Lemme 6. Les hypothéses du lemme 5 étant admises, le cas — > <x, <
< Xy < oo dans le lemme 4 ne peut pas avoir lieu.

DEMONSTRATION. Si — =0 < X, et x,< o alors en vertu de la continuité
de la fonction f aux points x, et x,, nous obtenons du lemme 5

fa)—1_ f(x)—1
X X
d’oli, vu que f(x,)=/f(x)) =0, x,=x,.
En outre, dans les intervalles (— =<, x;) et (x;, o) la fonction f doit

étre linéaire. Si x, = x,, nous obtenons les solutions obtenues déja dans le
§1. Il nous reste donc seulement le cas, oit x,=— > < x,<0 ou bien

0<x; < Xg= + oc,
Nous obtenons donc le

Théoréme 1. Les seules solutions continues de I'équation (1) sauf les
solutions (2) et (3) sont les solutions :

0 pour x=x, (x; < 0)
3) )= 1—i pour X=X,
) = X;
(10) 5 .
b) f(x)=zl_x_| pour Xx =X, (x;>0)
0 pour x=Xx,

oit x, est un nombre positif quelconque, x, — un nombre négatif quelconque.

§ 4. Occupons nous maintenant des solutions triviales. Nous appelons
ainsi les solutions pour lesquelles les valeurs de f(x) sont comprises dans
T (voir Introduction).

Ici appartiennent surtout les deux solutions constantes et des autres, qui
sont déja discontinues.

Nous démontrerons d’abord le

Lemme 7. Si l'ensemble F des valeurs de f(x), qui est la solution de
l'équation (1) n’est pas compris dans T, alors I'ensemble F est infini.
DEMONSTRATION. Soit f(x,) #0, 1, —1.
En posant
f(xo)=a

Xy = Xo f (Xo) + Xo
Xui1 ==X F (Xn) + Xa
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on prouve aisement par induction que

J(x») =a", (=1, 2 i)

En effet, en substituant dans (1) x=ux,,y=2x,, nous avons f(x,.)=
= f[%u+ Xo-f (X2)] = F (x:)-f (X)) = a". a=a"*'. Comme a0, 1, —1, l'en-
semble des valeurs de a" est infini.

La lemme 7 justifie 'introduction du terme “solutions triviales”.

Supposons, que f(x) est une solution triviale, ne prenant que les
valeurs O et +1.

Une des telles solutions est la suivante:

f(0O)=1, f(x)=0, pour x=0.
S’il existe un x,5=0 tel que f(x))=1, alors x, est une période de la
fonction f(x), car

FO+x)=fX%+y-f(x)] =f(X)-S @) =F(»)-
Désignons par £ I'ensemble de toutes les périodes. £2 forme évidem-
ment un groupe additif. Si x~ € 2, alors f(x)=0. D’autre part si nous
prenons un groupe additif quelconque £2 et posons

\1 quand x€£
(1) f(x)—IO quand x~€Q
nous obtenons une solution. Le groupe £2 peut se composer des points
isolés, ou former un ensemble dense. En particulier, quand £2 se compose
de tous les nombres rationnels, nous obtenons une solution discontinue a
chaque point. Cette fonction est nommée fonction de Dirichlet.

Voici maintenant un exemple de solution non mesurable L de la forme
(11), da a M. W. SIERPINSKI.

Soit H une base de Hamel et soit & un élément donné de H. Définis-
sons l’ensemble £2 de fagon suivante:

x €£2 si dans le développement de x de la forme x=a,b,+ a:b,+ -+-
vor+ @b, ot b,,0b,,...,b, sont des éléments de la base H, et a,, a,...,an
sont des nombres rationnels, non nuls, (b, b., . .., b.) ne contient pas I’élément
b. De l'unicité des développements considérés, il résulte sans peine, que £
est un groupe additif, et comme £2 est non mesurable L (voir [5] p. 108), la
fonction f est non mesurable.

Examinons maintenant la structure des solutions triviales prenants aussi
la valeur —1. Désignons

Q=i{fW)=1), L=i{fO=—1), B=3i(f®)=0)

L’ensemble £2 forme un groupe (composé éventuellement de O ou des élé-
ments isolés) dont I'ensemble £2* doit étre une translation. D’autre part on
démontre facilement que si nous prenons un groupe additif quelconque



Sur I’équation fonctionnelle f[x -|- y-f(x)] =f(x)-f(»). 119

Q — différent de I'ensemble de tous les nombres réels, — si nous désignons par
' une translation autre que £ lui-méme et par B l'ensemble (— e, 00)—
—(£2+£2%) et si nous définissons la fonction f(x) par la formule

1 quarid XEQ
f(x)=4—1 quand x¢€£*°
0 quand x€¢B

nous recevrons une solution de I'équation (1).
Le probléme se pose, si I'ensemble B peut étre vide. Or, la réponse

est négative, Nous demontrerons que si a€£2* alors % € B. En effet, s’il était

%EQ alors on aurait ~g—+-g—=ae.9, contre I'hypothése. S'il était %—G.Q'
alors, vu que a€£2*, on aurait a—-‘;—=%€.‘2, ce qui est impossible. Donc

il doit étre %GB.

A. LomNIcKl a démontré dans le travail cité [4] que I'ensemble des
périodes d’une fonction mesurable, non constante, est de mesure nulle. Il a
démontré aussi que chaque fonction mesurable, micropériodique et non con-
stante, posséde une soi-disant valeur privilégiée, c’'est-a-dire il existe un
nombre p tel que I’ensemble

E=2x{f(x)+p}
est de mesure nulle. Or, dans le cas de notre équation, pour chaque solution
mesurable, micropériodique et non-constante, ce nombre privilégié p est
égal a 0.

Pour ie démontrer observons, que I’ensemble des périodes coincide
avec l'ensemble 2 =x{f(x)=1}, car comme nous avons vu, f(x)=1
entraine f(y+x,)=f(p) et si p est une période alors f(p)=f(0)=1.

Si le nombre ¢=~0 est la valeur de la fonction f(x) alors I’ensemble
Q=x{f(x) =g} est une translation de I'ensemble £2. Car si f(x)=f(y)=
=¢g=0, alors en vertu du lemme 1, x—y€&2. Puisque I'ensemble £ en
vertu du premier des théorémes de LoMNICKI est de mesure nulle, ’ensemble
Q est aussi de mesure nulle, par 1a I'ensemble E= A.

§ 5. Occupons nous maintenant avec les solutions non micropériodiques
discontinues.

Lemme 8. Si f(x) est une solution de ['équation (1) et s’ils existent
des nombres x, et x: tels que:

f(x,):/=0, ]: _1; f(xﬂ)?&o
(12) [1—=F ()] x5 x: [1—F(x)],

alors la fonction f(x) est micropériodique.
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DEMONSTRATION. Soit y, = f(x,), ya=1(xy),

J’l—“l

20=0, z,= y-——-l

nous affirmons, que
(13) f(z)=y!, pour n=0, +1, +2,...

En effet, pour n=0 et n=1 la formule est vraie (f(0)=1, f(z) =»).
Supposons, qu’elle est vraie pour n = 0 et substitutions & (1) x=2,, y=1x,.
Nous aurons:

flewtxi-f @) = flaa+xiyi] = £ (x1)-f (z2) = y1-yi =i

D’autre part 2,4+ x;-f(2.) = x; Bl +y1]—x1 4] _11 == Zn41.

Soit & son tour dans (1) x=2., y=2_.; nous obtenons :

flentzon-f(2)] = f(2n) S (2-0),

mais

zn+z-n ‘f(zn)"": J;'l___l 1 i

_1 1 _1 n n n
: L 1 x:-y1=—j;l-xi—l—[y1—-1+l—y1]=0.

De 12 nous avons: f(z..)= et la formule (13) se trouve

f(Z)

démontrée. Posons maintenant dans l’équation (1) x=2., y=1x2, ensuite
X ==Xz, y=2,. Nous aurons alors

F@tyi-x) =f(22)-f (x) =291 0
F(x2+2uy2) = f(x2)-f(2a) = y2)1 # 0.

D’oli, en vertu du lemme 1, chacun des nombres

W, = Xo + zllyﬂ_zll_x2y;

est la période de la fonction f. Les nombres

Wns1— On = Y2 (Zn41—2n) — (Zus1—20) — X2 (.V;M-1 _y?) -
n+1

y;’l yl (}'2— l)xl_x2y;l(yl_ l)=‘y;‘{(y2— l)xl_xi(yl‘—' 1)}

sont aussi des périodes. Mais d’aprés I'’hypothése (12) la derniére parenthése
n’est pas nulle, donc @ —w.5=0. Quand |y|<1, alors yi-—0 pour
n— oo, quand |y;|>1, alors yi —0 pour n— — oo, Il en résulte, que f(x)
a des périodes aussi petits qu'on veut, c’est-a-dire f(x) est micropériodique,
ce que nous voulions démontrer.
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Observons comme résultat secondaire, que selon que |y;[<1 ou
[y|=>1 la suite 2z, respectivement 2., tend vers

f— 2

" =)

et alors f tend vers zéro, ainsi, que, 'hypothése de notre lemme étant
admise, zéro est le point d’accumulation des valeurs de la fonction f(x) quel
que soit le voisinage du point &.

Nous avons dit plus haut, que si la solution f(x) est micropériodique,
alors zéro est sa valeur privilégiée. On voit, qu’aussi pour les solutions non
micropériodiques zéro est une valeur privilégiée“ dans un certain sens. Le
théoréme suivant le démontre:

Théoréme 2. Pour que la fonction non micropériodique f soit une
solution non triviale de I'équation (1) il faut et il suffit qu'il existe un nombre
m==0 ainsi qu'un groupe G multiplicatif, contenant outre +1 encore d’autres
nombres et tel que

_V14mx quand (14+mx)€G
(14) f@=1 0 gquand (1+4mx)~ €G.

DEMONSTRATION. Neécessité. 1l existe un x, tel, que

Yo=F(x)#0, +1, —1.
Evidemment x,= 0, puisque f(0) = 1. Comme f(x) n’est pas micropériodique,
on a en vertu du lemme 8 pour chaque x l’alternative
J(x)=0 ou x[1—f(x)]=x(1—y).

Xo—1
Xo

En posant m

nous avons m==0 et on peut écrire I'alternative nommée ci-dessus dans

la forme
f(xX)=0 ou f(x)=1+mx.

Il faut démontrer, que '’ensemble des y, pour lesquels f (‘v—;]—)= y+0

forme un groupe multiplicatif.
Prenons deux valeurs y, et y, de I'’ensemble

oms}(i5)-red

Nous avons

g e I G

m
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S'il y avait
alors il devrait étre

d’olt nous aurions:

. N

m

W

1
et on aboutit a une contradiction. Donc f(—y*—m—)=% c'est-a-dire si y,€G
2

et y,€G alors aussi %GG d’oit il résulte que G est un groupe multi-
2

plicatif.
Suffisance. Nous vérifions que la fonction f(x) remplit I’équation (1).
Quand (1 +mx)~ € G, alors f(x)=0 et

flx+y-f)] =1 (x)=0=1(x)-A).
Quand (14+mx)€G et (1-+my) € G, alors
F(x)-f )=+ mx)-(1+my)

l1+mx+yf)]=14+mx+m-y(14+mx)=1+mx)-(1+my)€QqG,

donc
FIx+yfl=0+mx)-(1+my)=f(x)f(»)

Quand (1-+mx)€ G et (14my)~ €G, alors f(y)=0, et en méme temps

1+mx+yf(xX)=14+mx+my-(14+mx)=(1+mx)-(1+my)~ €G
d’ol

flx+y-f(x)]=0.

Par 1a nous avons démontré, que f(x) est une solution de (1) et le théoréme
se trouve démontré.
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Il est & remarquer, que les solutions f(x) en question sont bornées
dans chaque intervalle fini. En outre chaque solution est continue au point

e 1
X=——.
m
Pour caractériser les points de discontinuité de la fonction f(x) observons
que, quel que soit le groupe G, un des cas suivante subsiste:

(15) G se compose des nombres a" ou + a@", oit @ est un nombre réel 0,
& el +Y, P

(16) G est en méme temps dense et frontiére sur la demidroite (0, o).

(17) G contient toute la demidroite (0, =).

Dans le cas (16) la fonction f est discontinue soit sur la demidroite
(x, =) (si m > 0), soit sur la demidroite (— o<, x) (si m < 0).

Dans le cas (17) une fonction f est de la forme 14 mx (si G se
compose de tous les nombres réels =0) ou bien de la forme (10) (si G se
compose de tous les nombres positifs).

Puisque toutes les solutions micropériodiques sont discontinues sur
toute la droite, nous pouvons renforcer le théoréme 1 de fagon suivante:

Théoréme 3. Si ia solution non-triviale n'est ni de la forme (3) ni
de la forme (10) elle est soit discontinue sur une demidroite, soit elle est de
la forme (14) oi G remplit (15).

Quant aux solutions de la forme (14) partout discontinues, S. MARCUS
a remarqué que nous pouvons obtenir une solution non mesurable de cette
forme, prenant comme G le corps non-mesurable des nombres réels, dont
I’existence est démontrée dans la note posthume de M. SOUSLIN, rédigée
par C. KuraTowskl ([6], p. 315).

§ 6. Le probléme se pose si I’équation (1) posséde des solutions non
triviales micropériodiques. Or nous démontrerons le

Théoréme 4. L'équation (1) posséde des solutions non triviales micro-
périodiques.

Nous allons construire deux groupes: un groupe additif £2 et un groupe
multiplicatif G, tels que

1) 2 contient non seulement le nombre zéro, G contient non seulement
les nombres 1 et —1,

2) y€EG, w€R —>ywel2,

3) 1, 3:€G, (h—WER =y, =),
Des paires de tels groupes existent.
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Il suffit de classer dans £2 tous les nombres de la forme r}/2, dans
G tous les nombres r=£0, oi r est un nombre rationnel quelconque.

y s'il existe w€£2 tel que y=1+x4+wecG

Posons  f(X)=)0 o un tel o n'existe pas.

La fonction f est bien définie. En effet, supposons qu’il existe w’, " €L et
Y,y'€G tels que 1+4x+o'=y, 1+x+0’=y"; alors y'—y =
= (0" —w')€L, d'olt y'=y". Ensuite la fonction f(x) est périodique. Pre-
nons en effet un w €2 quelconque. Si f(x)=0, alors f(x+ ®»)=0 car s'il
existait un o’ tel que 1+4(x+ o)+ €G, alors il existerait aussi un
o' =(w+ ') tel que 14+x+w”€G en contradiction avec f(x)=0; or si
f(x)#0, alors 14+x+wcG dou 14+x+w+0€G et alors f(x+w)=
=14 x4+ o =f(x).

Le nombre zéro est un point d’accumulation de I’ensemble £ pour Ila
raison suivante. Puisque le groupe G est non-trivial, O est son pomt d’accu-
mulation. Comme yw€£2, quand @ €82 alors y€ G, donc il existe des pério-
des aussi petites que I'on veut, c’est-a-dire f est micropériodique.

Nous démontrerons maintenant, que f satisfait a I'’équation (1). En effet, si
f(x)=0, alors l’équation (1) est satisfaite d’'une fagon triviale. Si f(x)=
=1+ x4 o, alors nous distinguons deux cas: 1) ou bien f(y)=0 ,2) ou
fO)=14+y+o.

Dans le premier cas le second membre de I'équation est zéro. Suppo-
sons pour le moment, que le premier membre n’est pas zéro: f[x+ y-f(x)] #0,
donc 1+ x4 yf(x)+ o€ G, c’est-a-dire 1+x+wu+y-f(x)+w2—m066 ou

f(x)+yf(x)+w2—w.,€G ou (comme f(x)=+0) l+y—|— f( ) ————=€G. Mais

f(x)€q, € G, my,—w,€L2, donc

f&) (x)

S

et comme 1+ y+ w,€G, donc f(y)+#0 et on aboutit & une contradiction.

Donc le premier membre de I'équation est aussi égal a zéro.
Dans le second cas on a

f(x)=1+x+onG,
f)=14+y+w€QG,

x+y-f(x)=f(x)—1—o+[f()—1—w]f(x)=
=f()-f(P)—[wo+ o f(X)]—1,

1+ x+yf(x) =f(x)-f())—[w+ o f(X)).

d’oi

c’est-a-dire
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Mais f(x) € G, donc o, f(x) €2 et w, == w,+ o,-f (x) € 2. Ensuite f(x)-f(»)€G.

Alors on a 14+ x+y-f(x)+ w,€G, donc
fix+yf)l=14+x+y-f(x)+ 0. =f(x)-f (3).

Nous avons ainsi démontré que la fonction f(x) est une solution de I’équa-

tion (1).

Observons enfin que le théoréme 2 nous donne la structure générale
de toutes les solutions non triviales et non micropériodiques, mais le théoréme
4 nous donne seulement un certain ensemble des solutions non triviales
et micropériodiques, n’épuisant pas nécessairement l'’ensemble de toutes les

solutions de ce type.
Le probléme de la forme de toutes les solutions mesurables reste aussi

ouvert.
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