Verdeckung einer Kugel durch Kugeln.

Dem besten Freund O. Varga zum 50. Geburtstog gewidmet.
Von L. FEJES TOTH (Budapest).

Wihrend eines Gesprichs mit dem Verfasser warf H. HORNICH das
folgende interessante Proplem’) auf: Durch wieviele materielle (d. h. nicht
tibereinandergreifende) Einheitskugeln 148t sich eine ebensolche Kugel radial
verdecken, in dem Sinne, daB jede vom Mittelpunkt der zu verdeckenden
Kugel ausstrahlende Halbgerade eine Deckkugel treffen soll?

Trotz des vollig elementaren Charakters des Problems scheint die
Bestimmung der gesuchten Mindestzahl M mit fast uniiberwindlichen Schwie-
rigkeiten verbunden zu sein. Im vorliegenden Aufsatz werden wir, als Korollar
eines allgemeineren Resultats, die Ungleichung M =19 beweisen?) und einige
weitere analoge Tarnungsprobleme betrachten.

Neben dem Problem der radialen Verdeckung erhebt sich sofort das
Problem der totalen Verdeckung, bei dem verlangt wird, daf jede Halb-
gerade, die von einem Punkt der zu verdeckenden Kugel ausgeht, eine
Deckkugel treffen soll. Wir wollen unsere Aufmerksamkeit ausschlieBlich auf
radiale Verdeckungen richten und dementsprechend unter Verdeckung stets
radiale Verdeckung verstehen. Die Menge der Deckkugeln werden wir gele-
gentlich auch Wolke nennen.

Wir bezeichnen die Mindestzahl der Einheitskugeln, mit denen eine
Kugel K vom Radius r verdeckt werden kann, mit M(r). Offensichtlich ist
M(r) eine nicht abnehmende Funktion von r. Ihr Wert ist aber fiir keine
einzige Stelle des Intervalls O < r < o« bekannt.

1) Dieses Problem ist mit dem Newton—Gregoryschen Dreizehnkugelproblem ver-
wandt. Vgl. K. Scuorte und B. L. van der Waerden: Das Problem der dreizehn Kugeln,
Math. Ann. 125 (1953), 325—334.

?) Anderseits hat L. Danzer gezeigt, daB M = 50. Eine Verdeckung durch 50 Kugeln
entsteht, wenn man 12, 14 und 24 Kugeln ,,iiber” die Flichen, Ecken bzw. Kanten eines
Rhombendodekaeders legt.
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Die Zentralprojektion einer Deckkugel auf K (aus dem Zentrum von K)
ist ein Kreis vom Winkelradius = o, wobei o durch sin ¢ =1/(1 +r) gegeben
ist. Folglich kann M(r) nicht kleiner sein als die Mindestzahl der Kreise
vom Radius ¢, die eine Kugel vollig iiberdecken. Durch Heranziehung einer
bekannten Abschdtzungsformel®) erhalten wir auf diese Weise eine untere

Schranke fiir M(r):

Die Mindestzahl M(r) der Einheitskugeln, mit denen eine Kugel vom
Radius r verdeckt werden kann, geniigt der Ungleichung

12¢
M(r)> g
wobei « durch die Relationen
tge = +-—]__—i____._—r, L O i
V6r+3r 6 2

gegeven ist.
Fiir r=1 haben wir, mit Riicksicht auf « =arc tg% = 33° 41’ 24" =

= 33,09°, M(1)>18,2... und folglich M=19. Ferner ergibt sich aus dem
obigen Satz die Ungleichuag
8str?
M(r) > Tk

nach der die Kugelanzahl pro Fla-
cheneinheit der zu verdeckenden Kugel
stets > 2///27 ist. Diese untere Schranke
der Anzahldichte 146t sich im Grenzfall
r— oo erreichen. In der sparsamsten
Kugelverdeckung der Ebene (von der
Anzahldichte 2/|/27) bilden die Kugel-
projektionen die Zellenumkreise eines
regelmédBigen Sechseckmosaiks. Eine
derartige Kugellagerung 14t sich durch
Ubereinanderlegung von drei kongruen- Fig. 1.
ten Kugelschichten realisieren (Fig. 1).

Vollstandigkeitshalber lassen wir hier den Beweis unseres Satzes folgen.
Wir setzen voraus, dall die Einheitskugel E von den um die Punkte O,,...,0,
geschlagenen Kreisen Ki,..., K, vom Radius = iiberdeckt ist. H sei die
konvexe Hiille der Punkte O,,..., O,. Da die eventuell auftretenden, mehr

8) S. z. B. L. Fejes Tortn, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum,
Berlin— Gittingen— Heidelberg, 1953,
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als dreiseitigen Flachen von H durch einander nicht kreuzende Diagonale in
Dreiecke zerlegt werden konnen, 146t sich H stets als ein konvexes Polyeder
mit 2n—4 Dreiecksflichen ansehen.

Wir richten jetzt unsere Aufmerksamkeit auf das sphirische Netz von
H, sowie auf die Flache 0:0;0, vom groBten Inhalt dieses Netzes. Der
Inhalt 4 dieser Fliche ist offenkundig =4s/(2n—4). Anderseits sei bemerkt,
daB der Umkreis U von O:0;O: keinen der Punkte O,,..., O, in seinem
Inneren enthdlt, da sonst die Ebene O; O; Ox keine Stiitzebene des Punkt-
systems O, ..., O, sein konnte. Da aber der Mittelpunkt von U in wenig-
stens einem der Kreise K,..., K. enthalten ist, ist der Radius von U =o.
Deshalb kann 4 nicht den Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks vom
Umkreisradius ¢ iibertreffen:
V6r4+3r*

4=2m—6 arc tg(l/§ cos ¢) =21—6 arc tg ¥ o

227!'—6(%— a] =6a—:T.

Wir haben also 2#a/(n—2)=d4=6a—m, woraus sich die gewiinschte
Abschidtzung n=12e/(6a—) ergibt. Da aber die Kugelprojektionen nicht
alle vom Radius = sein kdnnen, kann M(r) diese untere Schranke von n
nicht erreichen.

Nachdem das asymptotische Verhalten von M(r) fiir r — oo bekannt ist,
scheint auch die Bestimmung des Grenzwertes

m = lim M(r)
r—=0

von Interesse zu sein. Die Zahl m 148t sich als die Mindestzahl derjenigen
kongruenten Kugeln interpretieren, durch die ein auBerhalb der Kugeln
liegender Punkt verdeckt werden kann. Es sei hier gezeigt, da 4=m=6
ausfillt. Die Entscheidung in der einfach klingenden Frage, ob ein Punkt
mit vier, bzw. fiinf gleich grofen Kugeln verdeckt werden kann oder nicht,
scheint schwieriger zu sein, als es sich im ersten Augenblick vermuten liesse.

Die Ungleichung m=4 ist mit der einleuchtenden Tatsache gleich-
wertig, daB sich eine Kugel nicht durch drei offene Halbkugeln iiberdecken
1aBt. Deshalb haben wir nur zu zeigen, dal ein Punkt mit 6 Kugeln verdeckt
werden kann.

Wir betrachten zwei einander im Punkt O beriihrende Einheitskugeln
A und B, schlagen um O eine Kugel K vom Radius‘) 4 und betrachten die

4) Bei der Wahl dieses Kugelhalbmessers haben wir nur darauf zu achten, daB K
die Kugeln A, B und die noch hin zu zufiigenden Kugeln enthalten soll.
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Menge S, derjenigen Punkte von K, von denen aus ein fester Punkt P von
B sichtbar ist. Wir lassen P auf einer in O endenden sphirischen Strecke
gegen O konvergieren und betrachten die Grenzfigur S=Ilim §,. Offensicht-

P00
lich liegt S auf demjenigen GroBkreis G von K, der durch die gemeinsame

Tangentialebene von A und B ausgeschnitten wird. Eine genauere Uberle-
gung zeigt, daB S ein Bogen von G von der Offnung 270° ist®).

Um dies einzusehen betrachten wir denjenigen Kreis k, den die in P
gelegte Tangentialebene von B aus der Kugel A ausschneidet. Wir haben
nur zu zeigen, daB der Sichtwinkel des
Kreises k beziiglich P bei dem betrach-
teten Grenziibergang gegen 90° strebt. A

Wir legen durch P und die Mittel-
punkte von A und B eine Ebene e und
fithren in e ein rechtwinkliges Koordina- k
tensystem xy mit dem Ursprung O ein,
dessen y-Achse die Kugelmittelpunkte ent- 2
hédlt (Fig. 2.). Die Ebene e schneidet A g x
und B in je einem Kreis, dessen ,,untere”
bzw. ,,Obere” Hailfte sich durch folgende
Gleichungen darstellen 146t:

Ay

i e L
y_2x2+8x+ »

1 1
_y=§_f+ FJv:‘+n-. Fig. 2.

Bezeichnen wir die Abszisse von P mit —§&, so ist die Gleichung der
zu P gehorigen Tangente des Kreises eB

y=(—%~§’+ %§‘+---)+(§+%E’+--- ]x-

Folglich geniigen die Abszissen x, und x, der Schnittpunkte dieser Tangenten
mit dem Kreis eA der Gleichung

1 I 1 3 1
(5-5"4— §§-+—--)+(§+-2—§‘+-")x——2— - s -8-1‘+-"-
Setzen wir x=E§z, so geht diese Gleichung in

[1 +7,1; §*+---)+(2+§’+---]z—z’—%§2z‘+--- =0

5) Diese, fiir die ganze Konstruktion entscheidende Bemerkung verdanke ich A. Heppes.
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iiber, dessen Wurzeln fiir §—0 gegen die Wurzeln der Gleichung
1422—2=0,

d. h. gegen 1+4)2 und 1—)2 streben. Deshalb strebt der Quotient
(x, +5)/(x,+ &), der das Verhiltnis des maximalen und minimalen Abstandes
zwischen P und einem Punkt des Kreises k darstellt, gegen

(4VDE+E_ 2412

(I—V2)E+E 212
Das ist aber, im Einklang mit unserer Behauptung, eben das betrachtete
Verhéltnis fiir einen Punkt und einen Kreis vom Sichtwinkel 90° beziiglich
dieses Punktes.

Nun verdeckt eine dritte, A und B beriihrende Einheitskugel vor der
,»Lichtquelle” O einen Bogen von G von der 6ffnung arc cos % >T0°%> %2700.
Deshalb 1aft sich durch vier Einheitskugeln C, D, E und F nicht nur der
Bogen S, sondern auch eine Umgebung von S verdecken. Liegt also P genii-
gend nahe bei O, so verdecken die Kugeln A,..., F eine ganze Umgebung
von P und demzufolge auch eine ausserhalb aller Deckkugeln liegenden Punkt.

Wir wenden uns jetzt einem anderen Tarnungsproblem zu, indem wir
die Kugel K vom Radius r so mit Einheitskugeln verdecken wollen, dafi der
Radius R der mit K konzentrischen kleinsten Kugel, die die Einheitskugeln
enthdlt, moglichst klein sei. Wird die Differenz R—r Dicke der Kugelwolke
genannt, so heifit das Problem: zu einer vorgegebenen Kugel vom Radius r
eine Einheitskugelwolke von minimaler Dicke D(r) zu finden.

Offenkundig gilt D(r) > 2; anderseits ist es leicht einzusehen, da D(r)
auch von oben gleichmaBig beschrdnkt is. Aber genauere Schranken, ganz
zu schweigen von rmg D(r) und !ilig D(r), sind nicht bekannt.

Das oben betrachtete Sechskugelbeispiel zeigt, dah
lim D(r) =1+3.

renl)

Anderseits werden wir zeigen, daB
lim D(r) =2+ 2

ausfillt. Dies folgt aus dem Beweis des folgenden Satzes, der die LOsung
des entsprechenden Problems fiir die Verdeckung der Ebene enthalt.

Die Dicke einer ebenen Einheitskugelwolke ist stets =2+ 2. Gleichheit
gilt nur dann, wenn die Wolke aus zwei quadratischen, einander beriihrenden
Kugelschichten besteht.
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Dabei bedeutet eine ebene Kugelwolke von der Dicke D eine Menge
von Kugeln, die so zwischen zwei parallelen Ebenen vom Abstand D einge-
lagert sind, daB die Menge gegeniiber senkrechten Strahlen impermeabel sei.
Es ist bemerkenswert, daB die extremale Wolke einen Teil einer dichtesten
gitterformigen Kugellagerung®) bildet (Fig. 3.).

Zum Beweis denken wir uns die Wolke
in einer horizontalen Lage und greifen drei Ku-
geln A, B und C heraus, die von einer ver-
tikalen Geraden getroffen werden. Wir bezeich-
nen die senkrechte Projektionen der Kugel-

mittelpunkte auf eine horizontale Ebene eben- ‘
falls mit A, B und C und die Seiten des
Dreiecks ABC mit a, b und ¢. Wir setzen vor-

aus, dab die Kugel A nicht hoher als B und

nicht tiefer als C liegt, daB also von den

drei Kugeln B die hochste, A die mittlere und Fig. 3.

C die tiefste ist. Dann ist die Niveaudifferenz

zwischen den Kugeln B und C einerseits = |4—a? anderseits aber auch
= J4—b*+ | 4—c. Wir ceigen, daB

max (J4—a*, J4—b'+V4—C) =) 2

Mit Riicksicht auf die Tatsache, daf die Kugelprojektionen einen
gemeinsamen Punkt haben, liegt ABC in einem Einheitskreis £. Wir konnen
aber annehmen, da% ABC dem Kreis E einbeschrieben ist, weil sonst es
' durch ein E einbeschriebenes Dreieck
ersefzt werden kann, dessen Seiten
=a, =b und =c ausfallen.

Wir betrachten im Umkreis des
Dreiecks ABC die den Punkten A und
B diametral gegeniiberliegenden Punkte
A’ und B’ (Fig. 4). Dann ist [[4—a*=
=B'C, |4—b0'=CA’, /4—3=A'B.
Folglich gilt, im Hinblick auf

f4—b'+)4—c=CA'+A'B=CB,
die Umgleichung

max (J/4—a’, J4—b0'+)4—) =
Fig. 4. ' = max (B'C, CB).

%) 8. z. B.D. Hisert und S. Conn-Vossen: Anschauliche Geometrie, Berlin, 1932,
oder das unter?) angefiihrte Buch.
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Nun erreicht aber max(B’C, CB) sein Minimum offensichtlich im Fall
B'C=CB=|2, womit gezeigt ist, daB die Dicke der Wolke tatsichlich
=2+ )2 ausfillt. Der Fall der Gleichheit leuchtet nach den obigen Uber-
legungen ein.

Zum Vergleich rechnen wir die Anzahldichte A der betrachteten Wolke
von der Dicke 2+ )2 aus: A=1/2>2/)/27=0,385.... Dagegen ist die
kleinstmdgliche Dicke D einer sparsamsten ebenen Einheitskugelwolke (von
der Anzahldichte 2/)/27): D=4>2+4)2=3414....

Eine weitere charakteristische MaBzahl einer ebenen Einheitskugel-
wolke von der Anzahldichte A und Dicke D ist die Volumendichte
V=4—;£A:D. Deise kann natiirlich nicht die Dichte der dichtesten Kugellage-
rung iibertreffen, die nach einer wohlbegriindeten Vermutung sz/)/18=0,740...
betragt. Fiir die oben betrachteten beiden Wolken ist V=27/3(2+ |2)=0,614...
bzw. V=2n/3)27=0,402....

Wie groB ist die minimale Dicke einer Einheitskugelwolke, die eine
Ebene total verdeckt? Derartigen Problemen stehen wir ziemlich ratlos
gegeniiber.

(Eingegangen am 3. September 1958.)



