Uber die Charakterisierung der assoziativen Funktionen
von mehreren Veridnderlichen.

Herrn Professor Dr. O. Varga zum 50. Geburtstag gewidmet.
Von ENDRE VINCZE (Miskolc).

1. Eine in der Menge H definierte Operation
)] W=U%v (u,v,w€ H)
nennt man eine assoziative Operation, wenn die Relation
(2) (usv)xw=u*(v*w)

fiir alle in A befindlichen Elemententripel u, v, w gilt. Wenn u, v, w in (1)
reelle Zahlen eines Intervalles / sind und (2) gilt, dann kann man die Ope-
ration (1) ewne reelle assoziative Funktion F(u,v) von 2wei Verdnderlichen
nennen, die ]J. ACZEL [1] charakterisiert hat. Er bewies (vgl. auch D. TAMARI
[16]) den folgenden grundlegenden

Satz 1. Geniigt die reelle Funktion F(x,y) (x,y, F(x,y)€l) von zwei
Verdnderlichen den folgenden zwei Bedingungen:

a,) ist die Funktion F stetig und streng monoton in beiden Verdnder-
lichen:

a,) ist die Funktion F assoziativ, d. h. gilt (2) fiir
u*v=F(u,v);
dann kann man die Funktion F in der Form

(3) F(x,y)=x*y=9¢" [p(x)+ ()]

schreiben, wo @(x) (x, @ € I) und ihre Umkehrfunktion ¢-'(x) stetig und streng
monoton sind.

Wenn es auch ein (und nur ein) Element e gibt, fiir das

a;) F(e, x)==exx=x (oder F(x,e)=x%e=2x) gilt, d. h. p(e)=0 ist,
dann sagt man, daB die Operation x#*y (oder die Funktion F(x, y)) eine stetige,
reguldre Halbgruppe mit Einheitselement bildet.
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Bisher sind mehrere Verallgemeinerungen des Satzes 1 bekannt (siehe
z. B. [2], [8], [14], usw.). In dieser Arbeit wollen wir eine weitere Verall-
gemeinerung des Satzes 1 fiir Funktionen F von mehreren Verdnderlichen
angeben, so da wir von F einige den a,), a,), a;) entsprechende Bedingun-
gen fordern.

2. In einer gegebenen, nicht-leeren Menge H sei fiir eine feste natlir-
liche Zahl n(= 2) jedem geordneten System uy, us,..., u.(€ H) von Elemen-
ten ein Element u der Menge, als ihr ,in H definiertes Produkt mit n Fak-
toren“, zugeordnet. Dieses Produkt schreiben wir kurz

4) U=1thllg...U, (u,uy,...,u. € H).
W. DORNTE [6] hat die folgende Definition eingefiihrt:
DEFINITION. Die Operation (4) nennt man eine assoziative QOperation,
wenn die Relationen
(5 (Ul “os Un)llu+| cesllggy=1U... uk(uhl - uk+u)uk+n+l evollgn1=
) | =ty...ln-1(Un...Un.1) (k=1,...,n—2;n=3;u,...,Usn1€H)
fiir alle (2n—1)-Tupeln uy,..., us,-; von Elementen in H gelten.

Es ist offenbar, daB diese Definition eine Verallgemeinerung des Asso-

ziativgesetzes (2) ist.
Wir kdnnen ohne Gefahr des MiBverstindnisses die Produkt-Bezeich-

nung
(6,) FX1y 0000 Xa) == X1 o s o Xy

ferner, wenn einige von den Faktoren gleich sind, die Bezeichnung
(62) F(X1, .y xl’ x!, . c’xz, “aay xi, . sy xk)=xrix;.o . .x:*

¥, -mal vg-mal ¥, -mal
(ritvat-+v,=n)

beniitzen.
Fiir die Funktionen F von n Verdnderlichen, die im Sinne (5) assoziativ

sind, ist eine Verallgemeinerung des Satzes 1 der folgende

Satz 2. Die fiir reelle Zahlen definierte Funktion F==X1Xs...X, von n
Verdnderlichen geniige den folgenden Bedingungen:

a) der Definitionsbereich der Funktion F ist fiir alle Verdnderlichen das
reelle Intervall Iy =(ai, b\), und ihr Wertevorrat ist Iy= (a2, bs) mit
L21;

b) die Funktion F ist stetig und streng monoton in allen Verdnderlichen ;

c) es gibt (mindestens) ein Element e(€ I)) fiir das e"=e gilt;

d) die Funktion F ist assoziativ, d. h. es gilt (5).
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Dann kann man die Funktion F fiir gerade n in der Form

[ "

(7,) F(x1,...,X0) =X1... Xy == gf“P(xl’)

darstellen, fiir ungerade n gilt eine der folgenden Darstellungen
[ n ¥

(7)) F(Xty o Xa) =X1... X =" gtp(xg) ,

(7,) F(X1) 000y Xn) =X 000 Xpmmypd [Zl'(—l)‘+‘a,b(x;)J '

wo die Funktionen ¢(x), w(x) (x € 1,) und folglich auch ihre Umkehrfunktionen
@~1(x), Y~'(x) stetig und streng monoton sind, und @(e)=0 ist.

Den Beweis des Satzes 2, der mit 3, 4 und 5 vorbereitet wird, geben
wir in 6 an.

3. Vor allem gilt das folgende

Lemma 1. Wenn die Funktion F die Eigenschaften a), b), c), d) hat,
dann gelten die Relationen

(8) eixe=x, und xe*temx (xeh)

fiir alle x, d. h. die Funktion F hat ein ,links-, bzw. rechtsseitiges Einheits-
elementsysterm“.

Zum Beweis des Lemmas 1 konnen wir wegen der Eigenschaften c), d)

1% mm g (M) x mm gt (pn-1x),
bzw.
xeu-l — x(en)e'n -2 —_ (xe!l- !)ell -1

schreiben, woraus man die Richtigkeit des Lemmas auf Grund der ,Kiirz-
barkeit“, die aus der Eigenschaft b) folgt, schon sehen kann. Nadmlich folgt
aus b), dafl

ay...qg-1XAx41. .. An=—0qQ1...Ak-1YAk41 . . . Ay,

WO @i,...,Qk1,041,...,a, €in beliebiges, aber festes Elementsystem ist,
x ==y nach sich zieht.

Wir wollen darauf hinweisen, dafl die Funktion F, die die Eigenschaf-
ten a)—d) hat, — im Gegensatz zu den Funktionen von zwei Verdnder-
lichen — aufler dem Einheitselementsystem e,...,e (n—1-mal) auch andere
Einheitselementsysteme ¢, ..., ¢’ (n—1-mal) haben kann; z. B. hat die Ope-
ration F=x-y-z (die gewdhnliche Multiplikation) zwei Einheitselement-
systeme: e=1;1 und &'=—1; —1.
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Definieren wir die folgenden Funktionen
g fi() e xert=x, fu(x)dle-lx=x
®) fi()&E-1xe* RA=2,....,a—1;x€;fi: h— ).

Aus b) folgt, daB auch die Funktionen f,(x) stetig und streng monoton sind,
und es gilt das folgende

Lemma 2. Die in (9) definierten Funktionen geniigen den Funktional-
gleichungen

(10,) Fu(x) = fr-ufur1 (x) (nz=d>p=0),
{(10;) Ju(%) = frswfa-r(X) (nz=zit+rv>rv=0),
wo

. A (0) 8 AL, (0]

ist.

Um die Richtigkeit von (10,) und (10,) einzusehen, kann man nach (8)
und (5) folgendermafien rechnen:

Al)=é11e =-l(xe-N)er-t —
= er+-1(et xerH-t)emttr = fi_u fun (X),
bzw.
Si(x) == -1xer-} == @21 (-1 x) P mme
m gM7-1(gn-7-1x0") g N% =m fi L fo v(X).
Dieses Verfahren kann man auch in den Féllen A=1,n und A4+7v=1,n

anwenden. Damit ist das Lemma 2 bewiesen.
Wir werden die Bezeichnungen

AL, AEEAR (x) (k>0)
verwenden.
Korollar 1.
-1 "
() 1 RN
(11y) Ju(x) = faT1 (x)

Die Richtigkeit von (11,) sieht man durch die Substitution x=1 und
durch die 4—2-malige Verwendung von (10,) ein:

L) =fir o) = - =i @)=L () =L ();

gleichfalls sieht man die Richtigkeit von (11,) durch die Substitution »=1
und durch die n—A4—1-malige Verwendung von (10,) ein:

L) =Fuafor(x) = -+ =faa fard 2 (x) = fact (x).
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4. Nach der Relation (11,) (oder (11,)) kann man die Funktion fi(x)
(A=2,...,n—1) explizit angeben. Es sei 4=n, dann erhalten wir nach
(11;) und (9) die Gleichung

(12) @) =x=£"(x).
Fiir die Gleichung (12) gilt der folgende

Satz 3. Die Gleichung

(13) ffx)=x (xeh;f:h—1)
hat keine anderen streng monotfonen Lésungen, als

x, wenn m=—2k—1
(14)  f®)=)r(x), wenn m=2k

wo fo(x) eine beliebige streng monotone Funktion mit der Bedingung fo(x) =
= f;'(x) ist. Die streng monoton wachsende Lésung von (13) ist f(x)=x
(x€ 1) und nur diese. (Die Funktion fy(x) nennt man ,involutorische Funk-
tion“; beziiglich diesen Funktionen siehe z. B. [3].)

BEMERKUNG. Die Gleichung (13) wurde zuerst von CH. BABBAGE [5]
behandelt (es ist fiblich, diese Gleichung ,Babbagesche Gleichung“ zu nen-
nen). Spater behandeln O. RAUSENBERGER [13], L. LEau [10] und O. Spiess
[15] die Gleichung (13), aber sie suchen nur die analytischen komplexen
Losungen und gewifie Normalformen. R. IsAAcs [9] behandelt auch die reellen
Gleichungen f*(x) =g(x) und f"(x)=/"(y). S. Lojasiewicz [11] hat die
allgemeinste Losung der Gleichung (13) (sogar die der Gleichung f"(x) = g(x))
fir eine beliebige Menge E angegeben, es gelang aber dem Verf. nicht, den
Satz 3, in dem nur strenge Monotonie von f(x) vorausgesetzt wird, aus dem
Ergebnis von LOJASIEWICZ zu erhalten. G. M. EwWING und W. R. Utz [7]
haben die stetigen Losungen der Gleichung f™(x) = f(x) angegeben.

BEwEIS (des Satzes 3). In den Fillen m=1 und m=2 ist der Satz
offenbar.

A) f(x)=1x ist die einzige streng monoton wachsende Losung der
Gleichung f*(x) = x (oder von f(x)=f"(x)).

Jedenfalls ist f(x)=x eine streng monoton wachsende Ldsung von
f*(x)=x. Nehmen wir an, daB die Gleichung f*(x)=x auch eine andere
Losung besitzt und es sei z. B. a < f(a), oder &> f(b). Da die Funktion
streng monoton wachsend ist, darum wire

f@)<f(@)=a,
f(6)>f}(b)=0,

(k=1,2,...;x€i; for h— 1),

bzw.
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aber dies ist in Widerspruch mit unserer Voraussetzung, also hat f°(x) = x
nur die Losung f(x)=x.

B) Es sei m=2k+1 (k=1,2,...), so ist f(x)=2x die einzige streng
monotone Losung von f™(x)=x.

Jedenfalls ist f(x) = x eine Losung von (13). Nehmen wir an, daf die
Gleichung (13) fiir ungerade m auch eine andere Losung besitzt, und es

sei z. B.
(15) a< f(a), oder b> f(b),
ferner sei

a) f(x) streng monoton wachsend,

B) f(x) streng monoton abnehmend.

Wenden wir die Funktion f im Falle «) auf (15) 2k-mal an:
fl@)<f(a), bzw. f(b)>f(b),
f@<r@, ) > (),

--------- Il s 4 s s 8 s s 8

@<, O >r"70)
so ergibt sich der Widerspruch
a<f@<f(@<--<f*(a=aq,
bzw.
b>f(b)>f(b)> - > (b)=0b

also ist f(x)=x im Falle ).
Wenden wir jetzt die Funktion f auch im Falle 8) auf (15) 24+ 1-mal an:

f(@)>f*@), baw. f(b)<f(b),
@) <fa), () > 1),

f2l:+1 (a) S f2k+2 ( ﬂ), fﬂku ( b) < f2k+2 ( b),
so ergibt sich der Widerspruch
f@=r**@<f*""@=a
bzw.
fO)=7"7() > () =,

also ist f(x)=x auch im Falle ).
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C) Es sei nun m=4k (k=1,2,...). Wir beweisen, daf aus der stren-
gen Monotonie von f und aus dem Bestehen der Gleichung

(16) A @)=x
auch die Giiltigkeit der Gleichung
(17 A(x)=x
folgt.

Wir fiihren die Bezeichnung
(18) g(x) 2t *(x)

ein. Da bei streng monotonen f(x) die Funktion g(x)= fﬂ"(x) streng mono-
ton wichst [folgt aus x;<x» bei abnehmendem f:f(x))> f(x2), f(x1) <
<fx2), .. Fr(x1) < f(x2); und bei wachsendem f: f(x1) <f(x2), f(x1)<
<A (x2), .. (1) < f5(x2)), ist C) eine unmittelbare Folge von A).

D) Es sei m=2""(214+1) (k,1=0,1,...), so ist f*(x)=x, f(x)=fo(x)
die einzige streng monotone Ldsung von f"(x)= x.

In diesem Falle kann man nach C) immer erreichen, daB (13) in die
einfachere Gleichung :

(19) () =x (¢=0,1,..)
ibergeht. Ist hier

(20) h(x) % £*(x),

dann kann man statt (19) die Gleichung

(21) A (x)=x ({=0,1,...)

schreiben. Aus B) folgt A(x) =x=f"(x) und diese Gleichung, und damit
auch die Gleichung (19), hat die Losung f(x)==fo(x). Wenn hier f(x) streng
monoton wachsend ist, dann ist f(x) =x nach A).

Mit A), B), C), D) ist der Satz 3 vollstindig bewiesen.

Korollar 2. Aus dem Satz 3 folgt, dap fiir die in (9) definierten
Funktionen die Relationen

fi(x)=x, wenn n=2k kl1=12...)
Jou(x) = fo(x) A=1,...,2k)
Fun(®)=x |’ wenn n=2[+1 (Wt o oD

gelten.

Im Falle n =2k ist die Losung von (12) nach (14) fo(x)=x, also ist
der erste Teil von Korollar 2 nach (11,) offenbar. Wenn n = 2[4 1 ist, dann
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ist fo(x)="/fo(x) nach (14) die Losung von (12), und da f§(x)=x ist, kann
man nach (11,)
fu(®)=F"" () =" (x) = - = fo(x),
bzw.
furn @) =f" X)) =" (@)= =fo(x) =x
schreiben.
5. Die in (4) definierte und im Sinne von (5) assoziative Operation

kann mit einer Operation von zwei Veridnderlichen explizit angegeben werden.
Es gilt namlich der folgende

Satz 4. Die in H definierte Operation (4) geniige den folgenden Bedin-

gungen:
e) es gibt ein festes Elementensystem c,...,¢s-1 (€H), fiir das die
Abbildungen
(22) ox(U)=Cx...CoUCy1...Ck (ox(@): H—-H;k=2,...,n—1)

[unter beliebigem Element u(€ H)] in H umkehrbar sind: w;' ow(u)=u;
und die Funktionen w'(u) (k=2,...,n—1) nehmen alle Werte u
von H einmal (und nur einmal) an;

f) die Operation (4) ist assoziativ, d. h. es gilt (5).
Dann kann man (4) in der Form
Uplls. .. Up= Uy % [@n ) (U2) % [wn o (Us) ® -+ # [03" (Un-1) % 11,] -+ ]]
Uy, ..., u0n € H; 0: 1 (us), ..., 03" (Un-1): H— H)

angeben, wo die Operation

(23)

(24) U%V==UCn_y...CoU

von zwei Faktoren in H assoziativ ist, also bildet die Menge H fiir die Ope-
ration (24) eine Halbgruppe.

BEMERKUNG. Die Frage, wie die Operation (4) aus einfacheren Operati-
onen ,ableitbar“ ist, hat schon mehrere Verfasser beschaftigt, vor allem
W. DORNTE [6], dann E. L. Post [12], H. TvERMOES [19], [20] und H. A.
THURSTON [17], [18].

W. DORNTE fiihrt den folgenden verallgemeinerten Gruppenbegriff ein:
»Entsprechend dem gewdhnlichen Gruppenbegriff werde fiir n =2, 3, ... unter
einer n-Gruppe H ganz allgemein ein System verstanden, fiir dessen Ele-
mente eine Operation von n Faktoren u=u,...u, so definiert ist, daB die
folgenden drei Postulate erfiillt sind: (I) das Produkt (4) gehort wieder zu H;



Uber assoziative Funktionen. 249

(I) das Assoziativgesetz (5) gilt; (IlI) durch den Wert eines Produktes
u...u, und n—1 gegebene Faktoren ist der fehlende Faktor (an beliebiger
Stelle) stets eindeutig bestimmt.“ In diesem Sinne sind die 2-Gruppen mit
den gewdhnlichen Gruppen identisch. Die n-Gruppe nennt man auch poli-
adysche Gruppe. W. DORNTE bewies den Satz: Eine n-Gruppe ist aus einer
2-Gruppe dann und nur dann ableitbar, wenn es mindestens ein festes Ele-
ment e gibt, so daf3 das aus n Faktoren bestehende Produkt e...e stets den
Wert uo annimmt, wenn irgendein e durch das beliebige Element u, ersefzt
wird. Eine n-Gruppe heifit echi, falls es auf keine Weise moglich ist, sie auf
die angegebene Art aus einer niederen m-Gruppe zu erzeugen; andernfalls

heifit sie unecht oder ableitbar.
E. L. Post, und bald danach auch H. TvERMOES haben den folgenden

Satz bewiesen: Eine n-Gruppe N ist dann und nur dann aus einer m-Gruppe
ableitbar, wenn N™ ein Zentrumselement der Ordnung n/m von U(N) enthilt,
wo U(N) die der n-Gruppe N umgeschriebene Gruppe bezeichnet.

H. A. THURSTON hat die teilweise assoziativen Operationen untersucht,

d. h. er fordert statt (5) nur die Relation
X1ee0 X5(X541 o 0 e Xji) Xjinil » o « Xan-1 ==
== X1 o 0 o Xu(Xat1 + ¢« Xitn) Xibmtd o « « Xiye1 (.’:f': k),

wo j, k feste natiirliche Zahlen sind, und verallgemeinert den Satz von E. L.
Post, daB jede polyadische Operation als fortgesetzte gewohnliche (bindre)
Gruppenoperation aufgefat werden kann.

BewEis (des Satzes 4). Statt (4) kann man mit der kiirzeren Bezeich-
nung (24) nach (22) und (5) schreiben:

Ulls. .. Un=1U[Ca-...Con 1(Us)Cn-1]Us... U=
=ty *[@n 1 (Us)Cn-t[Cn-2. . . Cop-p(Us)Cn-1Cn-2) s . . . Un] =
=ty # [@nt1 () * [0 2(Us)Ca-1Cn-2[Cn-3 - - . Con 3 (Us)Cu-1. + . Cn-8)Us . . . Ua]] =
= o =ty (w5 (1) # [ s (ts) # -+ # [2" (Un-1) ¥ t1a] -+ ).

Es ist offenbar, daB dieses Verfahren auch umkehrbar ist.
Das Assoziativgesetz der Operation u#*v kann man nach (5) folgender-
maBen einsehen:

(usv)kw=(ucp-1...C0)Cn-1...CoW=
=UCn-1...C3(VUCh-1...CeW)=U%(vEW).

Damit is der Satz 4 bewiesen.
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6. Nunmehr konnen wir mit Hilfe des Satzes 4 den Satz 2 beweisen.
BEwEIS (des Satzes 2). Mit den Funktionen (9) kann man die Funktion

F=Xx1...Xn
nach dem Satz 4 folgendermalien angeben:
(25) Xivo o Xn=X1 % [far1(xe) % [fa o (Xs) # -+ ¥ [f5 (Xn-1) % Xa] -+~ ]].
Die Funktionen fi(x) sind ndmlich umkehrbar:
) Ee" ™ xe*!, filfi(x)=e"( 'xe" e = (" " x)e" ! =x.
Beachten wir das Korollar 2, dann konnen wir statt (25) die Gleichung
(26,) x1...Xn=21%(X2% (X - % (X1 % X)) (n=2k;k=1,2,..)

bzw.

2 Xt .o X=Xy % [fo(X0) % [Xa# [fofxs) % «+ - # [fo(Xs-1) ¥ Xu] -+ ]]]
S A (R=2k+1;k=1,2,...)

schreiben.
Man kann (26,) nach dem Satz 1 so schreiben:
X1 X=0 p(x1)+ @ [p(x) + 9@ [p(xs) + -+

@) Aot ol M= e
(n=2k;k= ]12;"')!
welche Funktion die Eigenschaften a), b), d) schon hat. Wegen der Bedin-

gung c) soll
er=e=g¢'[np(e)

sein, woraus sich ¢(e)=0 ergibt.
Die Gleichung (26,) kann man mit der Bezeichnung
Po(x) 2L @ fo(x)
nach dem Satz 1 so schreiben:

X1 X =g @(x1)+ 99~ [po(xe) - @~ [ (x3) +- -
v+ @@ @o(Xn-1) + @ (Xa)] - ]]] =
= ¢~ [p(x1) + Po(x2) + ¢ (Xs) + * - + po(xn-1) + P (x)]
(n=2k+1;k=1,2,...).

(28)
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Diese Funktion hat die Eigenschaft b). Wegen der Bedingung d) soll

o {pg  e(x1) + Fo(x2) + -+ + @(Xu)] + Po(Xns1) + @ (Xns2) + -+ + P (Xen-1)} =
= ¢~ {p(x1) + Pog~ @ (X2) + Po(Xs) + - - + @ (Xns1)] +
+ @ (Xns2) + Po(Xns8) + - + @(Xon-1)}
sein, woraus man die Gleichung
+(n+1) +(n=1) +(ns1) +(n-1)
(29) { 909! [ ;;.: P (xX2r) + ,%‘ 9’0(xzv+x)] = é: Po(Xer) + ;1' P (X2v+1)
(A=2k+15kae1, 2 0s)
erhilt. Setzen wir hier

@ (Xv) = oo [r=1,...,%—(n+1)]

und
@o(Xews1) = Yoy [?=1,...,%(n—l)j|,
dann ist
Po(Xey) = G09™" (¥2v)
und

P(Xevs1) = 96 (Yors) = @S5 @ (Yors1) = P09 (Yeura),
also kann man statt (29) die Gleichung

n4l n4l
(30) woso“[gyy] = 2 9097 ()

schreiben. ;
J. AczéL und H. KIESEWETTER [4] haben gezeigt, daB (30) und die
Cauchysche Gleichung

(31) P07 (Y2t ¥s) = o9~  (¥2) + Poe~' (3s)
einander dquivalent sind, darum hat (30) als einzige sfetige (und streng

monotone) Lisung
Pop~'(y)=cy (c+0, konst.),

Po(¥) = 9fo(y) = co(y).
Setzen wir dies in (29) ein, dann ist

d. h. es gilt

+ (1) +(n-1) + (1) +(n-1)
C[vg{‘ P(Xey)+¢ ; (P(xzwl)]:C fgl p(xs) + ; @ (X2v41),

woraus ¢*=1, c= + 1 folgt.
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Im Falle ¢ =1 hat die Formel (28) die Gestalt (27) wegen der Bedin-

gung ¢) mit ¢(e) =0.
Im Falle ¢c=—1 kann man statt (28) die Gleichung

(32) X100 Xau= gl [g(—l)‘+‘@(x;)] (n=2k+1;k=12,...)

schreiben, falls Z (—1)*¢(x;) im Wertevorrat von ¢ liegt; aber es gilt immer,

il
weil sonst die Funktion (32) und damit auch (6,) nicht definiert ist [vgl.
auch die Bedingung a)]. Hier gilt die Bedingung c) fiir F auch dann, wenn
¢(e) 0, sondern beliebig ist. Dies bedeutet: wenn man die Funktion (6,)

in der Form (32) schreiben kann, dann gilt
xx3 ' =x=x"x

fiir ein beliebiges festes Element xo(€ [;), d. h. alle Elemente des Definitions-
bereiches der Funktion F sind Einheitselemente. Es ist aus dem Beweis des
Satzes 2 offenbar, daB fiir (32) auch a) gilt.

Damit ist der Satz 2 bewiesen.
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