Uber eine Eingenschaft der Parabel und des Paraboloids.

Meinem Freund O. Varga zum 50. Geburtstag gewidmet.
Von + J. EGERVARY (Budapest).

Die Richtung der einzigen Symmetrieachse der Parabel und des Para-
boloids wird bekanntlich durch denjenigen Eigenvektor der karakteristischen
Matrix bestimmt, welcher zum Eigenwert O gehort. Fiir die Richtungskosinusse
dieses Eigenvektors sind in der beziiglichen Literatur einfache explizite For-
meln angegeben.

Die Lage der Symmetrieachse wird aber meistens durch sehr kompli-
zierte Formeln (z. B. durch die Koordinaten des Scheitelpunktes) bestimmt.

In dieser Note wollen wir einfache Formeln herleiten, aus welchen man
die Koordinaten eines Punktes der Achse berechnen kann. Durch die Kennt-
nis eines Punktes und der Richtung wird aber die Achse eindeutig bestimm t.

Unsere Formeln lassen eine einfache massengeometrische Deutung zu,
welche wir hier vorausschicken wollen.

Werden in den (immer reellen) Mittelpunkten der Punktepaare, welche
die Parabel

X2+ 209Xy + )y + 203X+ 205y + A5 =0, anan—ah =0, |ax|+#0

auf der X-Achse, bzw. auf der Y-Achse ausschneidet, die Massen ay,
bzw. ay' angebracht, so liegt der Massenmittelpunkt dieser Massen auf der
Symmetrieachse der Parabel.

Werden in den (immer reellen) Mittelpunkten der Kegelschnitte, welche
das Paraboloid

an X'+ ny* + 52+ 205y 2 + 209 2X + 201Xy + 20, X + 20y + 2a32 + au =0
A=|ai|£0; Ay=0; 0,0, + a0 +aga,—al, —aix—ai +0

auf den Koordinatenebenen YZ, ZX, bzw. XY ausschneidet, die Massen
Ayl — A3, Qg0 — Q3 b2W. ay,00—al, angebracht, so liegt der Massenmittel-
punk! dieser Massen auf der Symmetrieachse des Paraboloids.
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Diskussion und Formeln fiir die Parabel. Die Gleichung

(1) A X'+ 201:XY + Au)y* + 215X + 205y + A3 =0

stellt bekanntlich eine Parabel dar, wenn

2) A=|ax|#0 und Agx=a,a0x—a},=0

ist, und die Achsenrichtung dieser Parabel wird durch die Gleichungen
3) cos(t,x):cos(t,y)=Ayu: Ag=—0y:0y = —0y:0y
bestimmt.

Die Polare eines Punktes (§, 7) in Bezug auf den Kegelschnitt (1) ist
gegeben durch

(4) (@uE+apn+as)x+ (ang + A+ )y + @+ AuN + Ay = 0.

Bei der Bestimmung der Lage der Parabelachse konnen wir davon aus-
gehen, daB die Polare eines beliebigen Punktes (§,7) der Achse auf die
Achsenrichtung (3) senkrecht steht.

Die Bedingung der Orthogonalitit ist nach (3) (4)

@&+ a4 ay - A&+ aun+ax
Ay Ag I
Erweiterung des ersten Bruches durch A, des zweiten Bruches durch Ay
und Addition ergibt fiir den gemeinsamen Wert dieser Briiche (mit Rick-
sicht auf (2))

(5) an8+ aen+ais s an&+ Aun+ ay il A
Ay Ay AL+ Ay
Es besteht weiterhin (wegen Ax—=0) die folgende Identitat
® Ay(@nE+ aun+ @) + An(anE+ ann + ax) = A.

Betrachten wir nunmehr die folgenden drei Geraden, welche zueinander paral-
lel sind.
Die Symmetrieachse:

Lo(§, m) = Au(@n &+ aun + &) — Ais(@n s + Q7+ ) =0.
Der zur X-Achse konjugierte Durchmesser

L& n)=aus+aun+ai=0.
Der zur Y-Achse konjugierte Durchmesser
L& n)=anE+aun+ax=0.
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Wir wollen die relative Lage der Parabelachse in Bezug auf die beiden

Durchmesser L, und L, bestimmen.
Seien Py(&, 1), Pi(&:, 1;) bzw. Py(&, 7,) beliebige Punkte der Geraden
L,, L, bzw. L,. Dann ist L,(P,) =0, also nach (6)

A

LI(P2)=A—13
und nach (5)
AA
Sl v e
Hieraus folgt
L(P) Ak

L(P) As+A4A
Nun ist aber nach (3) Al: Ax=ax:a,, d.h.

L, (Py) = i
L,(P,) T Gn+tay’

Analog ergibt sich

L(P) _ _ a
Ly(Py) n+an’

Wenn also P,, P,, P, kollinear sind, dann ist P, der Massenmittelpunkt
der Massen a,; und a,, welche in den Punkien P, und P, angebracht sind.
Symbolisch:

(7) Py=

ay P+ anP,
an+an
Man wihlt am einfachsten fiir P, und P, die Schnittpunkte der Koor-
dinatenachsen mit den zu ihnen konjugierten Durchmessern (d. h. die immer

reellen Mittelpunkte der Punktpaare, welche auf den Koordinatenachsen durch
die Parabel ausgeschnitten werden).

Man erhilt dann

als Schnittpunkt von L,=0 mit der X-Achse:

Qs
ay,

P 'ﬁ1=0;augl+ala=01§1=—

als Schnittpunkt von L,=0 mit der Y-Achse:

a
Py: &=0,aun+an=0, ’ie=__5§'
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Bei Beniitzung der symbolischen Gleichung (7) ergeben sich hieraus fiir die
Koordinaten eines Punktes der Parabelachse folgende einfache Formeln:

8 . S i
( ) §0 ay+ 0y’ » an + Qy

Diskussion und Formeln fiir das Paraboloid. Die Gleichung

au X+ any’ +au2’ +2anyz + 2a92x 4+ 2a,xy +

1
M +2a,x +2ayuy + 2042 + a4, =0

stellt bekanntlich ein Parabaloid dar, wenn
ay 4y 4

an ayn ay
Qy Ay Ay

) A=|aa|#0; Au= -0

01109+ An0ys | U@y — A1y — a3y —0a5, 5 0
ist.
Wir wollen folgende Abkiirzungen einfilhren:

Aa=i; die Unterdeterminanten zweiten Grades werden mit a,,

0aa
bezeichnet, wo p, bzw. ¢ den Indizen

3) Lo % 23
gleichgesetzt werden konnen und dann die Zeilenpaare, bzw. Spaltenpaare

@) 23 @GN (1,2) (149 (249 (39

(in der hier angegebenen Reihenfolge) bedeuten.

So ist z. B.
Li=aux+auy+a.

Bei der Substitution der Koordinaten &, #:,L; eines Punktes P; in die

Linearformen
Li=aux+aey+ auz+au (k=1,23,4)

werden wir abktirzend

Li(P) = Lu(&:, ni, §) = @ &+ @rami + sl + Qe
schreiben.
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Wir setzen als bekannt voraus, daB die Achsenrichtung des Paraboloids
durch die Gleichungen

@ cos (f, x):cos (t,y):cos(t,2) = Ay Au: Asu=
@) CxN €M (K=1, I, III)
bestimmt ist.

Die Polarebene eines Punkies P(§ n,L) in Bezug auf die Fliche (1)
ist gegeben durch

(5) Li(P)x+ Ly(P)y + Ly(P)z+ L(P)=0.

Bei der Bestimmung der Lage der Paraboloidachse werden wir auch
jetzt die Tatsache benutzen, daB die Polarebene eines beliebigen Punktes
(¢, m, C) der Achse auf die Achsenrichtung (4) senkrecht steht.

Die Bedingung der Orthogonalitdt ist nach (4) (5)

L) _ L) _LP)_ F™M 4

»

©® AT A AT 3A C SAC

(Die zwei letzten Gleichungen entstehen durch entsprechende Umformungen).
Es besteht weiterhin (wegen A,=0) die folgende Identitat:

(7 Ay Li(P)+ Az Lo(P) + AssLs(P) =D, A= A.

Betrachten wir jetzt die drei Ebenen:
1. Die zur X-Achse konjugierte Durchmesserebene

L, 1, §) = ank+ aun+ apl+a,=0.
2. Die zur ¥Y-Achse konjugierte Durchmesserebene

Ly(& 1, §) = an + ann+ay+a,=0.
Die zur Z-Achse konjugierte Durchmesserebene

Ly(§, 7, §) = anE+ ann + gl +ay=0.

Wir wollen die relative Lage der Paraboloidachse in Bezug auf diese
drei Durchmesserebenen bestimmen.

Wir schneiden die Ebenen L,=0,L,==0,L;=0 durch eine gemein-
same Normalebene. Die Schnittpunkte dieser Normalebene mit den Schnitt-
geraden L,xL,, LyxL,, L,xL, bzw. mit der Paraboloidachse seien P;(§ 8.,
Py(5ame8s), Ps(8smsls) bzw. Py(&080)-
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Wenn mann die evidenten Relationen
L(P) =0 fur isfk; i,k=1,2,3
beachtet, so folgt aus (6) und (7) unmittelbar

Lk(PG) s A A Am CRgK
2 A " Au ZA,.‘ a1+ enn + emm

k, K=1,2,3).

Diese Gleichungen bedeuten, daB ein Normalschnittdreieck (also auch
irgendein Schnittdreieck) des durch die Ebenen L,=0,L;=0,L;=0 ge-
bildeten Dreikants durch seinen Schnittpunkt P, mit der Paraboloidachse in
Teildreiecke geteilt wird, deren Flacheninhalte sich wie

@y1.@nn - enm

verhalten. Mit anderen Worten: Der Schnittpunkt P, der Paraboloidachse mit
einem Dreieck, dessen Ecken P,, P,, P; auf den Geraden L,xL,, LyxL,, L,xL,
liegen, hat die baryzentrischen Koordinaten

ar, enn, enmn-
Symbolisch:
®) VR | P+ enn P+ amm Py
o o -

a1+ enn + @mm

Man wihlt am einfachsten fiir P,, P, bzw. P, die Schnittpunkte der Gera-
den LyxL;, LyxL, bzw, L,xL, mit den Koordinatenebenen Y Z, ZX bzw. XY
(d. h. die immer reellen Mittelpunkte der Kegelschnitte, welche auf den
Koordinatenebenen durch das Paraboloid ausgeschnitten werden). Fiir den
Schnittpunkt P, der Geraden L,xL; mit der YZ Ebene erhdlt man

5150
Ly(P) = ann + Ayl + =0

Ly(P) = a5yt + 058+ a0y =0
also
Eimilii 1 =0 s —ap2:ay.

Ahnlich ergibt sich fiir 2, und P,
Bl =—aepns:0:ens:enn

Es:ma:ls:l =eame: —am::0: emu.
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Man erhilt also, bei Beniitzung der symbolischen Gleichung (8) fiir die
Koordinaten eines Punktes der Paraboloidachse folgende einfache Formeln :

9) E:m:8: 1 =camz—eans: ez —am; : e —ene: e+ eyn + emm

wo die GroBen a,, diein (3'), (3"”) prezisierte Unterdeterminante zweiter Ord-
nung bedeuten.

ZUsATZ. In der obigen Diskussion haben wir stillschweigend angenom-
men, daB wir mit dem aligemeinen Fall zu tun haben, daB also keiner der
vorkommenden Nennern verschwindet. Wir verdanken dem Herrn G. HAjOs
die Bemerkung, daB man die Formeln (8) auch fiir den Fall von ev. ver-
schwindender Nenner mit Hilfe einer Identitit beweisen kann: Schreibt man
ndmlich die Gleichung (5) der Parabelachse in der Form

an+aun+as+4iAis=0
0n§+ﬂn73+ﬂn+1Au=0:

wo 4 einen unbestimmten Proprotionalititsfaktor bedeutet, so werden diese
Gleichungen durch die Werte (8) von & und 7 und durch 4= (ay+as)"’
identisch befriedigt.

Nachher hat es sich herausgestellt, daB man auch die Formel (9) mit
Hilfe einer analogen Identitdit beweisen kann.

(Eingegangen am 27. Oktober 1958.)



