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Rosselsprungserien am unendlichen Schachbrette.

Herrn Professor O. Varga anlésslich seines 50-ten Geburtstages gewidmet.

Von FERENC KARTESZI (Budapest).

In vorliegender Abhandlung wird eine Darstellungsmethode des vierdi-
mensionalen euklidischen Raumes verwendet die einen auf die axonometrische
Darstellung des dreidimensionalen euklidischen Raumes errinert. Diese
Methode wurde vom Autor gelegentlich beim Studium eines mathematischen
Problems ausgearbeitet und verwendet. Das Problem bezieht sich auf am
Schachbrette durchgefiihrte Rosselsprungserien und fordert die Bestimmung
eines gewissen kombinatorischen Minimums. Die Aufgabe ist auch mit
anderer Methode unschwer zu ldsen. Doch meinen wir, daB die Darlegung
einer darstellendgeometrischen Methode zur Ldsung dieses kombinatorisch-
geometrischen Problems vielleicht nicht ganz uninteressant sein wird, ferner,
daB die Verallgemeinerung der zu behandelnden Aufgabe und Methode nicht
minder von Interesse sein kann.

1. Indem wir die Felder des unendlichen Schachbrettes mit ihren
Mittelpunkten identifizieren, erhalten wir ein zweidimensionales Punkigitter.
Aus einem gegebenen Felde sind achterlei Rosselspriinge moglich zu deren
Charakterisierung acht Gittervektoren notig sind; diese Gittervektoren

a,—a,b, —b,¢,—e¢, d, —d

konnen mittels Koordinaten charakterisiert werden, und es geniigen die
Benennungen der Gittervektoren

a(2, 1), b(1, 2), e(—1,2), d(—2, 1).

Die Angabe einer Rosselsprungserie kann mittels einer Summe geschehen,
deren Glieder aus den erwdhnten Gittervektoren zu nehmenr sind. Sollte im
Falle einer Rosselsprungserie nur das von Interesse sein, zu welchem End-
punkt (auf welches Feld) sie aus dem gegebenen Anfangspunkt (aus dem
gegebenen Feld) fiihrt, dann beschrinken wir uns auf gewisse reduzierte und
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geordnete Serien. So ist z. B. die der Summe
b+b+(—a)+(—a)+(—e)+(—b)+(—d)+b+a

entsprechende ROsselsprungserie (indem wir die Reihenfolge der einzelnen
Spriinge in die Folge a, b, e,d umordnen, dann die sich gegenseitig auf-
hebenden iiberfliissigen Schritte streichen) mit jener, der Summe

—a+2b—c¢ —d
entsprechenden Rosselsprungserie gleichwertig.

Im Folgenden wollen wir unter Rdsselsprungserie nur die Realisierung
emer Summe der Form

Sat+5Eb+&ce+8d

verstehen, wobei die Koeffizienten § ganze rationale Zahlen sind. Unter der
Linge einer Rosselsprungserie verstehen wir die aus den absoluten Werten
der Koeffizienten gebildete Summe

|G| +|&| 4 |&| 4+ 8] =2

Die Felder des unendlichen Schachbrettes kénnen mit den aus ganzen
Zahlen bestehenden Koordinatenpaaren (u,7), die Rosselsprungserien aber
mit den ganzzahligen Koordinatenquad-
rupeln (&, &, &, &) identifiziert werden.

Man kann von der Entfernung des

Feldes (u, #) des Schachbrettes von dem : —34-3-4—3 4
Anfangsfelde (0, 0), sowie von den zum R e s v
Felde (u, v) gehdrenden Rsselsprung- . 4 /: ) X232 } 4
serien sprechen: Wir wollen eine Ros- ‘h : ; ': ; 3 ; g g
selsprungserie (§,,&,,5,&) als zum } .} ; ; 3230323

Felde (u,») gehdrend nennen, wenn sie i‘ - g it

von (0,0) gerade zu (u,») fithrt. Die | ‘L‘ 23232

Lange der zum Felde (1, ») gehtrenden /3\‘ X N3

kiirzesten ROsselsprungserie soll die e ‘\‘, ': ‘, ,._3 fH,__ A
Entfernung des Feldes von (0, 0) ge- \_4 ‘4 -4

nannt werden. Die Entfernung eines / o

Feldes kann von mehreren zu ihr ge-
horenden ROsselsprungserien realisiert
werden. So ist z. B. leicht einzusehen, daB die Entfernung des Feldes (1,0)
gleich 3 ist und diese kann von beiden der Serien (1,0, —1, 1)(—1,1,0,—1)
realisiert werden.

Nun wollen wir die Punkte des das unendliche Schachbrett vertreten-
den Punktgitters beziffern wie es Fig. 1 aufweist. Aus dem mit O bezeich-
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neten Anfangspunkte ausgehend, werden alle jene Gitterpunkte mit 4 bezeich-
net, die mit 2 Rosselspriingen, aber mit keinen kiirzeren Serien erreichbar
sind. Die auf diese Art definierte L-7abelle kann mechanisch gewonnen
werden, indem wir mit (A1) jene bisher unbezeichneten Felder benennen,
die aus den mit 2 bezeichneten mit einem einzigen Rdsselsprung erreichbar
sind. (Die Numerierung der L-Tabelle ist natiirlich ad Infinitum durchgefiihrt
gedacht.) Wenn wir die auf das fixierte Punktgitter aufgelegte L-Tabelle einem
Gittervektor (u, ») entsprechend verschieben, dann besagt die verschobene L,

wie gross die Entfernung jedweden
‘[ Feldes von dem dem Gitterpunkte

| (u, v) entsprechenden ist.
K i Auf diese Weise wird das
\"l\

Punktgitter metrisiert; es kann leicht
verifiziert werden, daf der hier ge-
LN _ brauchte Entfernungsbegriff jenen
Postulaten entspricht, mit welchen
/ A die Entfernung immer eine ganze

N 2’1( . Zahl. _
N 74‘,5} 2. Die vom Anfangspunkt

0(0, 0) ausgehende und zu P’(u, »)

A fiihrende Rosselsprungserie (&, &,

&, &) kann als ein vierseitiges Vek-

torpolygon dargestellt werden, wie

Fig. 2. in Fig. 2., wo (&, »)=(1,9) und

(6 5,8, 8)=1(2, 1,2, 1) ist.

So kann das vierdimensionale Punktgitter eindeutig auf ein zweidimen-

sionales Punktgitter abgebildet werden:

&, 5, 5,8)— (1w, v)

Graphisch wird diese Abbildung durch Zuordnung des genannten Vektor-
polygons zum Endpunkt P’— realisiert. Diese Abbildung ist nicht ein-ein-
deutig, da zum Gitterpunkt P’ alle jenen Rosselsprungserien entsprechenden
(vierdimensional-riumlichen) Punkte P(§,, &, &, &) gehoren, die vom Anfans-
punkt zu P’ fiihren.

Die genannte Abbildung ¢(P)= P’ kann auch durch die lineare Trans-

formation
0 pu=25+85—&—2&
y== §1+2§2+2.Es+§¢

dargestellt werden, wenn sie auf die Punkte des vierdimensionalen Gitters
verwendet wird.

N 1%
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Betrachten wir nadmlich die paarweise senkrechten Einheitsvektoren

55',, 5&, Z)_Ea, 51::4; so erhalten wir fiir den aus ganzen Zahlen bestehenden
(&, &, &, &) in dem von diesen Vektoren bestimmten réchtwinkligen Koordi-
natensystem einen Gitterpunkt P. Dasselbe Koordinatenquadrupel kann auch
als die Bestimmung einer Rosselsprungserie betrachtet werden. Diese Rossel-
sprungserie wird in dem das Schachbrett vertretenden zweidimensionalen
Punktgitter von dem der Summe § a4 &b+ &ec -+ &d entsprechenden Gitter-
vektorpolygon dargestellt. Dessen Endpunkt P kann mittels den Koordinaten
der Vektoren a,b,e¢,d und den Koeffizienten der genannten Summe aus-
gedriickt werden, und fiir seine Koordinaten ergibt sich eben die Darstellung
(1). Eben deshalb kann die Abbildung ¢ auf alle Punkte des vierdimensio-
nalen Raumes ausgedehnt werden, zu welchen Zwecke die Abbildung ¢ durch
(1) definiert wird, und daher wollen wir sie im Folgenden immer i diesem
erweiterten Sinne nehmen.

Durch die Abbildung ¢ wird eine lineare Kombination der Punkte in eine
ebensolche lineare Kombination der Bildpunkte iiberfiihrt, d. h.

(2) 9(eA+0B)=p9(A)+op(B)

es handelt sich folglich um eine geradetreue und fteilverhdltnistreue Abbil-
dung. (2) ist aus der Definition (1) sogleich einzusehen. Die Eigenschaften
der Teilverhiltnis-, sowie der Geradetreue verlieren freilich ihren Sinn im
Falle gewisser Geraden; eine solche Gerade wird durch ein Punktpaar A, B
bestimmt, deren Elemente ungleich sind, aber ¢(A)=@(B). Solche Punkte
nennen wir ein Deckpunktpaar.

Nach dem Gesag'terl kann dle Fig. 2 50 aufgefat werden, daB die

Vektoren a—*OE’ b= OE,,c==-OE§,d OE‘ die durch ¢ entstandene
Bilder der Elnheltsvektoren e,, e,, e;, ¢, sind, die ihrerseits die Axen des das
vierdimensionale Punktgitter zustande bringenden Koordinatensystems sind.
Die Geraden xi, x;, X3, x; aber sind die Bilder der Koordinatenaxen. Das aus
O nach P’ fithrende Vektorpolygon-Bild hat auch seinen Gegenstand im
vierdimensionalen Raume, u. zw. jenes die Summe 2e,+ e,+ 2e;+ e, reali-
sierende Vektorpolygon, das vom Anfangspunkte zum Gitterpunkt P fiihrt.

3. Nun wollen wir noch zeigen, dal die Abbildung ¢ durch ortho-
gonale Projektion des vierdimensionalen Punktraumes auf eine geeignete Ebene
2 durchgefithrt werden kann; vorher miissen wir aber die orthogonale Pro-
jektion des vierdimensionalen Punktraumes auf eine Ebene definieren.

Es sei die Ebene 2 im vierdimensionalen Euklidischen Raum R, von

der Ebene IT linear unabhingig, sie sollen daher nur einen gemeinsamen
Punkt haben. Zwei derartige Ebenen sind orthogonal, wenn die Vektoren des
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einen auf alle Vektoren des anderen senkrecht sind. Wenn die auf einander
senkrechte Ebenen 2 und I/ nur einen gemeinsamen Punkt P’ haben und P
ein willkirlicher Punkt von [/ ist dann sagen wir, daB die orthogonale Pro-
jektion von P auf die Bildebene 2 der Bildpunkt P’, und II die projizie-
rende Ebene des P sind. Die Gesamtheit der auf X' projizierenden Ebenen
kann aus einer einzigen solchen abgeleitet werden, indem man diese mit
allen den Vektoren der Bildebene entsprechenden Verschiebungen transponi-
ert. Gleichzeitig wird auch der Schnittpunkt P’ der projizierenden mit der
Bildebene verschoben indem er simtlich Punkte der Bildebene beschreibt.

\ In diesem Sinne sind sdmtliche

‘{ﬂ /4 & projizierende Ebenen unter sich

\_L V]| parallel, weiterhin entsteht zwi-

" et \ /I" . L%  schen der Menge der projizieren-
- A / /_Jf/‘," den Ebenen, sowie der Menge
\JT\R i = der Punkte der Bildebene eine

i : = eineindeutige Verbindung. Zwei

=l < Punkte derselben projizierenden
/!L A& Ebene bilden ein Deckpunktpaar,

und zu den Punkten eines Deck-

N' punktpaares gehort eine (gemein-

Fig. 3. same) projizierende Ebene. Nun

wollen wir aber die durch die
erste und zweite Gleichung von (1) definierten Hyperebenen N und M, sowie
die auf jene Hyperebenen senkrechten Geraden u und v betrachten. Diese
zwei Geraden spannen eine Ebene 2 auf und sind, wie aus dem Skalarpro-
dukt der Koeffizienten der Gleichungen (1) ersichtlich, aufeinander senkrecht,
konnen also auf der Ebene 2 als Koordinatenaxen fungieren. Wir wollen
im System O(u,v) eine Einheitsstrecke wihlen, deren |10-faches mit der
Einheitsstrecke des Systems O(x,, x;, x;, x,) {ibereinstimmt. Wenn die Rolle
von N, resp. von M durch die von den Axen x, X,, X;, X, aus O beginnende
und der Reihe nach Strecken von der Linge

u/2, u, —u, —u/2 resp. v, v/2, v/2, v

abschneidende Hyperebenen iibernommen wird, dann wird 2 von diesen
genau in den Geraden mit der Gleichung u =g, resp. v=7v (die Geraden
N’ resp. M’ der Fig.) geschnitten, die auf 3 senkrecht sind. Die Hyperebenen
M und N schneiden sich in einer gewonlichen Ebene I7. Die Punkte dieser
Ebene sind durch das Gleichungsystem (1) definiert; diese Ebene ist auf X
senkrecht, und schneidet diese im Punkte P’(u, %), im iibereinstimmenden
Bildpunkie samtlicher Punkte der projizierenden Ebene I7. Also wurde ¢ als



Rosselsprungserien am unendlichen Schachbrette. 281

orthogonale Projektion des Punktraumes R, auf die Bildebene X definiert.
Aus dem Gesagten ist auch klar, dafl die Projektionen der Punkte der
genannten Hyperebenen nur je eine Gerade ausfiillen, d. h. die Geraden
M’ N* der Fig. sind die zu Geraden zusammengeschrumpften Bilder der
Hyperebenen. (Im Falle der Fig. u=2,»=3.)

Unsere Feststellungen beziiglich ¢ wollen wir ergédnzen, indem wir den
Zusammenhang des in der Rede stehenden vierdimensionalen Punkgitters und
der Gesamtheit der durch die Gitterpunkte gehenden projizierenden Ebenen
I1 charakterisieren.

Die durch jedweden Gitterpunkt eines vierdimensionalen Punkigitters
gehende projizierende Ebene IT enthdlt unendlich viele Gitterpunkte. Auf der
Ebene II bilden die Gitterpunkte ein zweidimensionales Grundgitter, dessen
leeres Gitterquadrat die Seitenldnge )10 hat.

Betrachten wir ndmlich die gegenseitig inversen Transformationen

pu= 2§-+5—E—2§ §= wu+0+20+4+o0
¢ =—E—b+0+E, E— —u—v—p+20
o= §+5+&+0 = u+r420—o0.

Die Determinante beider ist gleich —1. Es ist klar, daB wenn eines der
&,5,5,8) und (u,v,0,0) von ganzen Zahlen besteht, auch das andere
solcher Art ist. Betrachten wir ferner die speziell gewahlten Punkte

4 R(w,v,—u—v,u+v) und SQo+0, —0—20, —0+20,20—0).
Zu diesen gehoren laut (1) die Bildpunkte
) P(R)=R'(x,7) und ¢(S)=S5'(0,0)=0.

Der den Raum beschreibende Punkt P aber kann laut (3) aus den sp2ziell
gewdhlten Punkten R, S durch die lineare Kombination
(6) P=R+S
immer dargestellt werden. Daher ergibt sich laut (2) und (5) fiir den Bild-
punkt P’=R’. Wenn wir daher zum fixierten Gitterpunkt R sdmtliche Gitter-
punkte S addieren, erhalten wir alle jene Gitterpunkte P, die in den gemein-
samen Punkt R’ projiziert werden. Die erwidhnten Punkte sind dann Gitter-
punkte, wenn die Parameter w,», resp. ¢, ¢ ganzzahlig sind. Es bleibt nun
noch zu bestdtigen, daB die durch (4) definierten S-Punkte einen Grund-
gitter bilden.

Betrachten wir zu dem Ende die Gitterpunkte

A —~1;5-1,2) ‘wd B0, =22~
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Die S-Punkte lassen sich aus diesen durch die lineare Kombination
oA+ 0B=§
ableiten. Durch (7) wird eben gesagt, da die S-Punkte ein zweidimensiona-

les Punktgitter bilden. Aus den Koordinaten der Grundvektoren OA und OB
ist feststellbar, dafi es sich um aufeinander senkrechte Gittervektoren handelt,
und daB die Linge beider )10 betragt; hiermit ist unsere Behauptung
bewiesen.

4. Unter Benutzung der Abbildung ¢ kann die axonometrische Dar-
stellungsmethode des vierdimensionalen Punktraumes einfach konstruiert
werden. Die graphische Darstellung eines Punktraumes R, mittels einer zwei-
dimensionaler Bildform kann (@hnlich wie im Falle R;) folgenderweise durch-
gefiihrt werden:

Die Angabe eines Bildpunktes P’ zeigt noch nicht, zu welchem Punkt
des Raumes R, derselbe gehort. Von den Punkten die zu den Bildpunkt
fiihrten, wissen wir nur, dass sie beliebige Punkte einer gewissen Ebene /7
sein konnen. Wenn wir aber zum Bildpunkt P’ noch ein von O ausgehendes
und in P’ endendes Vektorpolygon mit zu x;, x;, x;, xi resp. parallelen Seiten
hinzufiigen, haben wir hiermit einen einzigen Punkt P der genannten Ebene
IT bestimmt, d. h. wir haben den Punkt P durch

P’ + Vektorpolygon”

dargestellt, womit der Punkt P in R, eindeutig rekonstruierbar ist.

So ist z. B. der zweidimensionale Gitterpunkt P’ — wenn wir auch
wissen, daB er ein Element des vierdimensionalen Punktgitters darstellt —
noch das gemeinsame Bild unendlich vieler Gitterpunkte P. Wenn wir aber
dem Bildpunkte P’ noch das die Summe 2a+b+2c¢+d realisierende
Vektorpolygon anschliefen, dann haben wir einen der unendlich vielen vier-
dimensionalen Gitterpunkte ausgewahit, u. zwar jenen, der dem Koordinaten-
quadrupel (2, 1, 2, 1) entspricht.

Nun kann auf Fig. 1 zuriickblickend gefragt werden, welcher Konfigu-
ration des vierdimensionalen Punktgitters die mit demselben 4 bezeichneten
Punkte entsprechen? Um diese Frage zu kldren, wollen wir uns vorder-
hand mit einem Sechzehnzelle genannten regelmiBigen konvexen Polytop
beschaftigen.

S. Betrachten wir jene Hyperebenen, die im Raume R, bei fixiertem
Werte 4=0 durch die Gleichungen

(8) j_’ :E‘I i E;‘e + E% i %4:)-

bestimmt sind. Den 16 Variationen der unbestimmten Vorzeichen entsprechen
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16 verschiedene Hyperebenen. Jede solche Hyperebene ist die Grenze eines
geschlossenen, den Punkt O enthaltenden vierdimensionalen Halbraumes. Der
gemeinsame Teil dieser Halbraume ist ein geschlossener vierdimensionaler
konvexer Bereich 1%, dessen Grenzpunkt-Formation eine Hyperfliche 6", die
segenannte regelmdpige Sechzehnzelle ist.

Die Grenzpunkte von T"— die Formationen werden in der Reihenfolge
der Dimensionen 3, 2, 1, O benannt — bilden Zellen, Fldchen, Kanten, Schei-
telpunkte; alle diese vereint erschopfen samtliche Punkte der Hiperfliche 6.
Es gibt 8 Scheitelpunkte; sie sitzen paarweise auf den Axen x, Xy, Xs, X,
so z. B. auf x, die Scheitel (—4,0,0,0) und (4,0,0,0). Die Kanten sind
24 kongruente Strecken. Die Fldchen sind kongruente regelmifige Dreiecke;
ihre Ahnzahl betrdgt 32. Die Zellen sind kongruente regelmdfiige Tetraeder,
die Anzahl der Zellen ist 16, daher der Name: regelmaBige Sechzehnzelle.

Die Punkte von T" werden durch die Bedingung

&+ & +[&| +[&] =4

definiert; wenn das Zeichen ,,<” gilt, dann wird von inneren — sonst von
Grenzpunkten gesprochen Der Hyperfliche & entspricht die zu 4 gehorende
Gleichung -

Betrachten wir nun die durch die Parameterwerte 4=0,1,2,... defi-
nierte Serie von Hyperflichen. Da jeder vierdimensionale Gitterpunkt auf
irgendeiner solchen Hyperfliche liegt, und jede solche Hyperfliche einen
Gitterpunkt enthdlt, aber zwei verschiedene solche Hyperflichen keinen
gemeinsamen Punkt enthalten, leuchtet es ein, daB das vierdimensionale
Punktgitter mittels der genannten Flachenserie in Klassen einteilbar ist. Die
Klassen werden von den Gitterpunkten der zu den verschiedenen 4-Werten
gehorigen Hyperflichen 6" gebildet, indem A(=0) alle ganzzahligen Werte
durchlduft. Das zu dem Wert 4=0 gehorige Element der Fldchenserie ist
die zum Anfangspunkt O degenerierte Hyperfliche, die weiteren Elemente
aber sind aus ' mittels Homothetie herzuleiten, deren Mittelpunkt der Punkt
0, und deren Modul 4 ist, ho daB es sich um ganzzahligen VergroBerungen
handelt.

Nun werden wir untersuchen, wie sich die Klassenaufteilung des vier-
dimensionalen Punktgitters auf der zur Z2-Ebene orthogonalen Projektion
spiegelt.

6. Auf Grund der Gerade- und Teilverhiltnisbestdndigkeit der Abbil-
dung ¢ ist die Richtigkeit rolgender Feststellungen leicht einzusehen.
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Die Projektionen der Hyperfliche 6" fiillen ein konvexes Polygon aus.
Dieses Polygon ist ein zum Mittelpunkt O symmetrisches Achteck A[A;...-A;
(Fig. 5.). Seine Scheitelpunkte sind die den Scheitelpunkten der Hyperflache
entsprechenden Projektionen. Mit Ay und — Ax wurden die Endpunkte der
mit 4 und —4 multiplizierten Einheitsvektoren der Koordinatenaxe bezeich-
net, sobald deren Anfangspunkt der Punkt O ist. Die zu den ganzzahligen
Werten des Parameters (> 0) gehdrenden Bildachtecke konnen aus den zum
Werte A=1 gehtrenden mit-
tels einer A-fachen Vergofie-
rung mit dem Zentrum 0O
abgeleitet werden (Fig. 4).
Es ist zwechmaBig, die Git-
terpunkte des das Schach-
brett vertretenden Punktgit-
ters — die helle und dunkle
Farbung der Felder folgend
— zu fédrben, was in Fig. 4
fiir die Gitterpunkte der Ha-
uptdiagonalen durchgefiihrt
ist. (Der Anfangspunkt ist
in Fig. 4 und 5 ein dunk-
ler.) Der Bildbereich zu ¢
soll 9* heiBen, die durch
die Bildbereiche erzeugten
von aussen geschlossene
Zonen (Fig. 4) seien mit

Fig. 4. w* bezeichnet. Zum Zonen-
bereich w* wollen wir die
Grenzlinie von $* hinzurechnen, nicht aber jene von 9*-'.

Betrachten wir nun jene Gitterpunkte des einen Bildbereiches 9, die
als Projektionen der vierdimensionalen Gitterpunkte entstanden sind. So zeigt
Fig. 5 den Fall A=3. Nachdem in Rosselsprung aus irgend einem Felde
auf ein Feld engegengesetzter Farbe fiihrt, und O diesmal ein dunkler Punkt
ist wird eine in O beginnende Rosselsprungserie von der Ldnge 4A=:3 in
einem hellen Punkte enden. Wenn also 4 eine ungerade Zahl ist, dann wer-
den die Gitterpunkte von 6 in der Projektion einen hellen Gitterpunkt lie-
fern. (Sollte 4 einen geraden Wert haben, dann sind die Gitterpunkte der
Projektion dunkel.) Es werden aber nicht simtliche hellen Gitterpunkte des
Bereiches AjA;...—A; als Projektionen der entsprechenden Gitterpunkte
von 6" auftreten; Im Falle der Figur sind die Projektionen von 6'jenehellen
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Gitterpunkte, welche nicht als Endpunkte der von O ausgehenden aus drei
Rosselspriingen bestehenden Serien entstehen konnen. Wir ordneten also
jedem A-Wert eine zum Bereiche 9" gehbrend aus lauter hellen, oder lauter
dunklen Gitterpunkten bestehende Konfiguration zu, je nachdem der i-Wert
ungerade, oder gerade ist. Wir wollen diese Gitterpunktkonfiguration K’
nennen. Die mit kleinen Kreisen bezeichneten Punkte der Fig. 5 bilden o
(Der Punkt O gehort nicht dazu.)

Wir betrachten jetzt die Bildebene X als aus unendlich vielen Schich-
ten bestehend und wir bezeichnen die Schichten mit den Werten 1=1,2,3,...
Die Schichte mit cem Index 4
bilden Tabelle L* die aus der
Konfiguration K* dadurch ent-
steht, dass an die Stellen der
mit kleinen Kreisen bezeichneten
Punkte iiberall die Zahl 1 ge-
schrieben wird. Die Schichten
sind in der Reihenfolge der Indi-
zes geordnet, d. h. so, daB die
mit 4+ 1 bezeichnete Schicht jene
mit 7 bedeckt. Auf diese Weise
erhilt ein jeder Gitterpunkt des das
Schachbrett vertretenden Punkt-
gitters unendlich viele Bezifferun-
gen (wenn es ein dunkler Punkt
ist, eine ungerade, 1m Falle eines
hellen, eine gerade Zahl). Wenn
wir fiir die Gitterpunkte immer Fig. 5.
nur die Bezifferung mit dem klein-
sten Index behalten und die iibrigen I0schen, dann ist es klar, dass wir die
Zifferntabelle L — wie diese bei Fig. 1 definiert wurde — erhalten.

Mit der Bestimmung der Struktur der Konfiguration K* wollen wir uns
nicht beschiftigen, da uns nur die Frage interessiert, welche Indizes in den
Zonen o*(A=1,2,3,...) vorkommen und nach welcher Regel sie geordnet
sind, falls wir das ganze der Zifferniabelle L betrachten. Hierbei wird uns
die Ableitung von L aus der Serie L', L% L% ... mit dem erwdhnten Ver-
fahren Aufklarung erteilen. Diese Frage soll nun detailliert werden.

7. Die Indizierung der im Bereiche % und auf dessen Grenze gelegenen
Gitterpunkte ist nach dem zu Fig. 1 gegebenen mechanischen Verfahren rasch
durchfithrbar. Zur konzentrischen Verbreitung der L-Tabelle tiber die Grenze
von 9 hinaus wird es vorteilhafter sein folgende Feststellung zu beniitzen:
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In der Zone «* una in deren duferen Grenze bekommen die dort
befindlichen Gitlerpunkte (wenn i > 2) je nach den zweierlei Farben die Indi-
zes A, oder A+ 1, so aber, dafi den duperen Scheitelpunkten das Index A
zukommt.

Der beweis kann mittels vollkommener Induktion gefiihrt werden. Fig. 1
zeigt, dal die erste Zone, deren Bezifferung der mitgeteilten Regel entspricht,
wirklich die Zone «*® ist. Betrachten wir nun die Zone w* und nehmen wir
an, daB fiir diese die Regel gilt.

Die Zonen »* und @**! sind aus vier solchen Teilen zusammengesetzt,
wie in Fig. 6. Aus an der Grenzlinie (und umso weniger in deren Innerem)
liegenden Gitterpunkten kann man mittels eines einzigen Rosselsprunges

5 %  nach keinem Gitterpunkt der
JZ_ Zone ™' gelangen. Aus

: " i‘ 'l Ll Yons den an der Grenze der Zone
4 * befindlichen Gitterpunk-

- ten konnen simtliche Git-
terpunkte der Grenzlinie von
: w1 erreicht werden, aber
b~ A By weiter kbnnen wir mit einem
0 i einzigen RoOsselsprunge in
T1 I die Zone w**? nicht eindrin-
gen. Die inneren Gitterpunkte
der Zone w**! kdnnen auch
aus den inneren Gitterpunkten von «* mit einem RoOsselsprunge erreicht
werden. Alle diese sind aus Fig. 6 unmittelbar ablesbare Tatsachen. Die Git-
terpunkte der Zone o?* filhren jedoch die Indizes 4 (dunkel) und 4+ 1 (hell):
dies war die Annahme. Folglich fithren die Gitterpunkte der Zone w**! die
Indizes 441 (hell) und 2+ 2 (dunkel). Unsere Behauptung ist also richtig.

Beziiglich L, kann noch gefragt werden, wo sich die Gitterpunkte mit
dem Index 4 befinden? Wenn A=5, dann sind die Gitterpunkte mit dem
Index 4 dunkle, oder helle Gitterpunkte der zusammengesetzten Zone w*-' + w?*,
je rucndem A ungerade oder gerade ist, angenommen, daf der Anfangspunkt
O dunkel gewdhlt wurde. Dies folgt unmittelbar aus dem bisher Gesagten.

Die durch Zonen charakterisierbare einfache Strukturregel ist also von
4==5 an giltig, kann aber bei niedrigeren Indizes wegen dem zu den
Gitterpunkten (+ 2, + 2) gehdrenden Index 4 nicht verwendet werden.

8. Es bietet sich folgende Aufgabe: Es soll ein Gleichungssystem
AuXi+ QX+ ++ + A Xn = by

&

Fig. 6.

: : (m < n)
A1 X1+ Gma X2+ *** + Amn X = Oy
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mit rationalen ganzen Koeffizienten gegeben sein, das eine aus ganzen Zahlen
bestehende Losung (x;, x.,...x,) besitzt. Betrachten wir die mit den ganz-
zahligen Losungen definierte kleinste Zahl

:xll+|xi|+ voe |x=-i =1,

weiterhin das System jener Losungen (x,,x,,...,x,), die das gewiinschte
Minimum herbeifithren. Wir wollen dieses das zu den ganzen Zahlen geho-
rende minimale Losungssystem nennen. Die linke Seite des Gleichungssystems
sei derart, daB es bei beliebigen (b, b,, ..., b,) eine ganzzahlige Losung
(x1, X, - .., X») besitzt. Es wird gefragt: welche Struktur hat die Menge L der
minimalen Ldésungssysteme?

Die Punkte 1—7. enthalten die Erledigung eines speziellen Falles
dieser Frage. Es scheint nicht uninteressant zu sein, die angefiihrte allge-
meine Frage mittels einer dhnlichen geometrischen Methode zu erledigen.
Darauf mochte ich in einer kiinftigen Arbeit zuriickkommen.

(Eingegangen am 4. November 1958.)



