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Verallgemeinerte Addition von Dichten.

Herrn Professor Otto Varga zum 50. Geburtstag mit Freundschoft gewidmet.

Von J. ACZEL (Debrecen).

Eine (gewohnliche) Dichte g0 vom Gewichte p ist ein geometrisches
Objekt mit einer Komponenten im n-dimensionalen Raume, das bei einer
Transformation

F=yg'(E), (k,x=1,2,...,n)
der Koordinaten mittels der Formel

(1) §=—2

p——k/
_ : /I’
transformiert wird, wo

=

a2

+0

die Funktionaldeterminante der Koordinatentransformation ist, und wie {iblich

A A S
sgt== 0 fiir t=0,
\—1 fiir <0
geschrieben wurde.

Es ist wohlbekannt und man sieht auch aus (1) sofort, dass die Summe
von zwei Dichten nur dann wieder eine Dichte ist, falls sie von gleichem
Gewichte sind, dagegen ist das Produkt einer Dichte vom Gewichte p mit
einer anderen vom Gewichte ¢ immer eine Dichte vom Gewichte p--g¢ falls
man sich auf positive / beschriankt. ST. GoLAB—H. PIDEK LOPUSZANSKA 1958
(S. Literaturverzeichnis) werfen davon ausgehend das Problem auf, wann die
mit der eindeutig umkehrbaren, derivierbaren Funktion F gebildete ,,Quasi-
summe”

(2) FIF ' (g)+F ()]
von Dichten oder allgemeiner von G-Objekten mit der Transformationsformel

(3 u=0[6"(8)J1, (=1,2)
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wieder ein G-Objekt ist. Die 6,(f) sind fiir 50 eindeutig umkehrbare
mefibare Funktionen, in (1) ist speziell #,(f)= ¢t/ sgt. — Die G-Objekte
sind mit den gewdhnlichen Dichten (vom Gewichte —1) dquivalent, in (3)
wird diese Aquivalenz durch 6; erzeugt.

Diese Frage wollen wir in dieser Arbeit statt fiir (2) gleich fiir die all-
gemeinere Operation

4) FalFi' (31) + F: ' (82)]
und ohne Derivierbarkeitsvoraussetzungen losen (Fi, Fu, Fs sind eindeutig
umkehrbare messbare Funktionen). — Die analytische Fassung und gewisse

Losungsschritte unseres Problems sind denen von B. DE FINETTI 1931, G. H.
HArRDY—]. E. LITTLEWOOD—G. POLYA 1934, I. J. GooD 1950, ]. ACZEL 1955,
1958 und St. GoLAB—S. LojasiEwicz 1956 gewissermafien verwandt.

Es sollen also g; (i=1,2) laut (3) transformiert werden, wdhrend ihre
,verallgemeinerte Summe”

(5) as = Fa[Fi'(3) + F '(g2)],

wo F,, F, und F, eindeutig umkehrbare meBbare Funktionen sind und (5) in
jedem Koordinatensystem giiltig ist, laut

(6) s = 6a[65" (9s) /]
transformiert wird (auch 6, ist mefibar und eindeutig umkehrbar). Unser Ziel
ist, bei gegebener Operation (4) (d. h. bei gegebenen F,, F,, F,) jene G-Objekte
@i, 42 (d.h. jene Funktionen #,,6,) zu bestimmen, deren verallgemeinerte
Summe (5) wieder ein G-Objekt ist, und dann die Transformationsformel
dieses resultierenden Objektes (oder, was gleichbedeutend ist, die Funktion 6,)
festzustellen. Wir sagen in diesem Falle, daB o, und g, die veraligemeinerte
Addition (4) zulassen.

Da (5) als in jedem Koordinatensystem giiltig vorausgesetzt wurde, gilt
auch

= F[F' @)+ F2 ' (@)]-
Wenn wir hier (3), (6) und (5) einsetzen, gelangen wir zur Funktionalgleichung
00" {FslFi' (9)+ F2 ' (9]}.)) =
= Fo(Fr {6161 (a0 J1} + F2 {6161 (92) /1)),
die mit den Bezeichnungen
x 60 @), a=0(x), (i=1,2),
®) FEEF ), (=1,2),
© F5(x) * Fy ' {6(x)

(M
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in
(10) F LA+ Ll D] =Ff ' [fi(x) 4 fo(x2)] ]
tibergeht.

Um diese Funktionalgleichung zu losen, halten wir J vorlaufig fest und
schreiben

(11) AL O, (7=1,23).
So wird aus (10) mit
¥ fx),  (i=1,2)
endlich
@1 () ga(t) = ¢s(t + 1)

Das allgemeine Losungssystem dieser Funktionalgleichung (vgl. H. W.
PEXIDER 1903), die durch Einsetzen von ¢, =0 bzw. £,=0 auf die Grund-
gleichung (A. L. CaucHy 1821)

gt)+ot) =9+ 1)

zuriickgefiihrt werden kann, lautet aber unter Voraussetzung der Messbarkeit

von «;(t)
i () =ct+a,,

¢u(t) =ct+cy,
¢s(t) =ct+c,+co,

wo ¢, ¢, und ¢ drei Konstanten sind, die aber von der provisorisch fest-
gehaltenen Verdnderlichen / noch abhidngen. So gilt [vgl. (11)]

HUE O)=git) = c())t+ei()), (j=123; a=a+c)
oder, was dasselbe ist,
(12) [i(Jx) =c(Nfi(x)+¢()) (=123, a=06+¢c)

Um diese Funktionalgleichungen zu losen, setzen wir x=1 ein und
erhalten

oder wenn wir dies aus (12) subtrahieren und
(13) B C[HE—LD),  (=1,2,3)

einfiihren:

(14) h;(Jx) = c())hi(x) + h;(]), (J=1,2,3).
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Aus Symmetriegriinden folgt weiter
hi(Jx) = c()h;(J) + hi(x)
und durch Vergleich der beiden letzten Gleichungen
(15) hy(x)[e())—1] = h;())[e(x)—1].
Zwei Fille miissen jetzt unterschieden werden:
A) c¢(t)z1 und B) c(t)=1.

Im ersten Falle A) gibt es ein #, derart, dali c(f,)) 1 ist und aus (15)
bekommen wir mit

O =
die Losung
(16) hj(x) = kj[c(x)—1], (j=12,3).
Setzen wir dies in (14) ein, so erhalten wir
(17) kic(Jx) = kic(J)c(x).

Wire ein k;=0, so wiirde aus (16) h;(x)=0 folgen und wegen (13)
wire das entsprechende f;(x) konstant, was aber den Definitionen (8), (9)
und der vorausgesetzten eindeutigen Umkehrbarkeit der Funktionen F; und
6; widersprechen wiirde. Also ist k;5=0 (j==1,2,3) und (17) geht in

e(Jx)=c(/)e(x)

iiber. — Die mefibaren Losungen dieser Gleichung [wegen (8), (9), (13) und
(16) ist mit F;, 6;, f;, h; auch c(x) eindeutig umkehrbar und mefbar] sind
aber die folgenden und nur diese (s. R. ScHimmAcK 1908, J. AcziL 1958)

(18) c(x)=0, c(x)=sgx,
(19) c(x)=|x[",
(20) c(x)=|x|" sg x, (a+0).

(18) und (19) sind nicht eindeutig umkehrbare Funktionen, so kommt
fiir unser Problem nur (20) in Frage. [Falls immer x >0 wire, wiirde auch
(19) taugen, in diesem Falle fdllt aber (19) mit (20) zusammen.] Dann ist
aber aus (16) und (13)

(2]) fr(x)‘:;(‘l":xr] ng‘-l_k:'! (J: lr2) 3; kf?‘:ol 07‘:0)’
(K £01)—k; konstant).
Setzen wir dies endlich in (12) ein, so erhalten wir

¢;(J)=Ki(1—[J"sgJ) und &=a+e,
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so dal

(22) K,= K,+ K,

ist. Also ist im Falle A) wegen (8), (9) und (21), (22)

(23) 0:(x) = Fi(k:|x|" sg x + K), (i=1,2; kis=0, a5=0),
(24) 0,(x) = Fy(k; | x|" sg x + K, + K>), (ks 5=0)

die allgemeine mefibare und eindeutig umkehrbare Losung der Funktional-
gleichung (7). (Das Einsetzen zeigt namlich auch, daB (23) und (24) die
Gleichung (7) erfiillen.)

Im Falle B) reduziert sich wegen ¢(f)==1 die Gleichung (12) auf

(25) Fi(Jx) = f(x) ¢ (J), (=123 a=a+c)

Setzen wir hier (vgl. H. PEXIDER 1903) x=1 ein, so erhalten wir einen Zu-
sammenhang zwischen f; und ¢;:

(26) L) =5 +e()), (=123 a=ac+c),
welcher in (25) eingesetzt

¢ (Jx) = ci(x)+¢;(/])
ergibt. Die allgemeine messbare Losung (wegen (8), (9) und (26) ist mit F;,

6, und f; auch c¢;(t) eindeutig umkehrbar und mepbar) dieser Gleichung ist
aber (s. R. ScHimmack 1908, |. AczeL 1958)

¢;(x)==k; log |x],
was aber nur dann eindeutig umkehrbar ist, falls x > 0,
ci(x)=kK;logx, k0
ist. (26) ergibt dann (K;“'f,(1) ist konstant)
() =klogx+K;, (J=1,2,3; kj=0) und k;= k,+ k..
Also ist im Falle B) wegen (8) und (9)
(27) 0i(x) = Fi(k:log x+ K)), (i=1,2, kis=0, x>0).
(28) 0,(x) = Fi[(k+k)logx+ K,  (k+k+0)
die allgemeine meBbare und eindeutig umkehrbare Losung der Funktional-

gleichung (7) fiir positive /. Das Einsetzen zeigt namlich, daf (7) durch (27),
(28) fiir />0 erfiillt wird.

Zusammenfassend haben wir den
Satz. Die Funktionalgleichung (7) hat bei Zulassen von beliebigen [

das Losungssystem (23), (24), bei Beschrinkung auf positive | auch noch (27),
(28), es gibt aber keine weitere messbare und eindeutig umkehrbare Lisungen.
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Zwei G-Objekte lassen eine verallgemeinerte Addition (4) dann und nur
dann zu, wenn die Funktionen die ihre Aquivalenz mit einer gewéhnlichen Dichte
vom Gewichte —1 erzeugen, von der Gestalt (23) oder (27) sind (letztere nur
falls man sich auf Koordinatentransformationen mit positiver Funktionaldeter-
minante beschrinkt). Dann ist auch das resultierende Objekt mit einer solchen
Dichte dquivalent und die Aquivalenz wird durch die Funktion (24) bzw. (28)
erzeugt.

Unser Satz enthilt u. a. die folgenden schon erwidhnten Spezialfille : Die
gewohnliche Summe von zwei gewohnlichen Dichten ist genau dann ein
G-Obijekt, falls sie von gleichem Gewichte sind. Das Produkt zweier gewthn-
lichen Dichten mit beliebigen Gewichten ist immer auch selbst eine gewohn-
liche Dichte, falls man sich auf Koordinatentransformationen mit />0 be-
schrinkt. Wir bemerken, dass g,q. nur fiir positive g,, g, eine verallgemeinerte
Addition (4) ist. — Man kann iibrigens mit unserer Methode auch fiir die
,verallgemeinerte Multiplikation” Fs[Fi'(q1)-F:'(g2)] von G-Objekten und auch
fiir W-Objekte mit

w; = ;[0 I(IUJ)|./|]
(j=1 oder 2 oder 3) statt (3), (6) einen dhnlichen Satz beweisen, dies er-
gibt aber im wesentlichen nichts neues.

Die Forderung der Messbarkeit kann durch schwichere Forderungen er-
setzt werden (z. B. durch Majorisierbarkeit mit einer messbaren Funktion auf
einer Menge von positivem Map, vgl. J. ACZEL 1958).
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(Eingegangen am 17, Dezember 1958.)



