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Uber die Iteration reeller Funktionen I.

Herrn Otté Varga anlasslich seines 50. Geburtstages mit herzlicher
Freundschaft zugeeignet.

Von BELA BARNA (Debrecen).

Die systematische Untersuchung der Iteration analytischer Funktionen
komplexer Verdnderlicher — denen das Bestreben nach den Losungsmetho-
den gewisser Funktionengleichungen zugrunde lagen — begann noch in dem
letzten Drittel des vorigen Jahrhunderts'); um die Jahrhundertwende wurde
sie ein selbststindiges Forschungsgebiet®), wihrend die in der letzten Zeit
erreichten Ergebnisse einzelner wesentlicher Problemenkreise schon einen
abschlieffenden Charakter haben.”)

Die allgemeine Begriindung der Iterationstheorie der reellen Funktio-
nen relativ zu dieser Entwicklung scheint nicht einmal im Anfangsstadium
zu sein. Die Abhandlungen {(iber dieses Thema — abgesehen von dem Ge-
biet der praktischen Anwendungen — behandeln hauptsédchlich die Losungen
einiger wichtiger und interessanter Einzelfragen.’) Nach unserem Wissen sind
Abhandlungen von breiteren Stoffkreisen, und mit Erorterungen allgemeiner und
grundlegender Art, nicht erschienen. Die Ursache dieser Riickstindigkeit der
Iterationstheorie reeller Funktionen wird in der Tatsache bestanden haben,
dall — eben der vielseitigen Brauchbarkeit zufolge — fast ausschliefilich die
Anwendungen der Iteration im Vordergrund stehen, bei denen die — in der
Néhe gewisser stellen, der sog. Fixpunkte bestehende — Konvergenz schon
ein wirksames Hilfsmittel ist.

Im folgenden wollen wir uns gerade iiber diese ,lokalen“ Eigenschaf-

1) S. Literatur am Schluf dieser Abhandlung. In den Arbeiten [1]—[11] handelt es
sich um die Iterationsprobleme von komplexen Funktionen, in den anschliefenden Arbeiten
um die Iterationproblemen von reellen Funktionen.

2) 8. insb. [1], [2], [3], [4], [7]).

%) S. insb. [8], [10], [11].

4) Bei einiger dieser Fragen werden die Resultate der Iterationstheorie der komple-
xen analytischen Funktionen angewandt, z. B. [17], [22].
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ten hinaus mit einigen Fragen der Iteration reellen Funktionen mit einer Ver-
anderliche beschiftigen, ohne nach Vollstindigkeit und Ausfiihrlichkeit zu be-
streben.

§ 1.

Es sei f(x) eine, in dem geschlossenem Intervall /= [a, 8] (a < b) defi-
nierte, und den folgenden Bedingungen geniigende eindeutige, reelle Funktion:

A) f(x) ist in jedem inneren Punkte von / (und in den Endpunkten a
und b rechts-, bzw. linksseitig) stetig;

B) die Werte von f(x) liegen in /;
C) es gibt kein Intervall in /, in dem f(x)= const. ist.”

Wir werden mit & immer positive Zahlen bezeichnen, und wir verstehen
unter einer Umgebung des Punktes c(€7) ein Intervall’) (c—&¢, ¢+ ¢); eine
Linksumgebung (Rechtsumgebung) von c ist ein Intervall (c—¢, ¢) ((c, ¢ 4 #)).

Die Funktion f(x) wird (iterative) Grundfunktion genannt; es ist weiter
fiir jedes x

folx) =%, () =f() fur () =FLHE)  (2=0,1,2,...);

hier ist f,(x) die n-te Iterierte von f(x), oder die [ferierte n-ter Ordnung.
Es gilt
Juen(X) =Ll fn (O] = fu [ fe ()] (n,m=0,1,2,...).

Die Funktionenfolge f,.(x) (n=1,2,...) ist die /terationsfolge von f(x). Man
folgert aus A) und B), daB jedes Element dieser Folge eine in / stetige
Funktion ist, und aus x, €/ folgt: x,=f.(x,) € I. Es existiert also die /fera-
tionsfolge”)

> G T A

jedes Anfangspunktes x, € I. Die Elemente dieser Punktfolge sind die Iterier-
ten, oder die Nachfolger des Punktes x,.

Ist 4x ein Intervall in /, so bilden die Punkte x,= f(x),x€ 4x auch
ein Intervall, dessen Endpunkte inf f(x) und sup f(x), x € 4x sind. (Nach C)
sind diese Punkte voneinander verschieden.) Dies ist das erste iterierte Inter-

%) Von den hiesigen verschiedene Bedingungen treten bei S. P. Putkin auf ([19]).
Siehe noch die Arbeit von V. M. Dugrowski ([14]), insb. p. 132—133.

) Die offenen und geschlossenen Intervalle werden — wie gewdéhnlich — mit run-
den, bzw. eckigen Klammern bezeichnet.

7) Die nach lateinischen und griechischen kleinen Buchstaben, oder nach Klammer-
ausdriicken stehenden Indizes sind Iterationsindizes; nur die nach groBien Buchstaben ste-
henden Indizes und solche die anderen Indizes angehdngt sind, werden in dem gewdhn-
lichen, unterscheidenden Sinne verwendet.

D2
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vall (dx), von Ax. Allgemein wird das n-te iterierte Intervall von Jx durch

(Ax)n = ((4x)u-1):
definiert. Es ist leicht einzusehen, dali in / kein Intervall existiert, in dem
fa(x) = const. ist.

Die Punkte x’, deren Iterationsfolge den Punkt x enthdlt, sind die invers-
iterierten Punkte, oder die Vorgdnger des Punktes x; ist n die kleinste natiir-
liche Zahl, fiir welche f,(x)= x gilt, so ist x" ein Vorgédnger n-fer Ordnung:
X =x_,.

In dem Fall f(§)=¢& ist & ein Fixpunkt erster Ordnung der Funktion
f(x). Gilt fi(p)==n, k=1,2,...,v—1, und f,.(n) =1, so ist der Punkt %
ein Fixpunkt v-ter Ordnung. Dann sind auch die Punkte 5y, 52, ..., 5js1
(paarweise) verschiedene Fixpunkte »-ter Ordnung; die Punkte #, i,..., %1
bilden einen Zyklus v-ter Ordnung, die Elemente des Zyklus nennen wir
konjugierte Fixpunkte. Die Iterationsfolge des Punktes » entsteht durch perio-
dische Wiederholung der konjugierten Fixpunkte; so enthdlt sie nur » ver-
schiedene Punkte. Die Fixpunkte erster Ordnung spielen bei der Konvergenz
iterativer Punktfolgen eine wichtige Rolle. Es gilt ndmlich:

Ist fim x, =1y, so ist der Punkt y ein Fixpunkt erster Ordnung. Die

H-reC0

Richtigkeit dieses Satzes folgt aus den Gleichungen:
y == lim X, =lim Xy1=1im f(x,) = f(lim x,) = f(7).

Die Tatsache limx,=y (n=0,1,2,...) wird schlechthin durch ,x, gehort
zu y“ ausgedriickt. Es ist offensichtlich, daB dann die Vorgédnger und die
Nachfolger von x, zu y gehoren. Wir nennen einen Punkt x, einen Konver-
genzpunkt, wenn lim x, existiert; in jedem anderen Fall ist er ein Divergenz-
punkt. Nach dem vorigen Satz sind die Konvergenzpunkte die zu den Fix-
punkten erster Ordnung gehorigen Punkte. Ein Intervall, dessen jeder Punkt
Konvergenzpunkt ist, nennt man ein Konvergenzintervall. Dies ist vollstindig,
wenn es kein eigentlicher Teil eines Konvergenzintervalls ist.

§ 2.

Wir beschiftigen uns in diesem § nur mit Fixpunkten erster Ordnung,
deshalb konnen wir das Attribut ,erster Ordnung“ fallen lassen.

Man wird den Fixpunkt & einen anziehenden Fixpunkt nennen, wenn er
eine, nur zu ihm gehorige Punkte enthaltende Umgebung besitzt; & ist links-
anziehend (rechtsanziehend) wenn er kein anziehender Fixpunkt ist, und eine
Linksumgebung (Rechtsumgebung) hat, deren jeder Punkt zu ihm gehort; die

links- und rechtsanziehenden Fixpunkte zusammen sind die halbanziehen-
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den Fixpunkte; der Fixpunkt & ist abstofiend, wenn es auller & und seinen
Vorgidngern keinen zu ihm gehorigen Punkt gibt; alle anderen (nicht auf-
gezihlten) Fixpunkte werden als gemischt bezeichnet.”)

Satz 1. Bezeichnen D ,d",D',d" die Ableitungszahlen") von f(x) im
Fixpunkt & und gilt D", D", d -d" <1, so ist § ein anziehender Fixpunkt.

Bewess. Aus D7, D" <1 folgt, daB & ein isolierter Fixpunkt ist, und daf
in seiner geniigend kleinen Links- und Rechtsumgebung x < f(x), bzw.
x > f(x) gilt. Es existieren weiter zu ¢ die Zahlen i (¢) >0, h*(¢) >0 so, daB

(1) d—_m%@

fir E—h <x<§,

o d__€<_1132£.§(§)_ fir E<x<E+ht

gilt. Wihlen wir & so, dab fiir die Zahlen 0 —d —¢, 6" —=d"—& die Un-
gleichung
3) 00" <1
besteht (was wegen d d” <1 moglich ist), und die positive Zahl
h = min [h (¢), I (¢)}

so, dafi & im Intervall (E—h,E+h) der einzige Fi:_(punkt ist. Dann erhalten
wir aus (1) und (2):

@ X<f(x) <o (x—E)+E x€(E—hJ,

(5) 0" (x—E)+E<f(x)<x, x€(E+h).
Zuerst betrachten wir den Fall

(6) d,0 <0,

und es sei z. B.

(7) |07 = |d%].

Dann ist — wegen [0 <0707 <1 —

®) 07| <1,

%) Vgl. [18], p. 70.

9) Es ist also

o JO) =)  jdT,x<§  — JxX)—f(§) (D", x<§
m-— = R e e

li - =
— x—¢ d+, x > ¢, x—§ {1 D* x> E

Wir beschrinken uns natiirlich auf Ableitungszahlen mit endlichen Werten.
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Wir beweisen: aus x, € (5—h, &) folgt,

9) lim x, =&

Ist x, ein Vorgidnger des Punktes & so ist (9) giiltig. Nehmen wir also an,
daB x, =& (fiir jedes n) gilt. Liegt jeder Punkt der Folge (x.) links von §
so ist nach (4) x, < f(x,)=x..1. (n=0,1,...), die Folge ist also eine be-
schrinkte und monoton wachsende Iterationsfolge, woraus (9) folgt. Wir neh-
men also an, dah es rechts von & liegende x,-Punkte gibt. Wir unterschei-

den die links, und die rechts von & liegenden Elemente von (x,) durch das

Unterstreichen der letzteren:
(lo) Xy X1y + 005 Xiy xr—l_;_x{*—ﬁ_l s 40 xr) 'YIJ'—I) reey xl':j xt',-—l) ey xj|! le+1) e

Die Punkte x,, die von den unmittelbaren Vorgédngern durch & getrennt werden,
nennen wir ,iiberspringende Punkte“. Diese sind rechts von & Xi.p, Xi i1, Xije1y o oy
links von ihm: X1, X; .1, Xie1, ... . Aus (4) und (5) folgt jetzt, daf in (10)
die unterstrichenen Segmente monoton fallende, die andere monoton wachsende
Teilfolgen sind. Wir zeigen dali die Folge sdmtlicher links von & liegenden
Punkte monoton wéchst. Aus x;€(5§—h, %) folgt namlich nach (4)

(11) E<xin<0 (xi—&+E

aiso, durch Anwendung™ der wegen (6) und (8) bestehenden Relationen
0 (x;—E&)=|0" (E—x,) < h, bekommen wir

(12) E< X1 <E+h,

sodaB man auf den Punkt x=x;;; (5) anwenden kann:
E<xy< X< e < xin<&E+ N

So ist nach (11) E<x; <0~ (x;—E)+§, d. h.

(13) 0<x;—E<d (xi—&) =07 |(E—x).

Es sei jetzt in (5) x=x;, so folgt aus o" (x;—&) 4 & < x;:1, durch Anwen-
dung von (13) und (6): 0 <&—x;.; < |0 0" |(E—x,), woraus man einerseits
(wegen |07 07| < 1) die Ungleichung

(14) Xi < X1,
anderseits (wegen x;;; < X;) die Relationen
(15) 0<E—x;, < |00 |(E—x)

herleiten kann, d. h. es gilt x; < x;,. Durch vollstindige Induktion sind die
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Verallgemeinerungen von (12), (14) und (15)

(16) E<x,a<E+h,
(17) x.'k < x}.‘k;I,
(%) 0<E—x;,, <070 |(E—x;)

fiir jedes k& beweisbar. Die Ungleichung (17) zeigt, daB sdmtliche nicht un-
terstrichenen Elemente in (10) eine monoton wachsende Folge bilden. Wenn
es also in der Folge (x,) nur endlich viele iiberspringende Punkte gibt, dann
bilden die Punkte x, von einem gewissen Index an entweder im Intervall
(§—h, &) eine monoton zunehmende, oder in (§ &--h) eine fallende unend-
liche Iterationsfolge, woraus (9) folgt. Gibt es aber unendlich viele tibersprin-
gende Punkte, dann bilden die links von & liegenden x,-Punkte -eine
monoton zunehmende unendliche Folge, die also konvergiert. Durch Anwen-

dung (18) fiir k=0,1, 2, ... erhdlt man
<E—x, <|078(E—x), (=1

woraus lim x;, = § folgt. Deshalb konvergiert die Folge der links von & lie-

k=»

genden x,-Punkte zu & Aus den Gleichungen
lim X 41 = lim f(x;,) = f(lim x;,) = f(§) =§
k—0

k—m

folgert man nur sehr einfach, dafl auch die Folge der rechts von & liegenden
Punkte nach & strebt. Somit ist (9) (im Fall x, € (§—h, §)) bewiesen.

Es sei jetzt der Punkt x, rechts von & und zwar im Intervall (& E+h),
wo h = h/max {1, |07|} ist. Dann gilt auch (9). Im Falle £ <x, (n=0,1,2,...)
ist namlich — wegen h=h — (5) giiltig, und so nimmt (x,) monoton ab,
also x, —&. Gibt es aber iiberspringende Punkte, z. B. x;;; <§< x;, so ist
0" (xi—8)+E& < xip1, d. h. (§—x:1) < |07|(x;—E), und wegen x;—§ < h folgt
E—x;.1 < |0'|h=h. Dies bedeutet: x;,; € ((—h, &), und so folgt aus den vo-
rigen (9).

Wir konnen durch ein analoges Verfahren die Behauptung des Satzes
auch dann beweisen, wenn statt (7) die Ungleichung |07 > [d"| gilt.

Ist nur eine der Ungleichungen (6) richtig, gilt z. B.

Jd =0, 0 <0,

so gibt es keinen iiberspringenden Punkt, falls x,<§& ist. Die Folge (x.)
wichst monoton, und es ergibt sich (9). Ebenso folgt die Behauptung im Fall
&< x,, wenn es keinen {iberspringenden Punkt gibt. Gibt es einen solchen,

so ist dieser eindeutig bestimmt und liegt links von & also nach den vorigen
gilt (9).
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Noch einfacher ist der Beweis im Falle
0" =0, 0"'=0;
dann gibt es ndmlich keinen {iberspringenden Punkt.
BEMERKUNG. Die Bedingungen des Satzes ! sind fiir den anziehenden
Charakter des Fixpunktes nicht notwendig. Dies zeigt das Beispiel f(x)= sin x,

; .

—%, +7T] In dem einzigen Fixpunkt §=0 gilt d =D =d =
= D" =1, doch er ist anziehend.

Satz 2. Die inneren Punkte von I, welche zu einem anziehenden Fix-
punkt gehdiren, bilden eine offene Menge.

BEwEls. Ist & ein anziehender Fixpunkt, so hat er eine Umgebung
(§—¢&, &+¢), deren Punkte zu ihm gehoren. Es sei x’ € (a, b) ein beliebiger,
zu & gehoriger Punkt. Wegen lim x| = & gibt es eine natiirliche Zahl N==N(¢)

so, daB di
|xh—E&| = |fu(x)—E&| < % gilt, wenn n > N(#) ist.

Es ist anderseits f,(x) in x’ stetig, und so gibt es zu & ein d(¢) >0 derart, daB
!f..(x)—f..(x’)|=|x..—x:.|<% ist, falls nur [x—x'| < d gilt.
Fiir jeden Punkt x € (x’—0d, x'+0) gilt also
- - r _:I e, ’ _f__ _f__ —_—
!ln_‘_- :|xn - +|xn xn|< 2 + 2 é‘,

und dies bedeutet, dafi jeder Punkt des Intervalls (x'—d, X"+ d) zu & gehort.

Das ldngste, den anziehenden Fixpunkt & enthaltende Intervall 4E, des-
sen samtliche Punkte zu & gehoren, nennt man das unmittelbare Konvergenzin-
tervall des anziehenden Fixpunktes. Die Grenzpunkte desselben werden mit «
und # (e < @) bezeichnet. Aus dem Satz 2 folgt, daB die Menge der zu &
gehorigen Punkte x € (a, b) die Vereinigung abzidhlbarer, offener, disjunkter
Intervalle ist. Gilt also a <« und 3 < b, dann ist 4& ein offenes Intervall. Es
konnen aber Fille vorkommen, in denen einer, oder beide der Punkte e, 2
mit a, resp. b zusammenfallen. Dann kann /& ein halboffenes, oder geschlos-
senes Intervall sein.

Satz 3. Ist JE das unmittelbare Konvergenzintervall des anziehenden
Fixpunktes & dann liegen sdmtliche Nachfolger eines beliebigen Punktes x € A&
in diesem Intervall.
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BeEwEeIs. Es geniigt nachzuweisen, dali mit x, € 4& auch x, € 4§ besteht.
Dies konnen wir so einsehen: Wire z. B. f(x,) > #, dann konnte man in dem
durch & und x, begrenzten geschlossenen Intervall (wegen f(x)—=& < &) einen
Punkt x* finden, in dem f(x")=¢ gilt. Wenn # nicht zu & gehort, so ist
X =1 auch ein nicht zu & gehoriger Punkt, und dies ist, wegen x'¢€ 4§
unmdglich. Der Fall f(x,)= @ fiihrt ebenso zu einem Widerspruch. Gehort
# zu & so ist #==b, und aus B) folgt: f(x,)= 4. Ein analoger Gedankengang
beweist, dall x, > «, oder x, =« gilt, je nachdem, ob 4% von unten offen,
oder geschlossen ist.

Aus diesem Beweis ergibt sich, daff im Fall 4&=(«, 3) dieses Inter-
valls durch f(x) auf sich selbst abgebildet wird. Deshalb folgt aus der Ste-
tigkeit der Abbildung, dall nur die Fille f(¢)=e«, 3, f(8)=«, 3 auftreten
konnen, es gibt also fiir die Grenzpunkte des Intervalls die vier Moglichkei-
ten: ¢y=a,fi=f; a,=0,8,=28; ey==a, f=q; ¢,=§ 5=c. Die Funk-
tionen f(x)=x" x*, —x*, —x* bieten Beispiele fiir diese Moglichkeiten mit
gemeinsamen /= [—1, +1],§=0, e =—1, 3=+ 1. Geschlossen ist das 4&
z. B. bei der Funktion f(x)=sinx, /=[a,b],a<0,b>0:45=[a, b].

Satz 4. Bestehen in dem Fixpunkt & die Ungleichungen

a) ad,.d 51,
oder
b) . el D.D>]1,

so ist & ein abstofender Fixpunkt.
BEWEIS. a) Es ergibt sich aus der Voraussetzung die Existenz einer
) ’ x€|E—¢,8) f(x)<x
Zahl ¢, fiir welche der Fallen Gisoe oy
x € E+¢] J(x)>x
sprechen. Gehort x, zu & dann gibt es zu #¢=¢ eine positive ganze Zahl
N= N(¢) so, dali xy. €[5—& E+¢] fiir k=0,1,2,... gilt. Wir zeigen, dal}
xy==¢ ist. Es sei ndmlich z. B. xx € (§ §-+¢]. Wire jetzt xy;; fiir jedes k in
diesem Intervall, so wiirde aus der Monotonitdt Xy < f(Xyi1)= Xysis1
(k=0,1,2,...), limxyy > folgen. Es gibt also auBer dem Intervall

k-»

(, &+ €] xy.x-Punkte; ist x,, der erste solche Punkt, dann folgt aus x, <f(x,)
(n=N,N+1,...,m—1) die Ungleichung &+ ¢ < x,,, der Punkt x,, liegt also
nicht im Intervall [i—¢ &-4-¢], im Gegensatz zu m > N. Analog beweist
man, daB xy@[E—s &) gilt. Es ist also xy=E&

b) Es ergeben sich nach der Voraussetzung zu dem beliebigen d>0
XEE—e,8) g
x€EE+e)

die Ungleichungen ent-

die Zahlen & =g¢ (0), &*=#7(0), fiir welche den Fillen
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E— (D +0) E—x) < f(x)
f(x) <&+ (D*+9) (x—¥§)
0 so gewdhlt werden, dafi die Relationen

—4" =D 4+06<0, —4"=D"+36<0, 44" >1

gelten; es sei noch & =min {¢, &}, so folgt aus x € (§—¢, &) die Ungleichung

Ungleichungen entsprechen. Wegen D" D" >1 kann

(19) E+47(E—x) < f(x),
und aus x € (§ &4 ¢):
(20) f(x) <E—4* (x—=¥).

Gehort x, zu & so gibt es zu dem beliebigen ¢ =¢" eine gewisse natiirliche
Zahl N= N(¢), fiir welche

(2]) x.\'xﬂ;e(g‘:_s;g_l_f)r k:O) 11 2:--- ’

gilt. Wir zeigen: xy=_§ Wire ndmlich z. B. xy <&, so ergébe sich aus (19)
A7 (E—xy) < xXy:1—8, also & < Xy < &-+¢ und so, nach (20): 47 (xy1—E&) <
<§—x,\'+g, d. h. ¢
A" A7 (E—xx) < E—xni0;
man gewinnt im allgemeinen:
@ 4%) E—xx) < E—Xnsax.

Dies ist aber unmoglich, denn die linke Seite wichst mit & iiber alle Grenze,
die Rechte Seite bleibt aber nach (21) kleiner als & Analog beweist man,
dall xy (5 &+ ¢) gilt. Es ist also xy=2&.

BEMERKUNG. Die Bedingungen des Satzes 4 sind fiir den abstofienden
Charakter des Fixpunktes nicht notwendig. Dies zeigt das Beispiel f(x)=x,
I =0, 1]; hier ist in jedem Punkt £€(0,1):d =d (=D =D")=1, und

& ist abstofiend. Gleicherweise ist bei f(x)=1—x, /=0, 1] in .EE:'-:} ' D ==
=D" = —1, also D" D" ==1, & ist jedoch auch hier ein abstofender Fixpunkt.

Die zu anziehenden Fixpunkten gehorigen Punkte bilden — wie dies
oben dargelegt wurde — gewisse Teilintervalle von /. Es kann einfach be-
wiesen werden, dafl auch in der Menge der zu einem halbanziehenden ')
Fixpunkt gehorigen Punkte Intervalle gibt. Das folgende Beispiel zeigt, dali
dieser Fall auch bei gemischten Fixpunkten vorkommen kann.

10) Wir wollen hier ein Kriterium fiir die halbanziehenden Fixpunkte ohne Beweis
mitteilen: Ist der Fixpunkt & nicht anziehend, und gibt es eine Linksumgebung (Rechts-
umgebung), in der x < f(x) =¢ (£ =/f(x) < x) gilt, dann, und nur dann ist £ ein links-
anziehender (rechtsanziehender) Fixpunkt.
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Es sei -E:_:]z_’ C == i-, O<p<l, —1<qg<0, O0=u,<v,<(1—p)§,

und wir bilden die unendliche Folgen
ns '=pu;a + (l—p)E, Vasl = PV, "]"' (] —P)‘E; (ﬂ o 0) l: 2: .. ')

dann gilt: y,<v, <ty <ty < oo <U <V < o0 <§ limu, =lim v, =& Essei
noch W,;———-—%—(r.i-i—u..-l). Wir definieren jetzt in /== [0, 1] die Grundfunktion
folgenderweise (s. Figur 1):
px+ (l_p).E) fur "11 fé L E_; Py
gx+4(1—q)§, fir x=W,,

HOD=HW) )+ £, vasx< W,

foy=  LODZI ) ) 4 p(We), Wax <t

E flir x==§,
1

2_t
—4x+4, c<x=1.

2xX—- & X

A

¢,

o

Diese Funktion hat zwei Fixpunkte: &— —;—, und 7, % Der Fixpunkt &

ist nicht abstoBend, da die Punkte der Intervalle (Ju), (n=0, +1, +2,...,
duy, = [u,, v]) zu ihm gehoren. (Es gibt in jeder Links- und Rechtsumgebung
von & solche Intervalle.) Anderseits liegen in jeder Linksumgebung von &
Intervalle 4x, in denen f(x)>& ist; die Intervalle (4x), bilden also je eine
Rechtsumgebung von &, in (§ 5+4¢) liegen aber fiir (beliebiges # unendlich
viele 7..~-Punkte; & ist also ein gemischter Fixpunkt.

§ 3.

Aus der Definition der Fixpunkte hoherer Ordnung folgt, dal ein Fix-
punkt »-ter Ordnung von f(x) ein Fixpunkt erster Ordnung der Funktion
fr(x) ist. Diese Tatsache gibt Anlaf zur folgenden Klassifizierung: Wir wer-
den dem Fixpunkt 7 »-ter Ordnung von f(x) denselben 7yp zusprechen, zu
welchem der Fixpunkt # erster Ordnung der Funktion f,(x) gehort.

Satz 5. Die Konjugierten eines Fixpunktes hoherer Ordnung sind von
demselben Typ, wie der Fixpunkt selbst.
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BEWEIS. Es sei zuerst 7 ein anziehender Fixpunkt »-ter Ordnung. Dann
gibt es ein ¢ so, dall die mit g(x)=f,(x) gebildete Iterationsfolge eines
jeden Punktes des Intervalls (—¢, 5 +¢) zu » konvergiert. Aus den Glei-
chungen f(,.1) = 1, = 1 folgt weiter — zufolge der Stetigkeit von f(x) —
die Existenz einer Zahl J> 0, fiir die »5—e&<f(x)=x,<7+¢ besteht, falls
N1 —0 < Xo< 1)1 + O gilt. Jeder solcher Punkt x, gehort (beziiglich der Funk-
tion g(x)) zu #, d. h. es ist

lim g, (x1) = lim fo,.1(X0) = lim X,.ps1 = 1.
Daraus folgt aber
lim f,-1 (Xup+1) = limM Xp4) = -1 (1) = Np-1,

LB 4] H-»00

d; .
lim X = 2p-1.

W=
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Die Folge (x,,) ist aber die mit g(x) gebildete Iterationsfolge des Punktes
Xo € (4jp-1—0, 11+ 0), es gibt also eine Umgebung des Punktes #,.;, deren
jeder Punkt — beziiglich der Grundfunktion g(x) — zu diesem Punkt ge-
hort. Indem wir nun dieses Verfahren statt 7, der Reihe nach auf die Punkte
Yw-1, Gw-2, .- -, Bjz anwenden, gelangen wir zum Resultat, daff samtliche Kon-
jugierten von i anziehende Fixpunkte sind.

Es sei jetzt » ein halbanziehender Fixpunkt »-ter Ordnung. Dann gibt
es ein Links-, oder Rechtsumgebung /1 des Punktes so, daf lim g.(x,)=

n=p¢ QO

=lim x,,, = n gilt, falls x, € 4 ist. Ist (4n), das (mit f(x) gebildete) erste
iterierte Intervall von 7, so gilt also

(22) lin;g.. (x1)= lin;x,,,,q = f(y)=mn, x1 € (4.
Der Punkt #, ist ein Grenzpunkt von (J#%),; wire namlich », ein innerer
Punkt in (47),, d. h. 7, ein anziehender Fixpunkt von f(x), dann miifite
nach dem vorigen auch # ein anziehender Fixpunkt sein, entgegen der Vor-
aussetzung. Es ist also #, ein Anfangspunkt, oder ein Endpunkt des Inter-
valls (47),, also wegen (22) ein halbanziehender Fixpunkt. Wiederholt man
dieses Verfahren auf die Konjugierten von #, so erhdlt man den halbanzie-
henden Charakter der Punkte #s, #s, ..., s-1.

Ist der Fixpunkt » abstofiend, danr ist auch 7, ein solcher Punkt.
Wenn namlich fiir die mit g(x) gebildete Iterationsfolge des Punktes x:

X0y Xy X200y 0o = 11
gilt, so besteht auch

Xt s My » Xty <o =2 St U ) == 1

also gehort x,., zu 2. Es existiert also ein positives ganzes k, fiir welches
(Xy-1)k» =1 gilt; dann ist aber (X)), =41, d. h. fuine(Xo) = G (Xo) = 1.
Man bekommt ganz dhnlich, daB auch die Punkte 3, #s,..., 51 ab-
stoBende Fixpunkte sind.

Es sei noch 7 ein gemischter Fixpunkt. Dann sind auch die Konjugier-
ten solche Punkte. Wiare namlich z. B. 7, von einem anderen Typ, so miifite
n, als Konjugierte dieses Punktes zu demselben Typ gehoren, also nicht ge-
mischt sein.

Damit haben wir den Beweis des Satzes vollendet.

Dieser Satz gibt Moglichkeit einer zweckmidbigen Klassifizierung der
Zyklen der Fixpunkte hoherer Ordnung. Wir sprechen iiber anziehende, halb-
anziehende, abstofiende, oder gemischte Zyklen je nach dem Typus der be-
treffenden Fixpunkte.
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§ 4.

Die Punkte des Intervalles / werden nach ihren Iterationsfolgen folgen-
derweise klassifiziert: Der Punkt x, ist ein singuldrer Punkt, wenn seine
Iterationsfolge nur endlich viele verschiedene Punkte hat, x, ist ein reguldirer
Punkt, wenn die Folge (x,) nur (paarweise) verschiedene Punkte, und nur
endlich viele Haufungsstellen hat; besitzt die Folge (x,) unendlich viele Hauf-
ungsstellen, so nennen wir x, einen irreguldren Punkt.

Die Vorgdnger und die Nachfolger des Punktes x, gehtren mit diesem
Punkt selbst zu derselben Klasse.

Die singuldren Punkte sind die Fixpunkte) und ihre Vorgdnger. Ist x,
ein Punkt, dessen Iterationsfolge nur endlich viele verschiedene Punkte hat,
so gibt es einen Iterierte x,, fiir welche x,=x.., gilt. Ist » die kleinste
solche natiirliche Zahl, so folgt aus x.=f,(x.), dab x. ein Fixpunkt »-ter
Ordnung, und x, ein Vorgdnger dieses Punktes ist.

Satz 6. Ist x, ein reguldrer Punkt, und hat seine Iterationsfolge v Hiuj-
ungpunkte, so bilden sie einen Zyklus v-ter Ordnung.

Der Beweis wird sich sehr einfach aus dem folgenden Hilfssatz erge-
ben: Ist x, ein regulirer Punkt, und hat die Folge (x,) einen Fixpunkt 1 als
Haufungspunkt, so bilden sdmtliche Hdufungsstellen den Zyklus von 1. Es
sei 7 ein Fixpunkt »-ter Ordnung und zugleich ein Héufungspunkt der Folge
(x.). Aus der Stetigkeit von f(x) folgt dann, dah auch die Punkte 2, 72, ..., 1
Héaufungsstellen sind. Wir iiberdecken sdmtliche Hiufungstellen der Folge (x,)
mit offenen Intervallen deren Léinge je 2& betrdgt, und deren Halbierungs-
punkte mit den Hdufungspunkten zusammenfallen. Dabei sei ¢ so klein ge-
wihlt, dali diese Intervalle paarweise fremd ausfallen. Insbesondere sind die
die Punkte 2o=1, 51, ..., 5j»-1 iiberdeckenden Intervalle

(m—o,mtd)=Ls (k=0,1,2...,v—1).

Wir schreiben die in L, liegenden Punkte von (x,) in die unendliche Teilfolge

(23) Ko Xopssrsdigtons  (MEM P iySon)
Diese hat also nur einen Hdufungspunkt, den Punkt #,, so, daB limx,. = #,
ist. Es gilt deshalb i

Xuct s Xnghhs « + o3 Xty « o« = In (k=0,12,...,v—1,7%)

Die Elemente dieser Folgen, abgesehen von endlich vielen Punkten, liegen

1) Unter ,Fixpunkten“ schlechthin werden wir im folgenden Fixpunkte jeder Ord-
nung verstehen.
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der Reihe nach in den Intervallen Lo, Ly, Ls,..., L,1, L, = Lo,. Es bedeute §
eine so grolie natiirliche Zahl, dal

xnj-rﬁ', xj}j-_.rl—k, xn.H,_-‘H—k, v E LR (k= ], 2, T} 'l’—]’ i')

gilt, falls j=i ist. Dann folgt aus x.., €L, dal der Punkt x, ., ein Ele-
ment der Folge (23) ist. Es sei z. B. X,:p=X.,, d. h. nj+v=n,. Es ist
also n, >n;, und folglich fallt der Index n, mit einem der Zahlen n;;1, nj2, N, ..
zusammen. Es ist aber nju—n.=1 (m=0,1,2,...), daher gilt n,., =

=n;+», also féllt n;4 »=n, mit einem der Zahlen n;, o, N, ..., Ny
zusammen. Wir beweisen, dal}

(25) n+v=n

ist. Wére namlich nj;y =n; <+ »—1, so wiirden hiervon, wegen na=n;+1,

die Ungleichungen
H_,'+ 1 En_-“] "‘_::ﬂ_,'—i- r—I1

folgen. Dies ist aber unmoglich, denn nach (24) liegen die Punkte
Xujsty Xnjs2y « o oy Xnjbw-1 der Reiche nach in den Intervallen Ly, Lo, ..., L, 1, Xnjiy
ist aber ein Punkt von L,. Es gilt also (25), d.h. X, ,=X..,, und wir
konnen im allgemeinen die Elemente der Folge (23) in Gestalt

xar- — XJaj-Lm'J' (nl — 0; I) 2’ .. -)

schreiben. Daraus folgt aber |
erJ'*_'i'N'l'T}. E LI; (k — 01 1! 2! * ey 'V_l)-

Die Folge (x,) verteilt sich also von einem geniigend grofien Index an auf
konvergente, aequidistante Elemente enthaltende Teilfolgen, deren Grenzwerte,
und nur diese, die Hdufungsstellen der Folge sind, wie der Hilfssatz be-
hauptet.

Der Beweis des Satzes wird jetzt sehr einfach. Es seien die Haufungs-
punkte die Folge (x.) 7o, T1,..., 7,1, und lim x,, = Ty. Daraus folgt, daB

P

alle Iterierten des Punktes 7, Haufungspunkte sind. Es gibt aber nur » Hauf-
ungpunkte, deshalb hat die Iterationsfolge von 7, nur endlich viele verschie-
dene Punkte, d. h. 7, ist ein singuldrer Punkt. Es gibt also einen Fixpunkt
y, fiir welchen f.(7,) =1 (m=0) gilt. Aus dem Hilfssatz folgt jetzt, dali der
Zyklus dieses Fixpunktes aus sdmtlichen Hdufungspunkten der Folge (x.)
besteht.

Als Verallgemeinerung des Ausdrucks ,x, gehort zu &%, den wir im Fall
lim f,(x,) = & gebraucht haben, sagen wir iiber einen Punkt x,, dessen Ite-

-

rationsfolge auf endlich viele, je zu einem Fixpunkt eines Zyklus konvergie-



30 B. Barna

rende Teilfolgen zerfdllt, dall x, zu diesem Zyklus ,gehort“. Samtliche solche
Punkte sind die Fixpunkte hoherer Ordnung, die Vorgdnger derselben, und
die reguldren Punkte.”)

Wir wollen uns im folgenden mit einigen Fragen beschéftigen, die sich
auf die Verteilung der singuldren, reguldren und irreguldren Punkte beziehen.

Eine Frage solcher Art ist: Gibt es Funktionen f(x), bei denen die
Menge der singuldren Punkte ein Intervall enthdlt? Solche Intervalle werden
als ,singuldre Intervalle“ bezeichnet; in &hnlichem Sinn sprechen wir iiber
yreguldare und ,irreguldre“ Intervalle. Eine solche Funktion ist z. B. f(x)=
=X, [==[a,b] (a und b beliebig). Hier ist jeder Punkt von / (abstofender)
Fixpunkt erster Ordnung. Weitere Beispiele sind noch f(x)=1—x (/=|[0, 1})

1
x
1 1 e <1 : ‘ s

[0, ?], (?, IJ, bzw. [a, 1), [1,?] Fixpunkte zweiter Ordnung sind. Als
Verallgemeinerung erwidhnen wir, dali Fixpunkte jeder Ordnung Intervalle
ausfiillen konnen, genauer: Wir konnen zu v vorgegebenen, disjunkten und
geschlossenen Intervallen (unendlich viele) solche Funktionen finden, fiir welche
alle Punkte dieser Intervalle Fixpunkte v-ter Ordnung sind."”) Wir wollen hier
eine einfache Konstruktion solcher Funktionen f(x) zeigen. Die gegebenen
Intervalle seien [Ax, Bi] (k==0,1,...,»—1), die von einem geschlossenen
Intervall / enthalten sind, und f(x) sei eine, abgesehen von [A, {, B,.1] in /
iiberall definierte, beliebige, stetige Funktion, deren Werte zu / gehdoren, und
von welcher [Ax, Bi] (k=0,1,2,...,7r—2) umkehrbahr eindeutig auf
[Aks1, Biia] abgebildet wird. So entspricht einem beliebigen Punkt x € [A,_1, B,.]
ein Punkt x_, in [A, s, B,-3], ein Punkt x.» in [A,_s, B,.s], usw. ..., ein
Punkt x_i-1y in [A, By). Es sei nun f(x)=x_i-1 fiir x€[A,-1, B,1). Bei
dieser Funktion sind sdmtliche Punkte der gegebenen Intervalle Fixpunkte
v-ter Ordnung. Z. B. es sei /=[0, 1], und die Zahlen ¢, d seien so gewihit,
daB

(26) . d).[V&, Va), 1z /d)

und f(x)= (1=la,%l,0<a<l), wobei alle Punkte der Intervalle

als im innern von [ liegende, disjunkte Intervalle ausfallen. Ist jetzt f(x) eine

12) Wenn also X, kein irregulidrer Punkt ist, so gibt es eine natiirliche Zahl » derart,
dafl dieser Punkt beziiglich der Funktion f,(x) ein Konvergenzpunkt ist.

13) Dies steht in enger Beziehung zu der Auflosung der Funktionalgleichung f,, (x) = x.
Mit der Veraligemeinerung dieses Problems beschiftigt sich in einer Arbeit S. Lojasiewicz,
Solution générale de I'equation fonctionnelle f(f(...(f(x))...))= g(x). Ann. Soc. Polon.
Math. 24 (1952), 88-91. — Siehe noch G. M. Ewmna—W. R. Urz, Continuous solutions of
the functional equation f"(x) == f(x). Canad. J. Math. 5 (1953), 101—103.
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Funktion, die in [0, |'d] mit |'x, in [|¢, 1] mit x' iibereinstimmt, so sind die
Punkte der Intervalle (26) Fixpunkte dritter Ordnung.

Wir kennen nicht die Antwort auf die Frage, ob es singuldre Inter-
valle gibt, deren jeder Punkt Hiutungsstelle von Fixpunkten verschiedener
Ordnung ist. "

In Betreff der Anwen-
dungen der Iterationstheorie
ist die Konvergenz die Haupt-
frage. Konvergenzpunkte sind
die zu einem Fixpunkt erster
Ordnung gehorigen (reguldren
und singuldren) Punkte. In der
Menge der Konvergenzpunkte
konnen Intervalle auftreten, die
nur reguldre Punkte enthalten
(z. B. in Fall eines anziehen-
den Fixpunktes), aber singu-
lire Punkte kbnnen auch Kon-
vergenzintervalle bilden, wie
f(x)=x lehrt. Die folgende
Funktion gibt ein etwas kom-
pliziertes Beispiel, wobei das © A B B 8 1
Intervall /=[0,1] ein, nur Fig. 2.
singuldre Punkte enthaltendes
Konvergenzintervall ist. Es sei 0<A<B<1, und wir definieren die Funktion
f(x) folgenderweise (s. Figur 2):

e e 2 -

x, fir x€[0,A),
o l A —A)+ A, x¢[A, B],
1
1—B
In der Figur ist f(B)=0, f(B,)=B, f(B,)=25,, ..., und
das Bild von f (x) ist die gebrochene Linie 0CBD,

das Bild von f,(x) ist die gebrochene Linie 0OCBC,B,D,
das Bild von f,(x) ist die gebrochene Linie 0CBC,B,C,B.D,

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Es ist leicht einzusehen, dafi in jedem Punkt x € / die Funktion lim f.(x)=

n=»0

= h(x) existiert. (Das graphische Bild von #&(x) ist 0OCBC,B, ... C:B:... fiir

(x—B), x€[B,1].
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O=x<1, und es gilt #(1)=1.) Diese Funktion ist, abgesehen von Punkt
x=1, in [/ stetig, und fir n=1 gilt h,(x) = h(x).

Dieses Beispiel (wie auch f(x)-=x) zeigt, daB im Fall der Existenz
eines singuliren Konvergenzintervalls ein Teilintervall von 7 existiert, in
welchem ') f(x) == x gilt; diese Beispiele sind keine besonderen Fille. Dies
folgt aus dem

Satz 7. Gibt es in I ein singuldres Intervall, dessen jeder Punkt Kon-
vergenzpunkt ist, so gibt es ein solches Intervall (in 1), in dem f(x)==x ist.

BEwEIS. Es sei jeder Punkt x € [¢, d] ein Konvergenzpunkt und zugleich
singuldr. (Die Annahme der Geschlossenheit dieses Intervalles bedeutet keine
Beschrankung der Allgemeinheit.) Die Punkte von |[c, d] sind also Fixpunkte
erster Ordnung, oder Vorginger solcher Punkte; alle anderen singuldren
Punkte sind ndmlich Divergenzpunkte.

Wir bezeichnen mit {£} die Menge der Fixpunkte (erster Ordnung) im
Intervall [¢,d], und im allgemeinen ist {&}_, die Menge derjenige Punkte x
von [c, d], fiir welche n die kleinste natiirliche Zahl ist, wofiir x, als Fixpunkt
ausfallt.

Wir beweisen: Gibt es ein Intervall Jx <S¢, d], in welchem wenigstens
eine der Menge

(27) {&, &, {8, ...
eine dichte Punktmenge ist, so existiert in / ein Intervall, in dem f(x)=x
gilt. Es sei z. B. {§}., — fiir ein gewisses n — dicht im Intervall 4xC|[c, d].

Es gilt fiir jeden invers-iterierten Punkt &, eines Fixpunktes &:
i1 (8-0) — fuE-n) =F[fu G- — 1o (B-0) =F(E)—E =0,
und so besteht auf der Menge der Punkte &, € 4x:
fir(—fu() =0 (x=E_, € 4x),
woraus — wegen der Stetigkeit von f(x) —
i (X) = fu(x), x€dx
folgt. Dann gilt aber — wegen f.(x)= x, € (4x). —
J(x)=xu, X € (dX)u,

d. h. f(x) = x besteht im jedem Punkt x € (Jx).. Gibt es also ein Intervall
Ax, so ist in seinem n-ten iterierten Intervall f(x)-=— x.

14) In diesem Intervall gilt also lim f, (x) = h(x) = x. Die Frage, wann fiir eine ge-
gebene Funktion h(x) (# const.) eine Grundfunktion f(x) existiert, fiir welche lim f, (x) = h(x)
gilt, ist von R, ScuavrrLer ([20], p. 61.) beantwortet worden,
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Nun beweisen wir, dali ein Intervall /x existiert. Der Gegensatz dieser
Behauptung ist: In keinem Teilintervall von [c, d] ist irgendeine der Menge
(27) eine dichte Punktmenge. Daraus folgt die Existenz eines Intervalls
[C., D)< [c,d], welches keinen Punkt von (&} enthilt. Betrachter wir die
Menge derjenige Punkte von {&} ,, die in [C,, D,] liegen. Nachdem {&} ; nir-
gends dicht ist, gibt es ein Intervall [C,, D,|<[C,, D,], welches keinen Punkt
der Menge (&}, enthidlt. Man bekommt dhnlicherweise ein Intervall [C., D,]<
C[C,, Dy], in welchem kein Punkt von {&} . liegt, u. s. f. Durch Fortsetzung
dieses Verfahrens erhalten wir eine unendliche Folge der Intervalle [C., D,],
mit der Eigenschaft:

[e, d12[Co, D) 2[Cy, D)2 -+
Diese Intervalle haben einen nicht-leeren Durchschnitt, und e sei ein Punkt
desselben. Aus der Konstruktion der Intervalle [C,, D,] folgt, dali e in den
Mengen (27) nicht vorkommt. Der Punkt ist also kein singuldrer Punkt. Dies
steht aber in Gegensatz zu dem singuldren Charakter des Intervalles [c, d].
Es gibt also in (27) eine, in einem Intervall 4x<|c,d] dichte Menge, und
so folgt die Behauptung des Satzes.

Satz 8. Die Menge sdmtlicher, zu den anziehenden Fixpunkten (erster
Ordnung), und zu den anziehenden Zyklen gehdrigen, im innern von I liegen-
den Punkte ist offen.

BEWEIS. Nach Satz 2 bilden die zu einem anziehenden Fixpunkt gehori-
gen Konvergenzpunkte x € (a, b) eine offen Menge. Dieselbe Behauptung gilt fiir
die zu einem anziehenden Zyklus gehdrigen Punkte, da diese als die zu den
anziehenden Fixpunkten erster Ordnung der Funktion g(x)= f.(x) gehorigen
Punkte angesehen werden konnen, falls der Zyklus die Ordnungszahl » hat.
Die Behauptung des Satzes folgt jetzt einfach aus der Tatsache, dali die
Summe von (endlich, oder unendlich vielen) offenen Mengen auch eine offene
Menge ist.

Intervalle konnen in der Menge der Konvergenzpunkte auch im Fall eines
gemischten Fixpunktes vorkommen, wie das Beispiel der Seite 25 zeigt,
doch tritt auch der entgegengesetzte Fall auf, wie beim folgenden Beispiel.

Es seien §=1, = g p und g beliebige Zahlen, fiir die O<p<1<g,

PUb s gL
et S 1—p

hend die unendlich Folge

gelten. Wir bilden aus dem Punkt u,—0 ausge-

U= pu,+ (1—p) (n=0,1,2,...);
diese ist monoton wachsend, und strebt nach &= 1. Es sei noch

g (u, + tyr) — s+ U2
2q

Vi (n=0,1,2,...).

D3
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Es gilt fir jedes n:u,<V,<u... Wir definieren jetzt in dem Intervall
[0, 5] die folgende Grundfunktion (s. Figur 3):

‘ q(x_af!)'_}—”lli-l! X G [uu; Vn);

f(x) e _q(x.‘_”"'l).i"uuv_’; x€ IV‘U H,,,l);
E wenn x=E& ist;
i
|
1
Oy, \cL 4 J. Yy a; t=1 %

Fig. 3.

im Intervall (1,7) sei f(x) eine beliebige, stetige Funktion mit der Eigen-
schaft x<f(x)<n, und es sei f(y)=1. Diese Funktion hat in & einen ge-
mischten, in » einen linksanziehenden Fixpunkt. Es ist namlich lim V, &

n—o

und diese Punkte gehoren wegen f(V,)>§& zu 5, wiahrend u, (n=0,1,2,...)
zu & gehorige Punkte sind.

Wir beweisen, daf kein u,-Punkt eine, aus lauter zu & gehorigen Punk-
ten bestehende Umgebung haben kann. Es gibt ndmlich in jeder Rechtsum-
gebung von u, zu 7 gehorige Punkte. Dies konnen wir so einsehen: gegeben
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sei das Intervall (O, &) = (u,, &) = Ju, wo & so klein ist, daB fiir x € Ju auch
f(x)=¢& gilt. Dann erhdlt man fiir die Lange des Intervalls (Ju), mit ein-
facher Rechnung: |(Ju),|=e¢#q und im allgemeinen: |(Ju),|—#q", falls nur
der Endpunkt des iterierten Intervalls (Ju), nicht rechts von V, liegt. (Der
Anfangspunkt dieses Intervalls ist u,). Es gibt aber wegen ¢>1 und V,<1
einen solchen Iterationsindex m, wofiir der Endpunkt von (Ju), rechts von
V.. liegt, d. h. (Ju), zu » gehorige Punkte enthdlt. Dann liegen aber auch
in Ju solche Punkte, wie klein man & auch wihlen mag. Daraus folgt, daB
in jeder Rechstumgebung eines beliebigen Punktes u, nicht zu & gehorige
Punkte liegen. Gdbe es nun in einer Linksumgebung eines Punktes w, nicht
zu 1, gehorige Punkte, so konnte kein solcher Punkt in der Rechtsumgebung
von u,.; sein, was zum soeben gesagten im Wiederspruch steht. Jeder Punkt
u, ist also ein Haufungspunkt der nicht zu & gehorigen Punkte. Daraus folgt
aber: In der Menge der zu & gehorigen Punkte gibt es kein Intervall. Wire
namlich jeder Punkt des Intervalls /x zu & gehorig, so kbnnten die Intervalle
(dx)., (n=0,1,2,...) in gewissen Intervallen (u., V,), oder (V., u..,) liegen,
wo noch f(x)<§& gilt, und so kénnte man (wie vorher im Fall des Ju-Inter-
valls) folgern: |(4x).|==q"|(4x)|. Dies ist aber unmoglich, denn es gilt fiir
n—oo: @"— oo, (V.—u,), (tnss—V.)—0.

Es gibt aber Funktionen, bei denen kein reguldrer Konvergenzpunkt, ja
sogar kein regulirer Punkt existierf. Wir wollen hier ein einfaches Beispiel
erortern. Es sei im Intervall /= [0, 1] (s. Figur 4):

2x. fir x€|0, %J,

f)= L
2—2x-|—2, fiir xe(‘-é-,l_l.

Diese Funktion hat zwei Fixpunkte erster Ordnung: &=0, g':%_ Alle

beide sind abstofiend; in §=0 (im Anfangspunkt von /) gilt d* =D" =2,

woraus man den abstofienden Charakter sehr einfach herleiten kann, fiir

g':% haben alle vier Ableitungszahlen den Wert —2, und so folgt aus
dem Satz 4 (Fall a)) die Behauptung. Da ferner die Ableitungszahlen von
f.(x) in allen Punkten, wo f.(x)=0,1 ist, die gleichen Werte 2", oder —2"
haben, folgt aus demselben Satz, dafi alle Fixpunkte htherer Ordnung ab-
stofiend sind. Es gibt also keinen Zyklus, zu welchem reguldre Punkte ge-
horen kodnnen.

Es ist leicht bei dieser Funktion auch die Verteilung der irreguldren
Punkte eingehender zu erdrtern. Da es abzdhlbar unendlich viele Fixpunkte
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gibt, und da jeder dieser Punkte nur abzihlbare Vorgianger hat, ist die Menge
der singuldren Punkte abzadhlbar. Daraus folgt, dal diese Menge kein Inter-
vall besitzt, ferner, dall die Menge der irreguliren Punkte die Machtigkeit
des Kontinuums hat. Doch gibt es auch in dieser Menge kein Intervall. Um
dies einzusehen beachten wir, dahh die Nullstellen von f,(x) die Punkte

-2"7 (*k=0,1,2,...,2""

sind, die siamtliche Nullsteben (fiir n=—1,2,3,...) also eine (in /) dichte
Menge bilden. Da aber die Gleichung f,(x)—x=0 zwischen zwei neben-
einander liegenden Nullstellen von f,(x) zwei Wurzeln hat, so ist auch die
Menge dieser Wurzeln eine dichte Menge. Alle dieser Wurzeln sind aber
Fixpunkte, d. h. jeder Punkt von /, also auch jeder irreguldre Punkt, ist eine
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Haufungsstelle der singuldren Punkte. Es gibt also bei dieser Funktion in
der Menge der irreguliren Punkte kein Intervall.””)

Die Frage, ob es {iberhaupt eine Funktion f(x) gibt, bei der die Menge
der irreguldren Punkte ein Intervall besitzt, scheint ziemlich schwer zu sein.

Bei dem vorigen Beispiel hat die Menge der Divergenzpunkte ein posi-
tives Mali (im Lebesgueschen Sinn; das Mali hat ndmlich den Wer 1). Das
folgende Beispiel beweist die Moglichkeit des entgegengesetzten Falles, nim-
lich desjenigen, dafi die Menge der Divergenzpunkte, zwar von der Méchtig-
keit des Kontinuums ist, aber das Mal O hat.

Es bezeichnen A, B; (i==1,2,3) und & beliebige Zahlen, welche die
Ungleichungen

0<A,<B,<A;<B;<§<A;<B;< 1

geniigen, f(x) sei eine beliebige stetige Funktion, fiir welche die Relationen
min f(x) = f(B,) = f(A;)) = B;, max f(x)=1, x€[B,, 4],
min f(x) = f(1) =0, max f(x) = A,, x€[Bs, 1],
min f(x) > B,, max f(x)=f(A,)=A,, x€[0, A},
min f(x) = f(A;) = B,, max f(x) = f(B,) = As;, x€[B,, Ay}

gelten, und der Punkt & sei ein anziehender Fixpunkt, mit (B,, A;) als un-
mittelbares Konvergenzintervall. Es sei ferner im Intervall (A;, B)

) .f(_Aﬁ_:ﬁ@_ (x—A)+F(AD.

Die so definierte Funktion (s. Figur 5) ist in /=0, 1] stetig, und die-
ses Intervall wird von ihr auf sich selbst abgebildet. Samtliche Konvergenz-
punkte gehoren zu & und die Intervalle .

(28) [0, A), (B, A)=dx, (B,, As), (Bs, 1]

sind vollstindige Konvergenzintervalle. Samtliche anderen vollstindige Kon-
vergenzintervalle liegen im innern der Intervalle [A;, B]=V: (i=1, 2,3).
Fiir jedes solche Konvergenzintervall (u, ) gibt es einen Iterationsindex n so,
dabf (u, v),= dx gilt, und die Punkte &, und », je mit einem der Punkte
B,, A, zusammenfallen.””) Es kann also jedes vollstindige Konvergenzintervall
in Vi in Form (4x)., geschrieben werden. Die Punkte von den Intervallen
(4x)-.., und nur diese, gehoren in V; (i=1,2,3) zu &

15) D. h. sie ist ‘eine , diskontinuierliche* Menge.
1) Dies folgt einfach aus der Monotonitit der Grundfunktion in den Intervallen V..
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Wir beweisen, dall die Langen der in V; liegenden samtlichen Konver-
genzintervalle (4x)_, zusammen die Linge von V: ausmachen.
Es bezeichne Q; (i=1, 2, 3) den absoluten Wert von

(Ai—B) : (f(A)—1(B).

Y 8, A B: ¢ A o D

Fig. 5.

Jedes Intervall (/x).,c V, hat zwei invers-iterierte Intervalle (erster Ordnung)
(4x)-(us1y, (d. h. es gilt ((4X)-gsn)i=(dx)-,), je eines in V, und in V..
Man erhilt fiir die Linge dieser Intervalle mit einfacher Rechnung der Reihe
nach

|(dX)-(iy] = Qu|(LX)-n|, |(IX)-(us1y| = Q2|(LX)-n].

Ist W; die Gesamtlinge der Konvergenzintervalle (./x)., <V, so folgt nach
den vorigen Gleichungen aus der Tatsache, daB jedes Konvergenzintervall in
V, und V., ein invers-iteriertes Intervall (erster Ordnung) eines Konvergenz-
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intervalles in V. ist,
Wl — Q1 bv;:, W.a — Q: W,

Es ist ferner jedes Konvergenzintervall (4x). ., < Vs ein erstes invers-ite-
riertes Intervall eniweder eines Intervalles (J/x) , — Vi, oder eines solchen in
V., oder — schlieflich — des Intervalles Jx; jedenfalls gilt fiir die Langen
dieser Intervalle

(X)) = Qs (X)),

also ergibt sich
W = Qu(W, 4 W, 4 |dx|).

Zusammenfassend :
Wl e Ql W,
(29) W.' - Q2 W,
Wir betrachten hier W,, W, und W, als die Unbekannten dieses inhomogenen
linearen Gleichungssystems. Fiir den Wert der Determinante ergibt sich

1—(Q+Q)Qi=1— l_V;I_l_i‘%Il—j__,_l|:|‘?[::fI| 1

wo die einfach beweisbaren Formeln

s Wil '\__H‘_—'J_ = __._|_l{fi___~_ﬁ_.
(30) Q=T C=Tvr CTWIFVIFIA

in Betracht gezogen wurden. Die Gleichungen (29) haben also nur ein Lo-
sungssystem. Das ist — wie aus (30) folgt — |V,|,|V.|,|Vi|, es ist also
W, =1Vi|, w.z. b. w.

Fiir das Mali der Menge & der Konvergenzpunkte ergibt sich:

@31 R = A+ (Bi—A) +(A—B)+ (1—By) + |Vi| + |V | + V5| = 1.

Die Menge der Divergenzpunkte wird von denjenigen Punkten gebildet, die
in / zuriickbleiben, wenn man die Intervalle (28) und die (/x) , aus [ her-
ausnimmt. Nach einem bekannten Satz der Mengenlehre ist die Restmenge
perfekt, also hat sie die Machtigkeit des Kontinuums. Sie ist ferner nach
(31) eine Nullmenge. Damit ist gezeigt, dall die Menge der irreguldren Punkte
auch hier eine diskontinuierliche Menge ist.")

17) Eine nidhere Untersuchung zeigt, dall es keinen nicht zu & gehdrigen reguliren
Punkt gibt. Die Fixpunkte hoherer Ordnung — die eine abzidhlbare Menge bilden — sind
nimlich abstofiend, die Menge der singuldren Punkte ist abzihlbar. Deshalb hat die Menge
der irreguliren Punkte auch bei diesem Beispiel die Miichtigkeit des Kontinuums.
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BEMERKUNG: Die vorige einfache Rechnung, mit welcher das Mali der
Menge der Konvergenzpunkte berechnet wurde, bildet den Ausgangspunkt
einer Methode, mit welcher wir bei gewissen komplizierteren, aber stetige erste
Ableitung besitzenden Grundfunktionen beweisen konnen, dafi die Menge
der Divergenzpunkte (oder die der irreguliren Punkte) eine Nullmenge ist.
Dieses Problem fiihrt zu der Iteration differenzierbarer Funktionen, womit wir
uns in einem weiteren Teil dieser Arbeit beschdftigen wollen.
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