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Untersuchungen iiber die kovariante Ableitung
in Linienelementriumen.

Herrn Professor O. Varga zum 50. Geburtstag gewidmst.
Von ARTHUR MOOR (Szeged).

Einleitung.

Die Grundelemente der n-dimensionalen Linienelementrdume £, sind
die sog. Linienelemente, die aus einem Punkte des n-dimensionalen Raumes
X, mit Koordinaten x' und aus einer Richtung mit Bestimmungszahlen
bestehen. Selbstverstindlich miissen bei den »* nur ihre Verhiltnisse beachtet
werden. Vom geometrischen Standpunkt aus ist also das Wertsystem (0, ..., 0)
fiir die »' ausgeschlossen. Bei einer zuldssigen Koordinatentransformation

(0. l) ii — -x’.(xly xl-" 4wy xu)
transformieren sich die  wie die Komponenten eines kontravarianten
Vektors, d. h.
(0. 2) f-". — A:‘--’"‘, A: II.|L'£‘ ﬁl_ !
ax'

Im folgenden wollen wir in den £,-Rdumen die kovariante Ableitung
der Skalare und der Vektoren aus gewissen Forderungen — die den all-
gemeinen Begriff der kovarianten Ableitung der geometrischen Objekte in den
£.-Rdumen bestimmen — ableiten. Der Begriff der kovarianten Ableitung
der geometrischen Objekte in Punktriumen wurde von J. A. SCHOUTEN ein-
gefiihrt'), und S. Gowuas, J. AczéL und A. MOOR haben die explizite Form
der kovarianten Ableitung gewisser geometrischen Objekte bestimmt®).

Fiir die kovariante Ableitung der geometrischen Objekte werden zundchst
im § 1 drei Forderungen gestellt. Ahnlich, wie in einem Punktraum definieren
wir ein Objekt in einem ¢,-Raume in folgender Weise :

1) Vgl. 5], insb. s. 74—75
%) Vel [1]—[4].
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DEFINITION 1. Ein geometrisches Objekt in einem Linienelement (x',1")
eines £,-Raumes ist ein Zahlen-m-tupel

(x, v) =(82,(x', ), ... ., Lu(X, ¥))

~

das bei einer Koordinatentransformation T der Koordinaten laut einer Trans-
formationsformel von der Form

Qo (%, ) = Fo(R.(x, ), . . ., Bu (¥, v); ), o=1,...,m
transformiert wird.

In §1 wollen wir die Definition der kovarianten Ableitung angeben.
Von den Forderungen, die die kovariante Ableitung erfiillen soll, besagt FI1.
von welchen Elementen bei gegebenen Objekten die kovariante Ableitung
tiberhaupt abhingig sein kann. Die Forderung F2. bestimmt ndher den Cha-
rakter der kovarianten Ableitung des zu differenzierenden Objektes, und
schliefilich driickt die Forderung F3. eine gewisse Regularitit (Stetigkeit) der
kovarianten Ableitung aus.

In § 2—3 bestimmen wir die Form der kovarianten Ableitung der
Skalare und der Vektoren.

Durch die Forderungen F1.—F3. wird die kovariante Ableitung der
geometrischen Objekte noch nicht eindeutig festgesetzt, sogar ist die kovariante
Ableitung auch fiir Skalare und Vektoren noch nicht bestimmt, doch muss
sie nach unserem Satz 5 durch gewisse Grundoperationen, ndmlich durch die
sog. fundamentalen kovarianten Ableitungen ausdriickbar sein.

In § 4 werden wir durch eine neue Forderung F4*. die allgemeinste
Form der kovarianten Ableitung bestimmen, die den Forderungen F1.—F4*
geniigt.

§ 1. Definition der kovarianten Ableitung.

In dieser Arbeit wird die kovariante Ableitung in den £,-Rdumen nur
fiir die Skalare und Vektoren bestimmt; wir bemerken aber, dali eine Er-
weiterung auf die allgemeineren geometrischen Objekte, ebenso wie in den
Punktrdaumen auch hier moglich ist. Die im folgenden vorkommenden Grofien
und Objekte sollen immer — in den +* homogene (Exponent 0) — Funktionen
der Linienelemente (x‘, »') sein. Wir werden in dieser Arbeit kurz {iber Objekte
sprechen, obwohl es sich um Objektenfelder handeln wird.

Nun geben wir die Definition der kovarianten Ableitung der Skalaren
und der Vektoren.

DEFINITION 2. Fiir die Objekte 2(x', v') die Skalare bzw. Vektoren sind,
ist die kovariante Ableitung "’ 2(x',+") ein Objekt, das den folgenden For-
derungen geniigen soll :
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F1. "7 %2 ist eine von dem Koordinatensystem unabhdngige Funktion von®)
i, 2, 0,22, 0.8 und von einem Hilfsobjekt 17,.(x', ') deren Komponente bei
einer zuldssigen Koordinatentransformation (0.1) dem Transformationsgesetz

(1.1) Iy=ALAL AT+ An Al

mit

(1.2) AT t,‘—-{f, Al ﬂ:, A:'km#q"
X' X JdX'dXx

geniigen ; iiber I'”, setzen wir voraus, daf sie in i, k symmetrisch ist.

F2. 7 Q soll ein Tensor sein, der einen kovarianten Index mehr als £2
hat, d. h.:

a) ist £2 ein Skalar, so ist "7 £2 ein kovarianter Vektor;
b) ist 2 ein kontravarianter Vektor, so ist "7 £2 ein gemischter Tensor
zweiter Stufe ;

c) ist L2 ein kovarianter Vektor, so ist “7 £2 ein reinkovarianter Tensor
zweiter Stufe.

F3. "/ £2 soll in allen Verinderlichen stetig sein.

§ 2. Kovariante Ableitung der Skalare.

Bedeutet g(x’,+") einen Skalar, so hat man nach einer zuldssigen Koor-
dinatentransformation (0. 1)
(2.1) o (X', v') = a(x, v').
Jetzt und im folgenden bezeichnen wir die Komponenten der Objekte im

Koordinatensystem x‘ durch einen Strich. Nach den Forderungen F1. und F2.
ist die kovariante Ableitung von o:

- " +*&
j O = S_;’(r*, 0, di. 0, (J.J; g, ! i m)

ein kovarianter Vektor. Die Funktionen §; sind nach F3. in allen ihren Ver-
dnderlichen stetig. Nach dem Transformationsgesetz fiir die kovarianten
Vektoren besteht somit

e -— — — — =% r . ¥k
(2' 2) . --_!' 0= S_l.(‘,Jll a, dL a, U-r.k”| , nj\)n) — A\;'Si'('."! ag, di T, U‘,L‘ 0, ! i F,”),

wo o; bzw. g die partiellen Ableitungen nach x* bzw. #* bedeuten.’) Die
Transformationsformeln von +*, 77", und o sind durch (0.2), (1, 1) und (2.1)

%) o, bzw. o0, bedeuten die partiellen Ableitungen nach x’ bzw. v,
1) 7, o bedeutet selbstverstindlich die kovariante Ableitung im Koordinatensystem Xx*.
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angegeben. Aus (0.2) folgt nach einer Uberschiebung mit A’ wegen der
Relationen

2.3) P O O B e

10, fiir is~r
die mit (0. 2) dquivalente Transformationsformel
(2.4) v’ = AlT.

Auf Grund dieser Relation erhdlt man fiir g.0, 0 aus (2.1) nach partieller
Ableitung nach x* und »* die folgenden Transformationsformeln :

(2.5) 0,0 =Ar0,0+A%A"d 0,
(2. 6) 0.40=Ad ,0.

(Vgl. die Formeln (1.2). Bei der Herleitung der Transformationsformeln (2. 5)
und (2. 6) haben wir

d;‘. - A;. L]r‘l‘ A:L E:f'ral__r, U;L- = A:. t],‘r
beniitzt.)

Die Formel (2.6) zeigt, daB d,0 ein kovarianter Vektor ist; wir wollen
hier bemerken, daB die Operation ¢ eine tensorielle Operation ist, die die
kovariante Stufenzahl um eins erhoht. Dagegen ist im allgemeinen nach (2. 5)
dr0 kein Vektor. g,0 bestimmt dann und nur dann einen Vektor, falls
d,,0=0, d. h. ¢ von den ' unabhdngig ist.

Beachten wir in (2.2) die entsprechenden Transformationsformeln, d. h.
0.2), (1.1), (2.1), (2.5) und (2.6), so bekommt man das folgende Funk-
tionalgleichungssystem :

@T)  S(E, 0, Aot KKt 0, i 0, KBALLT A+ A AD) =
— : Sr(-"k. 0, di 0, J k0, !‘;{"')’

wo fiir die Aj

(2.7a) Det (A}) # 0

bestehen soll.

In einem beliebigen Linienelement (x', »') kénnen o, 4.0, d (0, Aj; einen
@ (0)
beliebigen Wert haben, da (2. 7) fiir jeden Skalar o bestehen soll. Abgesehen

von der Bedingung (2.7a), konnen auch die A, beliebig gewihlt werden.
Die GroBen o, 0,0, 40, Ai. und Al sollen also in (2.7) als unabhingige Ver-
anderliche betrachtet werden.

Jetzt substituieren wir in die Gleichung (2.7) Ay, =0, und AL = —1";.
Offenbar ist diese Substitution zugelassen, da in einem bestimmten Linien-
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element (x',+') I",, ebensoviel Komponenten wie Al hat und (2. 7a) erfiilit
() (m

ist. Die Substitution ergibt wegen A, = d}:

(2° 8) S-"("Jis 0, "|£‘s J,.R 0, 0) — Sj(i"k, a, 0r0, O,J. a, !.J:im)
mit
(2.9 o ho—I v' 9 0.

Die Gleichung (2.8) zeigt, daB die kovariante Ableitung 7,0 von den
I, nur durch o, abhingig sein kann. Auf Grund der Definitionsgleichung
(2.9) kann leicht bewiesen werden, dal o|; ein kovarianter Vektor ist. Fiihren
wir die Bezeichnung

Fi(*, 6,00, 0,:0) * S;(t*, 0, 6]x, 1,40, 0)
ein, so wird aus (2. 8)

% v | .
S.l"("'k: T, 0, o 3 0, / k l") 5 Fi (‘*J'! a, ”|’~'v '{’,J-' ”)

und (2. 7) geht in das Funktionalgleichungssystem

(2.10) Fi(Ax', 0, Avol., ALd,0) = ALF,(:*, 0, 0|y, 0,,0)
iiber.
Aus (2.10) folgt nach der Forderung F3. der

Satz 1. Die kovariante Ableitung eines Skalars o ist nurvon o, 0, 0,0
und von +* abhdngig.

;0= F;(t*, 0, 01, 0,1.0).
Die Funktionen F, sind Lisungen des Funktionalgleichungssystems (2.10).

Eine genauere explizite Form der kovarianten Ableitung der Skalare
kann leicht bestimmt werden, wenn noch die folgende Bedingung gestellt wird :

B) Die kovariante Ableitung eines Skalars o ist von den +' nur durch
o, abhdngig.

Die Bedingung B) ist offenbar von den Forderungen F1.—F3. unab-
hingig, da z. B.

V3 rjddn!,r’ri!l,-

eine kovariante Ableitung definiert, die den Forderungen F1.—F3. geniigt,
die aber B) nicht befriedigt. Statt o|,+* konnte selbstverstindlich eine beliebige
Funktion der Skalare o und o' gesetzt werden.

Nach der Annahme B) geht (2.10) in die Gleichung

(2.11) Fi(0, Aio|., AL i ,0)=AiF, (0, o), d x0)
iiber.
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Da die Gleichung (2.11) beziiglich der Verdnderlichen o, 4.0 eine
Identitdit sein muf”), bekommt man aus (2. 11) nach der Substitution

ol = d,', 040 = o7
die Formel

(2.12) Fi(o, AL, Al) = c(0) A}, c.(0)*™ F.(q, oL, 05).

Da aber die linke Seite dieser Identitit A nicht enthilt, falls rs£1, 2, so mull
¢,=0 (r=1,2) bestehen. Schreiben wir jetzt in (2.12) o|. bzw. i 0o statt
AL bzw. Aj, so erhdlt man

(2.13) 7,0= Fy(0,0li, 3,.0) = ¢,(0)0) ;4 c(0),; 0.

¢;(0) und c¢,(0) sind beliebige stetige Funktionen von ¢ und selbstverstiandlich
sind sie selbst Skalare. Man kann sich leicht iiberzeugen, daB die durch die
Formel (2.13) bestimmte kovariante Ableitung den Funktionalgleichungen
(2.10) bzw. den Forderungen F1.—F3. und der Bedingung B) geniigt. Aus
(2.13) folgt also der

Satz 2. Bestehen die Forderungen F1.—F3. und B), so bestimmt (2. 13)
die allgemeinste Form von "] ;0.

In einem Punktraum ist J,0=0 und auch B) ist selbstverstindlich
immer erfiillt. Nach dem Satz 2 ist in den Punktriaumen die allgemeinste
Form der kovarianten Ableitung der Skalare

(2.14) 70 =¢(0)dr0.

§ 3. Kovariante Ableitung der Vektoren.

In diesem Paragraphen bestimmen wir die Form der kovarianten Ab-
leitung der kontravarianten und der kovarianten Vektoren. Bezeichnen wir die
kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektors B mit ©/; B, so ist nach F1.

(3.1) V; B'E T(", B', 0sB", ., B", [s"»).
Nach einer zuldssigen Koordinatentransformation (0. 1) haben wir:
(3.2 V,;B'=T4@", B, 9; B', 0.B", I}".),

da die Funktionen 7 vom Koordinatensystem unabhédngig sind. Nach F3.
sind die Funktionen 7 in allen Verdnderlichen stetig.

%) Die unabhingigen Verdnderlichen in (2. 11) sind 4,0 und o _,0. Da aber nach (2.9)
ol, eine lineare Funktion von ¢ ¢ ist, kann in (2.11) statt o, ¢ der Vektor ¢/, als unab-
hingige Verinderliche betrachtet werden.
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Nach der Forderung F2. ist "7; B' ein gemischter Tensor zweiter Stufe.
Somit hat 7;B' die Transformationsformel :

(3.3) 7,B'= AA}7. 5.
Aus (3. 2) und (3. 3) erhdlt man fiir die Funktionen T das charakteristische
Funktionalgleichungssystem, wenn #, B, d; B, . B' und )", mittels v, B*,
B, a,B" und 13", ausgedriickt werden. Die Transformationsformel von
B* stimmt mit der von * iiberein (vgl. die Formel (0.2)), d. h.
(3.4) B*—= A;B'.
Nach einer partiellen Ableitung auf beiden Seiten von (3.4) nach x" wird:
(3.5) #;B" = A ALa,B + Aoz’ a.B +0; AL B’
Aus der Formel (2. 4) folgt im Hinblick auf (0. 2)
(3.6) 0:0 = At = Au Ay,
wo A, durch die dritte Formel von (1. 2) bestimmt ist. Schreiben wir jetzt
(2.3) in der Form

AA, =0},
so bekommt man nach einer partiellen Ableitung nach x" und dann nach
einer Uberschiebung mit A
(3.7) 0;Ar—=—At Al AL,
Substituieren wir nun die entsprechenden Werte aus (3. 6) und (3. 7) in (3. 5),
so wird :

(3.8) 9:B° = A7 A3, B"+ AT Au Apv’o 4B — Al AT AL B
Nach einer partiellen Ableitung von (3.4) nach ¥ wird
(3.9 0B = A;A%d B

Aus (3.2) und (3. 3) bekommt man:
T‘:j (Fk’ Bk) U\E BJ‘IU{-_J; Bk, jT‘J":Lm) = E:A: T'I.ﬂ(flkg BII’ [jh Bh, U‘rh B’.., lw.:km)-

Beachten wir nun die Transformationsformeln (0.2), (1.1), (3.4), (3.8) und
(3.9), so bekommen wir aus unserer letzten Gleichung :
T5(AN', AL B, AL ALo.B + A} A AL v” 0, B —
(3.10) A A AR, B A0, I AL A 4 A )
=LA T (v, B', 8", 0,B", [\").
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(3.10) bildet eben das charakteristische Funktionalgleichungssystem fiir die
gesuchten Funktionen 77;.

Substituieren wir jetzt in (3.10) Aj = 0, A, — —1 W (diese Substitu-
tion ist zuldssig, da (2.7a) erfillt ist), so geht (3.10) in die Formel

3.11) T'(*, B", 9, B*, 0., B", [') = T';(:*, B*, BY,, 3,.B",0)
iiber, wo B'l, durch
(3.12) B & onB* —0, 5" '+ ITH B

definiert ist. Man kann leicht verifizieren, daB 5') ein gemischter Tensor
zweiter Stufe ist. Mit der Bezeichnung

Fll_,'(rk, Bﬁ', B.ﬁ.!h : r‘jrj', Bﬁ) def Ti_,'(f'k’ Bk, Bkjf,, P ) Bl:, 0)
bekommt man nach (3.11) aus (3.10) und aus (3. 1)
7; B' = F(", B, B's, 0 4 B")
und
F; (A, A'B, A AB'),, At Avd .B") =
— A:Af Fr.-.(f'k, Bk, Bk‘l;r, 6‘ oM Bk),
wo F'; eben die kovariante Ableitung von B' bedeutet (vgl. (3. 1) und (3. 11)).

Nehmen wir jetzt an, dafi die Bedingung B) die im § 2 fiir Skalare
bedingt war, auch fiir die kontravarianten Vektoren giiltig ist, d. h.

B*) Die kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektors B' ist von
den v nur durch B'. abhingig.

~In der Formel (3.13) sind also nach der Bedingung B¥*) die Funktionen
F'; von den +" unabhingig. Wenn wir jetzt in diese Formel

(3.13)

A= 00,
einsetzen, so wird nach (2. 3)
A == 0 2
und aus (3. 13) wird man die Relation

(3' 14) Fj.f(‘? ]B!.) BL Ih ’ d,Jl BL) — F'._f(BJl! BL;JJ ’ l‘."_h B*)

bekommen. Diese Relation beweist aber die Homogenitdt nullter Dimension
von F'; in bezug auf die Verdnderlichen B'. Da aber F'; nach der Forderung
F3. in den Veranderlichen B" stetig ist, folgt aus (3. 14), daf F', von den
B' tiberhaupt unabhingig ist. (Vgl. das Lemma von [4] Seite 241.)
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Das Funktionalgleichungssystem (3.13) geht also in das Funktional-
gleichungssystem

(3.15) F (A AB ,, Ai A0, B Y= A, AF.(B'lx, 3., B")

iiber, wo B'|; durch (3.12) bestimmt ist. Unsere Resultate iiber die kovari-
ante Ableitung der kontravarianten Vektoren in den £,-Ridumen konnen wir

im folgenden Satz zusammenfassen :

Satz 3. Die kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektors B' ist
allein von B'|, und 4,B" abhingig :

(3.16) V;B' = F(B"s, 0 4B°).

B, d,,B" und *7; B sind gemischte Tensoren zweiter Stufe und fiir F'; besteht
das Funktionalgleichungssystem (3. 15).

Der Fall der kovarianten Vektoren C; kann in volistindig &dhnlicher
Weise behandelt werden, nur die Transformationsformel von C; und die
Transformationsformeln der partiellen Ableitungen #.C: und 4,C: werden
eine andere Form haben, als im kontravarianten Fall. Aus

3.17) Ci=AiC,

folgt im Hinblick auf (3.6) nach einer partiellen Ableitung nach x* bzw. *:
(3.18) 3;Ci= Al A9,C, + AT Au Ay 6 4 Co + AL G,

(3.19) 9 Ci= A Ad 4 C,.

Nach den Forderungen F1.—F3. wird die kovariante Ableitung von C;
von v/, C;, . C;, 6,C; und I",, abhingig sein:

Vj Ci= Tyi(v*, Cx, 3 Cry 3.0 C, n'w).
Das dem (3.10) entsprechende Funktionalgleichungssystem fiir 7; ist:
Tij(zf 'f'f, A Ch AL A9, C + A; A 44_; f'jl(jrlCr + ALC,, AL Al 9.:Ct,

(3.10) Lot o e _ %
Fr t Ay A: A:n + A:lm A:) == A|; AJ Tfs(f',‘, Ck, an Ck; 6,.11 CJ.', Fhlm)-
Nach der Substitution Ay — d;, Al,, = —1I7",, bekommt man wieder, daf T
von 3, Cx und 7", nur durch
(3.20) Cip & 0 Cr— 0, Ce T3 v'— ' Ce

abhdngig sein kann. Man kann leicht verifizieren, dall die Ci zweimal ko-
variante Tensoren sind. Es besteht der folgende
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Satz 4. Die kovariante Ableitung eines kovarianten Vektors ist von ",
Ci, Ciln und 9 ,C, abhdngig :

(3 21) h?j Ci p— Fi'_j(rk, CJ'.' 3 Ck!h 3 0,.-’1 Ci')

Es sind "7;C:, 0,:C; und Ci» rein kovariante Tensoren zweiter Stufe; fiir
F.; besteht das folgende Funktionalgleichungssystem :

Fy(ASY", AiCr, AL ALCs, AL ARG L, C)) =
= AFA:FJ-N(P-"‘, Cr: Giv; 04G)

Die Annahme, dafi eine der Bedingung B¥*) analoge Bedingung auch
fiir den kovarianten Fall giiltig ist, besagt, dal die Funktionen F;; in (3.21)
von den +* unabhédngig sind. Die Abhingigkeit von C; ist aber noch moglich,
wie das durch das Beispiel
(3.23) V;Ci=Ci,—CC;
unmittelbar verifiziert werden kann®).

Die Sitze 1.—4. driicken aus, daf die allgemeinste kovariante Ableitung
aus gewissen Grundoperationen zusammengesetzt ist. Diese Grundoperationen
sind die partiellen Ableitungen nach +* und die durch (2.9), (3.12) und (3. 20)
bestimmten Operationen, die wir kurz mit ,.”" bezeichnen wollen. 4, und
» sind tensorielle Operationen, sie erhbhen die kovariante Stufenzahl um 1.
Diese Operationen sind die fundamentalen kovarianten Ableitungen im £,-
Raum. Diese Resultate fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz 5. Die den Forderungen F1.—F 3. geniigende kovariante Ableitung
der Skalare und Vektoren ist durch die fundamentalen kovarianten Ableitungen
wo " und " ausdriickbar. Diese fundamentalen kovarianten Ableitungen
nennen wir die einfachsten kovarianten Ableitungen des £,.-Raumes, die den
Forderungen F1.—F3. geniigen.

(3.22)

§ 4. Das Multiplikationsgesetz der kovarianten Ableitung.

Bisher haben wir bei der Bestimmung der kovarianten Ableitung der
Skalare und der Vektoren die Forderungen F1.—F3. und die Bedingung B)
bzw. B*) beniitzt. Die Sitze 3 und 4, die aus F1.—F3. und B*) abgeleitet
wurden, bestimmen die kovariante Ableitung der Vektoren noch nicht voll-
stindig. Wenn wir noch fordern, daf die kovarianten Ableitungen einem ge-
wissen Multiplikationsgesetz geniigen sollen, so kann in manchen Fillen auf

%) Die Formel (3.23) gibt auch in den Punktriumen eine kovariante Ableitung.
Vgl. [4], letzte Formel der Seite 242.
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Grund des Multiplikationsgesetzes die allgemeinste Form der kovarianten Ab-
leitung bestimmt werden. Unsere Forderung ist:

F4. Die kovariante Ableitung des Skalars B'C, (B' und C; bedeuten einen
kontra- bzw. einen kovarianten Vektor) soll durch

B, C:, 7xB', V. C:, 3:B', 9 ,C:, Blx, Cils
ausdriickbar sein.
Aus F4. folgt also, dal

4.1) '71:(3'0) = G(B’, Ca, v B V4 Ca, 0,8, 03Ca; B«‘b, C.»)

besteht und 7. (B'C:) nach F2. ein kovarianter Vektor ist, da B'C: einen
Skalar bedeutet.

Das Multiplikationsgesetz der fundamentalen kovarianten Ableitungen
ist — wie das leicht bewiesen werden kann, das Leibnizsche Gesetz, d. h.

(BI‘ CJ) == B;lk Ci + CiikBlI,
dx(B'C))=Cig B 4 B'xC:.
Wir wollen im folgenden die allgemeinste kovariante Ableitung bestimmen,

deren Multiplikationsgesetz das Leibnizsche Gesetz ist. Hier werden wir also
den folgenden einfachen Fall von F4. untersuchen:

F4* Die kovariante Ableitung des Skalars B'C; soll
(4.2) Vi(B'C)=C:7uB'+B 7:C:
sein.

Die Gleichung (4.2) hat offenbar die Form (4.1). Nach der Formel
(2.13) ist 77, (B'Ci) von der Form:

(4.3) Tk (B'C)=c:(B'C)i + ¢:0. (B C)),

wo ¢ und ¢, nach (2.13) noch za bestimmende Funktionen des skalaren
Produkts B'C; sind.

Da die fundamentalen kovarianten Ableitungen |, und 4, dem Leibniz-
schen Multiplikationsgesetz geniigen, bekommt man auf Grund von (4.2) aus
der Formel (4.3):

4.4) G B'+B7.Ci=¢ (B;:ik Ci+ C;ii.-Bll) -+ Cg(Cl'd‘J.-B{ + B;d,,kcf‘)-
Beachten wir jetzt die Definitionsgleichungen (3.12) und (3.20), so bekom-
men wir von der Relation (4. 4):

C:VxB' +B Vi Ci=6[Ci(0:B' =TI 6 ,,B)+

(4 5) 4 *g . i 3
+ B ((h—C.“‘-‘ A )y d» Ca)] —I—CQ[C, rl‘l_;_-B - B t]!_;; C,'],
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WO
(4. 5a) Ca==Cs(0), 0= B'C, (e=1,2)

bedeutet.
(4.5) ist ein Funktionalgleichungssystem fiir die Funktionen “/, B* und
7x C: mit den Veranderlichen :

!'[, B‘. C;‘, i!;;B., i C.‘, d,,:,—B', df,kC,'.

Wihlen wir jetzt fiir C; den Vektor C.= ¢/ (j: fix), so werden nach (4.5a)
€« (¢=1,2) allein von B’ abhdngig sein, und (4.5) geht in das Gleichungs-
system
(4_ 6) T_?kB.J' =g (BJ) (0#;3';-"1‘:5;; f‘r(}l_.a BJ) + CQ(B'J)JFJ. B_:'_BI iz (’;j

(nicht summieren auf j)
tiber.

BEMERKUNG. Selbstverstandlich bedeutet in (4.6) das Glied 77,0 nicht
die kovariante Ableitung des Kroneckerschen Symbols, sondern 77 d/ soll die
kovariante Ableitung von C: bedeuten, wenn nachtriglich C,= 0o/ (j: fix)
gesetzt wird.

Nun ist aber nach dem Satz 3 77,5’ von B’ nur durch B’l, abhingig,
d. h. B’ kann nur in einem Glied von der Form /7B’ vorkommen. Das
bedeutet aber, dal in (4.6) die Glieder

4.7 c,(B)axB’, ¢(B')i B’

nur dann figurieren konnen, wenn die ¢, von B’ unabhéngig sind. ¢, und ¢,
sind also Konstanten. (4.6) konnen wir somit auf Grund von (3.12) in der
Form

VB = e,Bx+ 60 4B’ — B (. + V1 8)
bestimmen. Nach dem Satz 3 muss aber dann
(4.8) Trd! =—a 7
bestehen, und fiir */, B’ bekommt man die Formel:
(4.9) Vi B =¢,Bs 46,48’ Ca = konst.

~ Substituieren wir jetzt die Formel (4.9) in (4.4), so bekommt man fiir
B'=0; (j: fix):
(4.10) Tk Ci=06:Cilx + €20, C; C« = konst.
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Es kann unmittelbar verifiziert werden, dali die kovarianten Ableitungen
(4.9) und (4.10) die Gleichungen (3.10), (3.10a) und (4.4) und selbstver-
stindlich auch die Forderungen F1.—F4*. erfiillen. Fiir C;==d! (j: fix) be-
kommt man nach (3.20) und (4.10) die Relation (4.8). Es ist somit der
folgende Satz giiltig:

Satz 6. Die allgemeinste Form der kovarianten Ableitungen der Vektoren
mit dem Multiplikationsgesetz (4.2) ist durch die Formeln (4.9) und (4.10)
bestimmt.

Die Formel (4.9) bestimmt nicht die allgemeinste kovariante Ableitung
die homogen linear in den Verdnderlichen B’,d B’ ist und die die For-
derungen F1.—F3. und B*) befriedigt. Das kann durch das Beispiel (Vgl.
[4] Satz 7 auf S. 246)

(4.11) i B =, B’ + €20 2 B’ + 0(cs Bl + €10 4 B) ¢, = konst.

unmittelbar verifiziert werden, da (4. 11) in den B', 4:B', 3 B’ linear ist.

Das Bestehen der Relation (4. 2) ist also eine stirkere Forderung als die
Linearitit. '

Wir wollen noch bemerken, daff ein Multiplikationsgesetz von der Form
(4. 1) die kovariante Ableitungen “7;B" und “/;C; miteinander verkniipft, d. h.
;B und 77;C; kdnnen nicht voneinander unabhidngig bestimmt werden.
Das zeigt sich auch in den Formeln (4.9) und (4.10), denn die Konstanten
¢, und ¢, miissen in diesen Formeln {ibereinstimmen.
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