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Einige Sitze iiber das Volumenelement eines
Riemannschen Raumes.

Herrn Prof. Dr. O. Varga zum 50. Geburtstag gewidmet.
Von PAUL GUNTHER (Leipzig).

In einer Arbeit beweist S. HELGASON [2] das folgende Lemma: In
einem symmetrischen Riemannschen Raum negativer Kriimmung ist die
Oberfldache einer geoditischen Kugel eine monoton wachsende Funktion des
Radius r, die sogar stirker als r*!' wichst. Besonders wichtig ist dies, falls
der Raum vollstindig und einfach zusammenhidngend ist. Dann ist er nach
einem bekannten Satz von E. CARTAN [1] homoomorph dem euklidischen
Raum, und ein Normalkoordinatensystem ist im ganzen Raum giiltig. (Hier-
bei wird nicht die Symmetrie vorausgesetzt.) Beim Versuch, das Lemma von
HELGASON fiir einen beliebigen Riemannschen Raum negativer Kriimmung
zu beweisen, bin ich zu folgendem Ergebnis gekommen: [st fiir die Rie-
mannsche Kriimmung K eines zweidimensionalen Fldchenelementes stets

- 4 I."-— ]'h
A=K =B, so ist lgr[—s'l—lnf_lﬁi) eine beziiglich r monoton fallende Funk-
. VAr
. A1-n
tion, wihrend | g [-S]H;—B—{ eine monoton wachsende Funktion von r ist.
(DT

Dabei ist g die Determinante aus den Komponenten des Fundamentaltensors
in Normalkoordinaten. Ist eine der beiden Funktionen konstant, so ist der
Raum von konstanter Kriimmung. Dies wird in § 1 der vorliegenden Note
bewiesen. Grundlage des Beweises ist eine von G.HERGLOTZ [3] angegebene
Relation fiir den Kriimmungstensor in Normalkoordinaten. In § 2 werden
Anwendungen auf die Oberfliche und das Volumen geoditischer Kugeln
gemacht, wobei sich das Lemma von HELGASON in der allgemeinen Fassung
ergibt. Ferner wird gezeigt: Ist — ohne Voraussetzungen iiber die Kriimmung —
in einem V; die Oberfliche einer geodadtischen Kugel stets gleich

4:r‘—‘—-:’.‘-—- ), so ist der V; von konstanter Kriimmung. In § 3 werden
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Anwendungen auf harmonische Riemannsche Rdume und auf die Grundlésung
der zu einem V, gehorigen Potentialgleichung gemacht.

§ 1. Es sei V, ein Riemannscher Raum mit positiv definiter Metrik der
Klasse C”. Unter einer Normalumgebung vom Radius o eines Punktes P,
verstehen wir eine geodatische Kugel vom Radius ¢ um P,, in deren Inne-
rem sich ein Normalkoordinatensystem mit dem Ursprung £, einfiihren ldft.
Ein solches Koordinatensystem bezeichnen wir mit (x'), i=1,2,...,n, die
Komponenten des Fundamentaltensors mit g;; bzw. g", die Komponenten des

Kriimmungstensors mit R.;; den geoditischen Abstand eines Punktes mit
1

den Koordinaten x* vom Ursprung P, bezeichnen wir mit') r = (gixx)? .
Die g;;, g7 sind Funktionen der Klasse C?, da man im allgemeinen bei
Transformation auf Normalkoordinaten eine Differenzierbarkeitsordnung ein-
biiit. — Wir erinnern noch an die Formel fiir die Riemannsche Kriimmung
K(p,q) eines in einem beliebigen Punkt von zwei linear unabhédngigen
Vektoren p’, ¢' aufgespannten Flichenelementes:

__ Rurarey
(£-8i—&n&)P 4P
Satz 1. In einer Normalumgebung U vom Radius o eines Punktes Py

sei stets K(p,q) = A. Dann gilt in U und in Normalkoordinaten lings jeder
von P, ausgehenden geoddtischen Linie:

smI/ArJ o

(Det g}* — | —| .

wo y, eine monoton fallende Funktion ist. Ist hierbei A > o, so ist der Radius
o der Normalumgebung bestimmt = I“EA Ist y, lings jeder von P, ausgehen-
den geoddtischen Linie konstant, so ist der V, in U von konstanter Kriim-
mung A. (Ist A <o, so ist natiirlich zu schreiben: l?%fr = %

sin | Ar

und im Falle A= o ist — =1 2u setzen.)

Ar

Bewkeis. Wir gehen aus von der Herglotzschen Relation fiir den Kriim-
mungstensor in Normalkoordinaten:

(1) XX(g)+ X(g)— 5 X(€)g" X(g,) = 2Ry xx.

) Das Zeichen " deutet an, dafl die betreffende Grofe im Punkte P, zu bilden ist,
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Hierbei ist X(¢)=Xx' g : =r¢’, wo der Strich Differentiation ldngs der von

P, ausgehenden geod;ihschen Linie in Richtung x' bedeutet. Hieraus folgt,
wie man leicht nachrechnet:

: LA 1 & rs ’ et
X(g"X(g:))+8&" X(g)+ 5 &" X(gi)g" X(gy) = 2Ry x'x",
und daraus

iy i 1 i L ok r 5
@ X(g"X(g)+ &' X(gy)+ 5 &' X(g)g" X(g) = 2R ux'x
Nun ist aber

3) £" X(gy) = X(log g).
Ferner folgt aus der Voraussetzung K(p, q) = A sofort
—‘Rr .‘.1,'p"(}"'p"q" ;:: A(gp'.kg:'j—gljgm')prquxqj!

woraus man fiir den verjiingten Kriimmungstensor leicht die folgende Abschit-
zung gewinnt:

2R up' P = —2(n—1)Ag.p'p .
Beachtet man noch (gn—:g;,-ﬁ)x*zo. so folgt:
(4) 2R ax'x = —2(n—1)Ar.

Nun seien 4, 4s,..., 4,1, 0 die (reellen) Eigenwerte der Matrix gV X(g:.).
Null ist wegen X(g.)x" = o Eigenwert; diese Beziehung gewinnt man leicht

durch Differentiation der Gleichung (gi»—gi)x =0. Dann ist

6 (Xtogy— (@ X))y =2 0] = (-1 X -

= (n—1)g" X(gi)g"* X(g)-

Trdagt man nun (3), (4) und (5) in die Gleichung (2) ein, so erhilt
man die folgende Differentialungleichung fiir log g lings einer von P, aus-
gehenden geodétischen Linie:

©)  XX(ogg)+ X(log &)+ 5 (X(og @) +2(n—1)Ar =
Setzt man hier g = y*" " so erhilt man schlielich:
LII=XX0)+X()+Ary=(Py) +Ary =o

mit den Anfangsbedingungen y(0) - g( 1, 3’(0)=o0. Die Funktion
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z:ST,T!_'Ar ist eine Losung von L[z] = o mit den Anfangswerten 2(0)=1,
r
2'(0)=o0. Dann erhilt man mittels der Greenschen Formel:

[ zLiiar = rly 9z —y 07 () —r22 L] .

Ist nun zundchst A negativ oder null, so ist z > o fiir alle positiven r, und

wegen L[y] = o das Integral links negativ, also (%) =0, 4. h Y monoton

z
Fii s
fallend, das gleiche gilt dann auch fiir y, :(u‘z—) . Ist A positiv, so ist z fiir

X

Q<< 1—; positiv, also fiir dieses Intervall wie oben monoton fallend.

y

Dann ist aber Ilim oy entweder endlich oder — ~; dies kann aber nur

ar
Vot m— =)

Ja

dann eintreten, wenn y im Intervall 0 < r;]—;_ eine Nullstelle hat. Da in

einer Normalumgebung g und damit auch y stets =£=¢ ist, mull also der

Radius der Normalumgebung = L sein.

"

Sei nun y, = const. lings jeder von P, ausgehenden geoditischen Linie.
. Y ;'ﬂn-'l!“

ﬂf‘%—Ail g eine Funktion von r allein, die der Relation
‘Ar

(6) geniigt, in der stets das Gleichheitszeichen gilt. Vergleicht man dies mit

der Gleichung (2), so erhdlt man:

Dann ist gz[

l a9 l i) rs , = + Kk
SQW(X(IOgg))-_?gJX(g”)g X(g,u)(+{2(n—l).4r +2R.—.,;_-xx}=0.

Hierin ist wegen der Abschitzungen (4) und (5) jede der beiden Klammern
= 0, so dal} also jede fiir sich verschwinden mufi. Die erste der beiden
Klammern kann aber nur verschwinden, wenn in der bei der Abschétzung (5)
benutzten Schwarzschen Ungleichung das Gleichheitszeichen gilt, was wiederum
nur dann sein kann, wenn alle Eigenwerte 4y, 42, ..., 4,1 der Matrix g7 X(gi)

untereinander gleich sind: 4, =/4,=--- =14, ‘:;':}r_!—_l_ X(log g). Ist nun

p~ ein Vektor mit konstanten Komponenten, fiir den g;x'p’ =§,-_,-x"pf'=o

D6
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gilt, so ist also lings der von P, ausgehenden geoditischen Linie durch Xx’

X(gn)p =igup =X (l g [#J ]g D

Hieraus folgt durch Integration :

‘sin)Ar

VAT Jg p-, falls é-..xip":O.

gD =

Ohne Beschrdankung der Allgemeinheit kann man ‘é'r,-,,sﬁ- f],-,-,‘é":: 1, P=2x*
annehmen. Ist dann ¢" ein ganz beliebiger Vektor, und setzt man
l‘xiqi

r'_'

pr=q—aXx, a=
so ist g, x'p = Xx'p =0, so dafi wir erhalten

i g Q.2 i rZ V Y gt D 2
Qg Y =gup'p + = (-S'F-%}—') Spitar —

“sin W&r)2 - R
=|——— | {J¢°—*r} P =
( VAr =q i

- kx|

xix/ "
fjg‘— -r_lls q*q.l.

Demnach gilt:

A e R)

und dies ist das Linienelement eines Raumes der konstanten Kriimmung A
in Normalkoordinaten. Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

BEMERKUNG 1. Die Voraussetzung K(p,q) = A wird beim Beweis des
Satzes nicht vollstindig ausgenutzt, da ja nur eine Abschitzung fiir den
verjiingten Kriimmungstensor ben0tigt wird. Die Abschédtzung (4) ist
insbesondere in einem Einsteinschen Raum — gekennzeichnet durch

Ri=R'j.— ——-g i, R==const — mit dem Gleichheitszeichen erfiillt, wenn

man A - ———- setzt. Also gelten auch alle Behauptungen des Satzes,

n(n—1)

wenn anstelle der Voraussetzung K(p, q) = A die Voraussetzung gemacht wird,

dali der V, einEinsteinscher Raum ist und wenn A= :}F(ﬁ-}i_lf gesetzt wird.
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BEMERKUNG 2. Aus unserem Beweis folgt noch leicht, dali fiir jede
von P, ausgehende geoddtische Linie eine Zahl r, existiert, 0 =r, =90, so

dab fiir alle r mit 0 =r=r stets 7, = ‘é gilt, wahrend fiir r > r, die Funk-
tion 7, eigentlich monoton wichst.

Satz 2. In einer Normalumgebung U vom Radius o eines Punktes P,
sei stets K(p,q) = B. Dann gilt in U und in Normalkoordinaten lings jeder
von P, ausgehenden geoditischen Linie

1 -1
| 5 e S l B r )
lDet | EJ'I - = Ty — .’,),
1 [ & ||} P.E’ | l B P
wo y. eine monoton wachsende Funktion ist. (Falls B > o0 kann die Behaup-
tung nur fiir 0 =r = JE gelten.) Ist y, lings jeder von P, ausgehenden

=75
geoddtischen Linie konstant, so ist der V, in U von konstanter Kriimmung B.
Wir beweisen zundchst einen einfachen

Hilfssatz. Es seien a;2'2 und b;z'z' zwei positiv definite quadratische
Formen in n Variablen. Es sei stets a;;2'z’ = b;2'2. Dann ist auch
Det | a;|| = Det||b;|. Gilt dabei Det | a;| = Det||b;|, so ist auch a;= b;.

BEweis. Im R, mogen die 2',..., 2" rechtwinklige kartesische Koordi-
naten bedeuten. Durch die Gleichungen a;2'2 =1 und b;2'2 =1 werden
zwei Ellipsoide E,, E, bestimmt. Das Innere der beiden Ellipsoide sei mit
I, bzw. I, bezeichnet. Auf der Oberfliche von E, ist 1= b;2'2/, d. h. es ist
E, im Inneren von E, gelegen, also /.c/,. Ftilr die (euklidischen) Vlolumina

gilt dann V, = V,. Nunist V,= C.{Det | a;||} 2, V,=C.{Det|/b;|[} > wobei
C. das Volumen der n-dimensionalen euklidischen Einheitskugel ist. Daraus
folgt sofort die erste Behauptung. Ist aber nun Det |a;l| = Det| b;|, so
gilt auch V,=V, d.h. E,=E;, und es ist stets q;z'z'=b;2'z' fiir alle
z',...,2", woraus die zweite Behauptung folgt.

BEWEIS VON SaTz 2: Wir gehen wieder von einem Normalkoordina-
tensystem in U mit dem -Ursprung P, und der Herglotzschen Relation (1)
aus; wir multiplizieren diese mit 2'2/, wo 2° ein konstantes Werte-n-tupel ist:
(M) XX(€52'2)+ X(g52'2)— - X(8:2)g" X(8s2) = 2Ry X' X'2'2.

Wir betrachten diese Relation lings einer beliebigen, aber festen geodatischen
Linie von P, aus, und wihlen 2' so, dab ‘g';'.;,-x*'z-i =g;x'2 =0 ist. [1} ist ja

lings einer solchen Linie konstant.' Dann ergibt sich aus der Voraussetzung
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sofort
(8) 2Ryix"2'x*2 = —2Brgy2' 2.
Setzt man g X(g,;2')= ', g;2 =u;, so gilt die Ungleichung
(') = (g ) (g ).
Hierin ist
ui' —g" X(g,;2)gun2" = X(g,2°2),
g = 88" X(gn2") gV X(gu2) — X(g.:2)8" X(g42),
giniu;=g;2'2 .
Damit erhalten wir die Abschitzung

©) X(g:2)g" X(g42) = (€22) |(X(g52'2)) .
Setzt man (8) und (9) in (7) ein, so erhdlt man, wenn man noch g;2'2’ = f
setzt:

XXf+ Xf— [ (Xf) +2Bfr =0,
und daraus fiir y=1|f, f>0:
Ly|=XX(»)+X(»)+Bry=(ry)y +Bry =0,

1
mit den Anfangsbedingungen y(0) = (g, z'2’)%, ¥'(0)=0. Wie beim Beweis
von Satz 1 erhdlt man mittels der Funktion z-— %%—Br die Formel
'Br

|°zL[y]dr:r—'zﬂ(-’-’-) ,
0 2,

aus der man wegen L[y] = o entnimmt, dal} Zz' monoton wachst. Ist hier

B>o0, so kann die Behauptung nur fir r= I% gelten, da fiir i

IB
die Funktion z negativ wird.
Wir erhalten also als vorldufiges Ergebnis, daB lings jeder von P
ausgehenden geoditischen Linie die Funktion g,2'2/ m_nﬁ

. VBr

wichst,?) falls g._,-x"z"zﬁ.-_,-x"z*:o. Wir nehmen ohne Beschrinkung der

) monoton

Allgemeinheit an, dali ﬁ.-_,-:r}.;,- gilt. Die quadratische Form g;;z'2 mit der

0
2) Insbesondere folgt hieraus g,;z'z/ = g,2'z/, was beim Beweis des Satzes von
E. Cartan [1] eine wichtige Rolle spielt.
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Nebenbedingung Xx'2'= o0 kann als quadratische Form in n—1 Verdnder-
lichen gedeutet werden, deren Determinante sei &. Aus dem Hilfssatz folgt

sin |/ Br
|B-r

tischen Linie monoton wichst. Da aber g x = x' ist, gilt =g und es
folgt die erste Behauptung unseres Satzes.

sin | Br
VBr

folgt nach dem Hilfssatz, dal g.-_,-z"z"(

dann sofort, daB Ig( ) ldings jeder von P, ausgehende geodi-

) = const fiir jede Geoddtische von P, aus, so

smEBr )_- = 32" =const ldngs jeder
VBr

solchen Linie und fiir alle z' mit Yx'z'=o0. Hieraus folgert man leicht wie
beim Schluffi des Beweises von Satz 1, daB

_xx  (sinVBrY(, xx
S ™ T " o (FITEF—) ldu g ‘r—g]

Ist nun Ig(

gilt, also der V, ein Raum der konstanten Kriimmung B ist.

§ 2. Wir wenden die Ergebnisse von Satz 1 und 2 jetzt auf die Ober-
fliche und das Volumen geoditischer Kugeln an. Es bezeichne £2(P,, r) bezw.
V(P,, r) die Oberfliche bezw. das Volumen der geoddtischen Kugel mit dem
Mittelpunkt P, und dem Radius r.

Satz 3. Ist in einer Normalumgebung U eines Punktes P, stets
sin JAr
VA

Ist diese Funktion konstant, so ist der V, in U von konstanter Kriimmung A.

1-n
K(p,q) = A, so ist in U die Funktion Q2(P,, r)( ) monoton fallend.

BEwEIS. Wir wihlen das Normalkoordinatensystem mit dem Ursprung
Py, dann gilt

QP 1= | ri(Jg)do.
)

Dabei bezeichnet E die Einheitskugel, do deren (euklidisches) Oberflichen-
element, wéahrend (] g), die Werte von | g auf der geoditischen Kugel mit

P e M _yn-1
Radius r darstellt. Nun ist Iéztﬂ?‘%f‘r) :’l’ WO Yl nach Satz 1 mono-
{ATF )

ton féllt, (lings jeder von P, ausgehenden geodidtischen Linie), also gilt



86 P. Giinther

s U T 10
woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Ist nun £2(P,,r) [E?—%ﬁ) - const,

so ist fiir alle betrachteten r
. (7,),d® = const,
i

oder fiir i<

' {(71 ),-l . (}’,),,3} dw=o0.

E

Da hier der Integrand wegen der Monotonieeigenschaft von y, nicht negativ
ist, folgt (7,), = (7,),, fiir jede geodatische Linie von P, aus. Also ist lings
jeder solchen Linie y, = const und aus Satz 1 folgt die Behauptung.

BEMERKUNG. Aufgrund der Bemerkung 1 von Satz 1 kann auch im

Satz 3 die Voraussetzung K(p,q) = A ersetzt werden durch R;— % Zi;;ydann

gelten alle Behauptungen, wenn man A— setzt.

n(n —1)
Satz 4. [st in einer Normalumgebung U eines Punktes P, stets
sin I, Br
, /8
send. (Ist B>0, so gilt die Behauptung nur fiir 0 =r = —. ) Ist diese

1-n
K(p,q) =B, so ist in U die Funktion 2(P., r)[ ) monoton wach-

_ l
Funktion konstant, so ist der V, von konstanter Kriimmung B.

BEWEIS. Analog zu Satz 3.

BEMERKUNG. Ist hier B = o, so ist (P, r)r' " monoton wachsend, also
insbesondere £2(P,, r) monoton wachsend. Dies ist das Lemma von HELGASON.
Ist B<0 und der Radius der Normalumgebung ¢ = o (was nach dem Satz
von E. CArTAN fiir einen vollstindigen, einfach zusammenhﬁngenden V. mit
K(p, q) = o richtig ist,) so gilt sogar lim Q2(P,, r)r' " =

r-»m
r

1
l ‘5“"_[‘&‘_’] dr gesetzt. Dann erhilt

A
0
man fiir das Volumen V(P,,r) einer geoditischen Kugel die folgenden Sitze.

Im folgenden wird S(r, A)—

Satz 5. Ist in einer Normalumgebung U eines Punktes P, stets
K(p,q)= A, so ist die Funktion V(P,,r)S '(r, A) in U eine monoton fal-
lende Funktion von r. Ist sie konstant, so ist der V, von konstanter Kriim-
mung A.
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BeEwels. Es ist

VP, = | (P, 0)da,

{V(Po, NS ' (r, A)Y = 8(Py, n)S ' (r, A)—S*(r, A)S'(r, A) ] Q(P,, 0)do.
Nun gilt fiir 0 = o = r wegen Satz 3

Q(0) _ L2(n)

(@) — S’

I“

also

Q0) o SO ( () Q)
20 = 55 SO s | 20do= S()JS()d 0

d. h. {V(Ps,n)S ' (r, A))’ =0, womit der erste Teil der Behauptung bewiesen
ist. Ist aber V(P r)==const-S(r,A), so ist offensichtlich £2(P,,r)=
= const §'(r, A) und wieder nach Satz 3 folgt der zweite Teil der Behauptung.

Satz 6. Ist in einer Normalumgebung U eines Punktes P, stets K(p, q) = B,
so ist die Funktion V(Po,r)S'(r, B) in U eine monoton wachsende Funktion
von r. Ist sie konstant, so ist der V, von konstanter Kriimmung B.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Satz 5.

In den voranstehenden Sétzen wurde unter einschrankenden Bedingungen
fir die Kriimmung des V, bewiesen, daB der V. konstante Kriimmung

1-n
besitzt, falls auch nur fiir einen Punkt P, gilt Q(Pu, r )|sm Ar) == const.

Es fragt sich, ob man das gleiche Resultat erhdlt, wenn man keine Bedin-
gungen fiir die Kriimmung voraussetzt, aber fordert, dali fiir alle Punkte

smlAr

=1
P gilt Q(P,r)=const: ' ) . Der nachstehende Satz zeigt, dali dies

wenigstens fiir einen V; ||cht1g ist, (fiir einen V. ist es trivial).

Satz 7. Es sei in einem Vi der Klasse C* fiir alle Punkte P und fiir
hinreichend kleine r stets

DP=b ‘smlAr)

mit einer Konstanten A. Dann ist der Vi von konstanter Kriimmung A.
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BEwEIS. Wir wihlen einen Punkt P, und das zugehorige Normalkoor-
dinatensystem mit é:.-,-:d.-,-. Dann ist

QP 1) — |r—(|g),dm_4 :[Mj ,

VA

oder

P b (sin [Ar |’
10 ‘o). dw =4 ——J -
(10) [0®) & r
Entwickelt man hier /g bis zu den Gliedern zweiter Ordnung — wobei

; y i tiig;_,- __L g 3

man die bekannte, in P, giiltige Formel P e (Rvijs+ Ruijy) und

|x Xdwm = il b d; zu verwenden hat —, so erhdlt man leicht durch Ver-

3
glelch der in r quadratischen Glieder auf beiden Seiten von (10): R =64,
wo R die skalare Kriimmung des V3 ist. Die letzte Beziehung ist zunéchst
in P, richtig, da P, aber beliebig war, gilt sie iiberall; R ist also insbeson-
dere konstant.

Nunmehr berechnen wir die Gaulische Kriimmung K* in einem Punkt
einer Kugel um P, mit Radius r; eine solche Kugel besitzt in dem gewdhl-
ten Normalkoordinatensystem die Gleichung xi+ x3-xi= r,. Daher ldlit sich
ihr zweiter Fundamentaltensor leicht berechnen. Man erhdlt nach einiger
Rechnung und unter Benutzung der Gaufi-Codazzischen Gleichung:

: 1 1 1 L ‘
K =+ l+—Q—X(logg)=|—§()((logg))-— —g-g'-'X(g,—..)g“*X(gg,-)}.

Hierin bedeutet K; die Riemannsche Kriimmung des die Kugel tangierenden
Flichenelementes. Seien nun x* die Koordinaten des betrachteten Kugelpunktes,

i & = L : : :
dann ist - der Flachennormalenvektor. Wahlt man in (x') drei zueinander

orthogonale Richtungen 1, 2, 3, von denen 3 die Richtung der Fldchennor-
malen besitzt, so ist

xix/

R’ —5=—KG )—KG,2)=—(K(1,2)+ K@23)+ K@, 1)+ K(1,2) =
I
- +K(1,2):—-§+K..

Damit erhalten wir:
Al 1 -
K*— Rt XX S+ + -FLX(IoggH— B—(X(logg))*—

;g X(g:) 2" X(g.)|.-
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Hierin 146t sich nun der erste Term auf der linken Seite mittels der Relation
(2) berechnen, und wir erhalten
R 1 1

25 | XX(og ) +2X(0g 8) + 'y (X(log Q) +

e Rk

S _ (
+ 58" X(gi)g" X(gu) -
Diese Gleichung integrieren wir {iber die gesamte Kugeloberflaiche und

beachten die folgenden, aus der Voraussetzung sich leicht ergebenden Formeln:

I lgdm——/-lfr( sm_lAr]

——

]X(Iogg)lfgdm—lﬁ i""—l"-ﬁ-’—qi acos VAr— S“;. il

1

2=

[}XX(logg)+ 5 (X(og )| Ve —

sin | Ar

don V27 +2'smlAr]1

= lﬁ:r;\'l—2sin2 fAr—3
Ferner ist nach dem Gaufi-Bonnetschen Integralsatz:
' K*r*Ygdm — 4.
B
Wir erhalten schlieBlich

] ) ] avir=
(11) S in I g7 X(g,)g" X(g.)— (X(log g))2} Vgd o —
— Jeos VAr — S_'F_:g: .

Wir bezeichnen das Integral links mit / und werten es aus, indem wir die
Komponenten des Fundamentaltensors g;; im Punkt P, entwickeln. Unter
Beachtung der Formeln

X(gn)=— g Ry X1 x4 <2+, X(lOg g) = — § Rt X120 =<+
erhalten wir also

i g (R':‘i R" TUY R"]-"-:R"%’l) '.x":x"cx"sx",d‘u '+‘ g
F E
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und daraus
J =; ;:1, PR i Risgi— R, R M0 Gt 4 dinin) + ..
,..44(4 Teialy iy -—.I’
~3.0.5 {R R,“-i-R 1?,‘, R Re

i i i

Beachtet man noch 2R"“R, ., ,—R' “:R; ., und die, aus dem identischen

Verschwinden des Konformkriimmungstensors sich ergebende Relation
R C igiaty = RV R iii —4 R R i, + R*=0

so erhdlt man schlieflich

4:475 N8 . 9O ¥ val

e 4 — e s
fmm—ao 1 R ‘Rij,— 5 R+
Andererseits gilt
; _Si"imxﬂ_l T TP (. T ERY
lcosIAr Var J-_gAr+ --9_9_41?1 +

Damit erhédlt man aus der Gleichung (11) sofort die Beziehung
0 ( (0
RVR;— 5 R —|Ri— 5 Rg ](R s Rg.-_,-] =0,

d. h. R,;,-z%l?g,;,-. Diese Gleichung gilt wiederum zunicht in P,, da P, aber

beliebig gewdhlt war, gilt sie iiberall. Damit ist die Behauptung bewiesen.

§ 3. Wir geben noch eine Anwendung unserer Sitze auf harmonische
Riemannsche Raume. (Vergleiche hierzu SCHOUTEN [5], p. 381 ff.) In einem
zentralharmonischen V, mit dem Zentrum P, ist | g in Normalkoordinaten
bekanntlich eine Funktion von r allein und durch

(1) = [ e

——
o) g(0)

wird eine Grundlosung der zum V, gehorigen Potentialgleichung fu—o
geliefert. (@ kann beliebig klein gewihlt werden.) Wir setzen noch

T(r, A) = |(ﬂ‘-l‘4—”' do.

Die Funktion 7T stellt OffenSIChtllch die Grundlésung eines Raumes der
konstanten Kriimmung A dar.
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Satz 8. In einer Normalumgebung U des Punktes P, eines beziigl. P,
zentralharmonischen V, sei stets K(p,q) = A (bzw. K(p,q) = A). Dann ist
in U die Funktion y(r) T '(r, A) monoton wachsend (bzw. monoton fallend).
Besitzt der Raum die Grundlosung T(r, A) so ist er von konstanter Kriim-
mung A.

BEwEIs. Es geniigt, den Fall K(p,q) = A zu behandeln. Dann ist

stk ; l) 1 x(sml"Ar)'""
T Y=xT T,T F i {

Nun gilt nach Satz 1 fir o =r
Sl 1 (sinfAo)"™ 1 _(sin |f’Eo)"" $ %
AL “( VA ] 7,(0) :' VA AGCHE

Also fira=0=r

2= l 7 (0)do ﬁls"; LA’) 70 ] (ﬂ“lsz'i]' gl

(sm]Ar

i

] (T, A).

Fiir r = a erhilt man analog die gleiche Abschidtzung. Demnach
2(1) [sin /Ar ) =
T\ 1A = e

d.h. (xT"Y =0, T monoton wachsend.
Besitzt der Raum die Grundlosung 7(r, A), so mull wegen

1 ( sin |Ar ]l ;
rtg(r) |'A

die Funktion y, offenbar konstant sein, woraus wieder nach Satz 1 auch die
zweite Behauptung folgt.

T'(r)= ()

BEMERKUNG. Aus Satz 8 folgt offenbar, daB jeder einfach zentralharmo-
nische V, mit K(p,q) =0 bzw. K(p,q) =0 euklidisch ist. Aufgrund der
Bemerkung 1 vom Satz 1 folgt noch, dali jeder einfach zentralharmonische
V., mit R;— 0 euklidisch ist.
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Wir geben noch eine Anwendung auf die Hadamardsche Grundl6sung
der Gleichung Au—=—o. (Vergl. hierzu HADAMARD [4]). Zu diesem Zweck
setzen wir voraus, daff der V, von der Klasse C¢ ist, d. h. eiaen Funda-
mentaltensor mit analytischen Koeffizienten besitzt. Dann besitzt die Gleichung
J:u = o0 eine Grundlosung mit dem Pol P, der Gestalt

‘ rl— fiir n ungerade,
u (Pll ' P) == E

— Vlog r fiir n gerade,

wo U, V analytisch sind und Entwicklungen der Gestalt
U=U+Ur+-:-, V=VWV,+Vir4--.-

besitzen. Die Funktion U, bestimmt sich aus der lings jeder von P, aus-
gehenden geoditischen Linie giiltigen Gleichung

'Jgf“'
2

) 2 X(Us) + ( —n] Us=0, Us(Po)=1

wihrend sich die anderen Koeffizienten leicht durch ein Rekursionsverfahren
bestimmen. Ist hierbei 4 U,=0, so verschwinden alle Koeffizienten aufier
Us (und nur dann), und die Differentialgleichung hat die Grundlésung

Us

ru—2 F:

u(Po, P)=

Die Bedingung . U,=o ist fiir n =3 notwendig und hinreichend fiir die
Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips (im engeren Sinne) bei der hyperbo-

lischen Gleichung ':J:f —d:u =0, widhrend sie fiir n =3 notwendig und
hinreichend fiir die Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips®) bei der Darboux-
a*u  n—1 au
T S T2
an anderer Stelle gezeigt werden.)

schen Gleichung

—dsu = o ist. (Letztere Behauptung soll
Satz 9. In einer Normalumgebung eines Punktes P, habe die Differen-
tialgleichung AJ.u—0 die Grundlosung

u(Po, P) ——rUL ;

9 Bgﬁglich des singuliren Anfangswertproblems mit /= 0 als Anfangsfliche.
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Ist dann stets K(p,q) = 0 (bezw. K(p,q) = 0), so ist der V, euklidisch und
Us= 1. (Die Grundlosung braucht nur fiir den Punkt P, als Pol von der
speziellen Form vorausgesetzt zu werden.)

BEwEIs: Wir fiihren das Noimalkoordinatensystem mit dem Ursprung
P, ein, es sei g“,-_, ==d;;. Dann ist

i_’ﬁgfz'-"--_—'!:: ,l -
2 2|/g 0x

d

A s
o (/gx)=n+X(log | g),

[ o crii : — ._l__

woraus wegen (%) sofort
1

(}u=g 4 fOlgt.

Nun ist fiir K(p,q) = o die Funktion g nach Satz 1 lings jeder von P, aus-
gehenden geoditischen Linie monoton fallend, U, also monoton wachsend.
Betrachtet man ein Gebiet, das den Punkt P, im Inneren enthilt, so ist also
auf dessen Rand U, =1, in P, aber U,=1. Da ferner 4,U,=o0 sein muB,
folgt aus dem Maximumprinzip, daB U,==1 und damit g=1 sein muf.
Dann ist aber nach Satz 1 der V, euklidisch.

Ist K(p, q) = o, so verfahrt man in Anlehnung an Satz 2 ganz analog.
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