Espaces a connexion affine tridimensionnels,
qui admettent la notion d’aire.

Dedié & Monsieur O. Varga & l'occasion de son cinquantiéme anniversaire.

Par ADOLF HAIMOVICI (Jassy).

I. On a étudié avec des méthodes diverses les espaces généraux qui
admettent la notion d’aire. C'est E. CARTAN [1] qui a posé le probléme d’une
maniére tout-a-fait générale; le méme probléme peut étre étudié dans le cadre
de la théorie des espaces considérés par M. KAWAGUCHI [4] (voir une biblio-
graphie dans [3] et [5]) et dont des belles recherches ont été conduites par
M. O. VARGA [5].

Dans un cas particulier, nous avons étudié [2] des espaces a connexion
affine, qui admettent la notion d’aire d’un triangle, celle-ci étant définie par
une certaine fonction des composantes des deux vecteurs qui sont des cotés
du triangle.

Nous nous proposons maintenant de trouver les espaces a connexion
affine tridimensionnels qui admettent la notion d’aire d’un triangle déterminé
par deux vecteurs X' et Y', issus d’'un méme point M de I'espace; cette aire
sera définie comme une fonction satisfaisant aux axiomes suivants:

A) elle est indépendante du systéme de coordonnées ;

B) elle est invariante par rapport au transport paralléle des deux vecteurs;

- () elle est homogéne du premier degré par rapport aux composantes
X' et V' des deux vecteurs, séparément;

D) si N et P sont les extrémités de X' et V' respectivement et Q un

point du segment NP, alors on a

(%) aire UNP = aire MN Q - aire MQP.

Evidemment ces axiomes peuvent servir de définition pour la notion
d’aire dans un espace a un nombre quelconque de dimensions; nous nous
occupons seulement des espaces tridimensionnels parce que les espaces a un
nombre plus grand de dimensions conduisent & des systémes d’équations aux
dérivées partielles plus compliquées.
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La recherche de ces invariants se poursuivra d’une maniére analogue
a celle que nous avons utilisée pour les invariants au transport paralléle
d’'une n-uple [3] de vecteurs.

2. Soient L; un espace a connexion affine tridimensionnel, I’} les coef-
ficients de sa connexion, supposée non-symétrique, R/, les composantes du
tenseur de courbure, et f(x'; X'; ¥') la fonction cherchée. Les conditions B
et C conduisent aux équations

r]f " . df -
(1) ax J'n (X + y’ JXJ )
Xi u‘f
2) a X" S,
(3) i —j—o.
Si l'on introduit la fonction
4) F=f—f(x'; X%; Y
le systeme de plus haut devient:
tJ'F " " aF =
(5) er' !hilx Xk'l—y OY" —-O,
. AF dF
(6) ¥y ar i 7 =0,
yi i al f)‘F
(7 Syt =
Les équations qui complétent ce systeme sont, comme on s’en assure aisément
; aF aF
Rr i (X —X'J_ + Y __VJ ] 0|
j 3 a F i r]‘F S
(8) { i hk,m (X _5})- + Y 0 'Y' 'j ] — 0;

..................................

oooooooooooooooooooooooooooooooooo

3. On voit qu'une fonction de x' et du bivecteur X', ¥' satisfait
a l'axiome D. Soit

() =9 X*YV*—X°Y7,..)
cette fonction.
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Nous nous bornerons dans cette Note a étudier les espaces qui admettent
une aire, dont I’expression est donnée par une fonction de la forme (#x). Si
nous posons

n=XY'—XY u,=XV-XY); 5u,=XYyY'-XY
et considérons ¢ donnée par:
g(x'; u;, ¢) = const.,

on déduit de (5), (6), (7), (8) que g doit satisfaire aux équations:

!}_g_ dg g
(g) dx’ !-'l uy +!r u;, r]uh"* 0,
R, N .
(10) u; T P 0,
Tt g
(1) Rju.b'; 0 5 S tt; —=- v =0,
(11,) R} yaeym 1 ?g — Shie, mlli t;g = (),
(llll) (R':h r_g.J_RJ;qR. H')u, (;}5 0,
(i=1,2,3),
ol nous avons posé:
(12) Fi=1T4q%, Rawe=8nxy oo 00
Les équations (11) ont la forme générique
(FOF] _')Lg_'_ i ’f’jzlizi 3)
(13) a'u; T == ()3 (p-——-- g5 )

Il est évident que pour que le systeme (9), (10),... admette une intégrale,
il faut que, parmi les équations (13), il n’en existe que deux au plus, liné-
airement indépendantes ; c’est-a-dire, si m}, a}, b sont trois systémes différents
de coefficients de trois équations (13) (par exemple a\™*, a®*, @), il faut
avoir:

miu; mou;  mu;
1

. 1 i |
(14) A=\ aiu; asu; aiu;|=0.

Cbiu;  bsu; biuy
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Considérons encore les matrices

A(H |a(ﬂr

et remarquons que dans les équations du type (11,) les coefficients de «, 3
oy

sont des €léments de matrices du type:

(14) APAP — AP AP,
Remarquons encore que si I'on fait la transformation
(147) vi=t uj, T=|#|, det T=0,
t/ étant des fonctions de x', une équation de la forme
alu S5 —0  A—|al|
devient
b.f' v dg
e 777
on
|6i||=TAT™" T'=||s!|
et le systeme (9), (10), (11),... devient:
' L L.
@) A - R )
.Eg__ 5,/

i : d g
(11) 0] i U; ;’% el 5 il

/ , g g
(119) O’ Ik, lnu; ('}u ,M m :mmo’

’ = ; t
(ll') (9(: Ik .'?4' Vg _‘ o s M.) Of
ol _
(15) ¥hi= (:;:1‘:.- gﬁ !
(15’) ;"i = ;":i . !1:5 — ’.14' »

' - 0 }’.Ll d /I.} i wpll
(15 ) Q}:J.*i:‘;}xhﬁ——_},ui"”-}-irfr{h
(1 5"’) Oy =0, i+

0g
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Choisissons 7° de maniére que la matrice associée a une équation du
type (14)-soit |m!|-prenne la forme canonique de Jordan. Evidemment les
autres matrices auront des formes du type général.

Si I'on désigne par B’ les matrices

BO= ||t — il = |

“hill?

i ; i
alors les coefficients des expressions u; ; f

J

dans les équations (11.) sont les

éléments des matrices

(@) co =227 4 Boan— Ao
—

et ceux des mémes expressions dans les équations (11;) sont les éléments
des matrices
aBY  aBY

o j— —— e R R L i RN
(b) Dy — 0 LS BOBY 4 BUBO.

Evidemment ces coefficients placés dans la derniére ligne du déter-
minant de (14), doivent satisfaire (14). Dans la suite nous supposerons les
transformations (14") effectuées et nous continuerons a désigner les variables
par u;.

4. Considérons d’abord le cas ou |m/ , |a/| sontles matrices de deux
homographies qui ont un méme plan fixe. Soit u; ce plan. Les équations (13)
correspondantes se réduisent alors a

.9 ¢
o,  au,

?

c’est-a-dire le systeme (9)—(11) admet une intégrale de la forme

(f' = ﬂ(xi)u:;.
Les conditions (14) pour (a) et (b) donnent
~ all I
;-:!.h' — i;ir = 0! ‘.J:i:": - ﬁ:ﬂ =V
ax’ ax
les équations (9') deviennent
oy o3 s
0 — Ano=0
et conduisent a l'invariant
l?L da’
A -uh-e"

Nous supposerons dorénavant ce cas exclu.
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5. Réduisons maintenant la matrice |m/| a la forme canonique de Jordan.
Il peut se passer que, dans certains cas particuliers il y ait plusieurs trans-
formations (14”) qui raménent ' m/| a la forme canonique; nous utiliserons
alors celle qui permet de mettre la seconde matrice ||| sous une forme plus
convenable.

D’ailleurs, des deux matrices associées aux équations linéairement in-
dépendantes qui entrent dans notre systéme (13), nous réduirons a la forme
canonique celle qui a un nombre plus grand de racines caractéristiques dis-
tinctes et si ces nombres sont égaux nous réduirons celle qui a un nombre
moindre de diviseurs élémentaires, si ces nombres sont différents; c’est-a-dire,
si les deux matrices sont réductibles (chacune par une transformation con-
venable) a

. k'Ol e 100
0= 0, o = 1],
0 0 =, 0 0 =,

nous réduirons la seconde.
Remarquons encore que d’aprés la maniére dont nous avons posé le

probléme, il faut que %’T#O.
(
Pour plus de briéveté, nous introduirons la notation déja utilisé plus haut
ik = yh— 07y

6. Supposons maintenant que |m]| peut &étre ramenée a la forme
canonique
le, 0 O]
O - O
0 0 =

(A) M=

v; étant les racines caractéristiques de ||m}||, qui sont évidemment des fonc-
tions de x‘, et que la matrice associée a la troisiéme équation qui est utilisée
en (14) — | bi| — est la matrice |m|||\a}l|—||a]| ||m]||; cest-a-dire la ma-
trice de I'équation du type (11;), formée a l'aide des équations

miu; '—g— =0, aluy; L A
' ouy au;
Ce déterminant est
Ty Uy Talls Tally
ayu; asu; asu; =0

(n—r)aiy; (o—r)aiy;, (ts—))aiu;|
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et conduit aux possibilités suivantes:

I. G=a=0al=ag)=a}=a}=—0
Dans ce cas on doit avoir
- |
D:I'l"] 'f'.: T‘:I%O
a, ai aj|

afin que I'équation (10") ne se réduise pas a

L -
f)‘(f'
ce qui conduirait & une impossibilité pour notre probléme géométrique.
Les conditions pour que le déterminant (14), ayant dans sa derniére
ligne les coefficients b/ d’une équation quelconque de (11°), soit nul, con-
duisent a

?

b= b} = b} = b} = b} = b} =0,
c’est-a-dire a:

=0, isj, ?)" = p; = const.

s o0k
—— ———— ne pas sommer
o x" i x* 0 (ne p er)

si aucun des déterminants de deuxiéme ordre de la matrice

‘1"1 Ty Tyl
M:—: .

|la} a4 af

|
n'est pas nul, D; étant les compléments algébriques des éléments de la pre-
miére ligne de D,; ou bien a:

D;

A 3 1l 2
f--i’p: == )-2.' = Agi= i:h‘ — 0; _5 = ) == const.
si
1Ty T
| i 2|=0
Nt (12

les autres déterminants de M étant, bien entendu, différents de zéro.
L’invariant cherché, qui s’obtient en intégrant le systeme (9), et les
autres transformées de (10, (11°),... est alors:

A= u{"us"ui" exp |p;i.ﬂg-dx .

1. G=a=a=a=0, a=kv, a=k..
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(14) donne alors pour une matrice quelconque ||b/| :
H=b=0h=0=10—10=0.
Il faut avoir encore dans ce cas 7, v,, car autrement on obtiendrait

3—3’:0, ce qui est impossible. Les conditions de plus haut donnent alors

T,

=const., Ax=41;=0,

= const.,
Ty—Ta Ty—T
Iahti—ids)  (rehy—11d3)

= == 0
ax ax

et invariant cherché est

" ' 1 .9
L — Tolyi—T14Ay;

A= a[;'su_'r'eexp( I dx'|.
o L Ta—T,

4

IIl. Le cas
2T, — 1, — 713 =0, add=al=ai=al=0,

A=kt,, G=KkT:, G3=KkT73,
admet les trois possibilités suivantes:
a) =0, b=0b=0b=0=1b—1b=0 a=I
qui conduit a:

T ; : ] 2
— —const,, Agi=Asi = Agyi=45i=0,

2l P > i -2 23
d ( Tshsi—Tehsi | 0 ( Taha; — T2k
i 3‘,' To—T Ta—1T1

ax'

b) G=al=1, bl=0b=0, bi=Fkv,, Bi=1kz,,
b:; T— k'r:-:r bf-—b{‘: e 01 b': e bl — 01
qui conduit a

Ty Ty -8 .l .0 -3
—=const. —= COHSt., Ly = Ly = Ly — Lo,
L T3

AL 5 —205 =0,

¥ taz:kﬁazi;]_ i [azik__o;.:i,-' s ld hai 0 n)
T \lox ax*)] T ax’  axt)’

ax ax* o Ty
¢) ai=a;=1, bi=0b=0, b+bi=0, 7.=0b=0,
;0 —1, 65 =0
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qui conduit a
Aji— A3 = AYi = Agi — A+ 22, =0,

it _ a@utdy) _

i x! ix

Toutes ces possibilités conduisent a la formule

]

¢ a - e - al 3
n—2a;uu; \"h Tyhyi— Ty Agi :
A=, (____ ) exp ‘ _Bhi—Tihe
i Ts— T

de I'aire.

Dans tous ces cas I'hypothése v, - 7, conduirait a %=0, c’est-a-dire
!

a une impossibilité.
IV. =%+ 0=0 a=a=0l+a=0, oi=pa;, a—pa.
w étant un facteur quelconque. Ce cas conduit a:

?— bl — b} + b — b} — b} — b — bi— b =0,

et, comme conséquence, a:
2 =1
A== A2 =0,

;b:il-':.” ;v:::n' — li‘.{i'—'.u ;':III' P Ol

Lo Q38
28— —2% =0, w=const, 2%__ 0% g
ax ox

L’'invariant aréolaire cherché est dans ce cas:

A= Quyus—uu3)'” exp _|.).§’i,-a‘x'}
V. Le cas

amene :
by =0b,=b;=0—b; = 1,6 = 1.0} =0

(. 6:— 1, b)) ai—(1,ai—1.a}) b =0, Ty T4,
d’ott I'on déduit

2 ,4 3 ) .2 T
'rﬁilf' = Tak1i= ’-éi = )-:}If == A v= O) ?l == const.
A2 -8 - rq2 =3
o (l-_l,'—/-m') o (4'.',:"—43.:') )
ax ix '
4 9 1 Y =2
d T1A—To@y _ Agi—43;

ax (.—7)a& 12—
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et si 'on met:

_ al . 33 . o . 1
1‘."'5_11"3; -3 '!]H.;—’hfh
di=——— [
: Ta—T1 T4 (r,—71)a;’
alors .1.dx' est une différentielle exacte.
La formule de l'aire est alors

] ] \ 2 1 &
T Gg—'l"-_;ﬁ" u,
A=ulryh*ex } . i A.dx
! 2 p 0 ('r;!_'r])a:_i b';.; +. ’

7. Si la matrice M a la forme canonique

% 1 0
(B) M=|0 7 O :‘ O=1—"17;
0 0 =
I’équation (14) devient
' Tl + Uy T, U Tl |
‘ aiu; asu, asu; —0

b, (G —a)u,+oa; —aju,+oaiu, —atu,—(ai+oad)u,
et conduit aux possibilités suivantes :
VL =a=ai=ai=0, a=kt,, aG=Kkts.

Ce cas implique :
by = b =b;=b; =1, 05— 7,061 =0, T, # T,
et par suite:

p -2 T
Ay = Ay == ;-:13; = A3; =0, — =const.
Ts

. T .2 .8 .2 3
7] TyhA2i—T143i ] J ( T3haj— T Aaj } —0
axi\ Ts—T1 ax T3—T1 g

La formule de l'aire, obtenue par l'intégration du systéme correspondant est:

s n - -3
Tyhoi— T14A8i ;
A=ul"ub-nexp ‘ ———dx'.
Pt ' J L]
VIL. a=1, g=a=a=a=a=1a—ra=a—a}=0.

Ce cas conduit a: -

bi= b‘. == b_i — b! . 'rlbfj:_'r:-l b= 0: T 9& Ty

2
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ce qui implique:

T -1 21 .
"_I'l. = const,, As=—dg=4da=0,

g% t/»ﬂf“"llc‘ ;f ":N;-E_I_TI‘;-;-' | —0
;}x-" 4 Tg— T} axt Ts—7T1 g

L’aire s'exprime alors par la formule

Ty 7 po b 4B . a8
- Tahsi— T143i -
A=uphuhn exp] sl o RF [
e 5 Tyg—T1
VIII. =], G=gi=Q=0=0G=0—a=

On obtient alors les relations
b = by = b} = b; = b; = b;—b; =0,
bi (v, ai—v.a}) + ai (v, b} —, b)) —biai + bia; = 0,
dont on tire
At == Ao = Ay == dgi = s =0,

T3—; J A -2
T:?al‘_—_-k=const., ng (k11— 13)—(A1i—43) =0, k1,
et la condition pour que

‘—‘fq,(‘r;—-k'ﬂ) k/.-,-*-ﬂd.
1—k

soit une différentielle exacte. On déduit alors la formule de l'aire

d A dx

il (u;,,“)i':'r:-exp}k“ Tty ‘ ldx*!.
IX. ay=aj—=a;=a;=0,
ai=T,0y, G3=T4;, 03— T.q}.
On obtient d’ici
by = b} = b} = b = 7, B — 136 =0,
et par suite, vu que , = 7,,

£ W0 T
8 — A3, — Ag; = A5 =0, -T—' — const.

o ( 1'315_;;,-—1'1;.3.{; ] ] ( r;/._;‘—'nl-;;. )_ 0

ax" Ty —T) axk Ty—T)
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On tire ensuite la formule de I'aire:

A=:u__5:‘n" uglr_‘,a exp b 'l‘:;%;e—'hi::i‘; dxi.
. Ts—T1
X. 0 =0 =0 —a{—a; —a,—71,0=0;
celui-ci impose les conditions
= 0=b}= bi— b= bi— 1,6 =0,

dont on tire

-3 41 3 T
Ayi= A= 43; =0, “———(41 —Al.)n~- y
JdXx

d ('i}f_i;-;i) o 0(1:.5_‘13.1') 3

2 . -0

J9x ax' %
i) ().;f;—‘rl ZI’I) N d (l:::l;'—'rl if.*) =y
ax' 0 xé -

L’expression de l'aire est alors:

A= i eXp (— T g—l- -1 [‘(i::. —Ty lf,)a'x')

XI. ti=1=0, gi=gimgl=0=0, ai=0=0=0;

ce cas conduit a:
y==b)y=b; = bi— b} = a;bi—a b = 0

et ces relations donnent:

U E )
ET (Ao —23) — (x.q, —i3)=0,

. 3.3
] t? Z.J;,—ali_h ) o ( agiak—a}if:’;.- ]_ 0
ax*\ o} ax" \ a gt

4 (a}) i
ax 08| g ) = 44

L’aire est donnée par

Rt exp] a :.'._}_J' o+ A L]

a; u; a,

axi;.
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8. Si la matrice |m!| a la forme

= 1 O]
(€) o & 1 ‘
10 0 |
I’équation (14) devient
T, -+ u, Ty, U, TUs
au, asu, asu; |=0.

asu,-(a—a)u,4-(ai—a)u, au,+(@G—a)u,+(@i—a)u, —au,—aiu,
Elle est satisfaite dans les cas suivants:
XII. ag=ai=a}=0, a=a=0a=10.
De cette condition on tire ensuite
b= b} — b} — b — b} — bi— b} =0,
qui imposent les relations:
A3; == Ay = Ay =0,

et les conditions que _ _
do = (A3, —iy)dx,

dy = (Asi— i) dx',

soient les différentielles exactes.
La formule de |'aire est dans ce cas

A—uexp |~ |@h—ralyax'|.
{ 3 . b

XIIL a=a=a=a=a=a=a—ba;=0.
Ce cas nous conduit aux deux possibilités suivantes :
a) a;i =0,
h= b} =bi=bi—bi=1bi—b; =0, T4 0,

c’est-a-dire a:
i‘;, — i;';,: = l3;i =0,

0t o s d(Am—TAn)  a(Am—TAn)
axt r(1ai—4s), d x* . =
b) bl — b} = b} = bj— b} — bi— b — b} — b} =0,

ai(vbi—b)—biai =0,
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c’est-a-dire, si 'on suppose a;=1,

/i w2 /!1. == j...:-;.' =={), i.:; - }4,—2/::, =0,

o P S LN
r_)'xl- =7 [f (-’-,; ii;l) al("h "_J)J,
da}"

i ai[(A1: + 43— 243:) + @i (A — A3)],

7] 3 -3 Y AT
O_X?'_ (Z:u.- -+ 'r/-u-) = :J'? (!.:m 1 4 'r/.n.) == (),
La formule de l'aire est dans ces cas

ayul +2u.u,—2aiu,u
2

A= u, exp 3—1‘ © 4 I (A + T41) dx": .

XIV. v=0,

a=a3=1.
On tire d'ici:
B=b=0=b—b=b6—bi=b—b—=0;

et comme une conséquence :

M= === =1245=0,

 § - | (R, A |

ddn  0Au
AT Ani
0X ax"

et la formule de |'aire est:
A= Quyus— u3) epr'(,t:,- + As)dx’.

Evidemment, si parmi les équations (10), (11),... il y a une seule qui
soit linéairement indépendante, il y aura deux invariants aréolaires. Nous
laissons de cOté ce cas, son étude étant banale.
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