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Erweiterung der verallgemeinerten
Rheonomtransformation von Flichenelementen
héherer Ordnung und R,-Extensoren.

(Die Differentialgeometrie hiherer Ordnung IV.)

Herrn Otto Varga anlésslich seines 50. Geburtstages gewidmet,

Von AKITSUGU KAWAGUCHI (Sapporo).

Wie wohlbekannt, ist der Tangentenraum eines Riemannschen Raumes
ein Vektorraum und die Komponenten ' eines Vektors im Punkt (x,) trans-
formieren sich linear bei jeder Anderung (x')— (x") des Koordinatensystems
in der Weise: = (dx"/ax'),,»". Die letzte Gleichung hat auch den Inhalt
dx’ = (0x"/0x7),, dx oder x = (dx*/ox'),, x" fiir zwei benachbarten Punkte
(x0) und (x,4dx), daraus folgt sofort, dall die Geschwindigkeit dx'/dt
(t: Zeit) ein Vektor ist. Aber wir differenzieren noch einmal, dann erhalten wir

Vi X" i =X
: e e
a.x dXxX'ax’

i x’,

am Punkt (x,). Deshalb konnen x™* nicht mehr die Komponenten eines Vek-
tors sein, wenn die Koeffizienten des letzten Gliedes nicht gleich Null sind.
Im allgemeinen sollen diese Koeffizienten nicht verschwinden. Deswegen
hatten wir die Christoffelschen Symbole oder die linearen Ubertragungspara-
meter /7;,(x) eingefiihrt, dann erhalten wir den Vektor a' —x '+ /7, x'x". Das
ist sehr wichtig, dali die Beschleunigung nicht nur durch x* sondern auch
durch x* bestimmt wird.

Andererseits ist die Metrik des Riemannschen Raumes durch ds’-—
= gydx'dx’ gegeben, woraus die Christoffelschen Symbolen bestimmt werden.
Dagegen wird die Metrik des Finslerschen Raumes durch ds-— F(x, dx) defi-
niert, wobei die Funktion F positiv homogen von Dimension 1 in dx' ist.
Noch allgemeiner diirfen wir die Metrik durch die Funktion ds— F(x, x’, x",...
con, XAt von (M4 1)N Argumenten definieren,’) wie die Affinldnge einer

1) Siehe A. Kawacucwi [1].
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Kurve im affinen Raum von z. B. drei Dimensionen

‘ x; ‘v: z;
di==|at y* 2| dit
x'u J,!ll’ zl.l't

uns ein Beispiel gibt.

In diesem Falle konnen wir fiir einen Vektor nicht mehr iiber seine
Grobe sprechen, sondern nur fiir den Inbegriff von MN Werten wie
(x', x", ..., x""). Somit hat ein gewdhnlicher Vektor im solchen Raum keine
Bedeutung mehr. Der Inbegriff von diesen MN Werten gibt Anlass zu einer
Verallgemeinerung des Begriffes von Vektoren.

Nun wollen wir die Eigenschaft von MN Werten der Art wie (x’,x",...,x"")
untersuchen. x“= x"(x") sei eine beliebige Transformation, dann ist

x" = A/x", wobei A_',-’z”xﬂ.-.
X!
Nochmal differenzierend,
X" = Ajx" + Apx’ x*,

xn;u s A.:_lx.rn_r + A;’;(anl xr#) —I— A;_lf‘:xt}xnf-' x,.’ ;

ooooooooooooooo

In dieser Arbeit wollen wir die konkreten Ausdriicke dieser Transfor-
mation geben und auch ihre lineare Representation im noch allgemeineren
Falle, daB das Element nicht ein Kurvenelement hoherer Ordnung’) sondern
ein K-dimensionales Flachenelement héherer Ordnung®) ist, und dafi wir die
verallgemeinerte Rheonomtransformation in Betracht ziehen, die als spezialen
Fall die Skleronomtransformation enthalt.

§ 1. Erweiterte Parametertransformationen.

1. Es sei Xy bzw. Py eine N- bzw. K-dimensionale Mannigfaltigkeit,
die auf ein System von N bzw. K reellen Punktskoordinaten x' (i==1,2,...,N)
bzw. u* (¢ =1, 2,..., K) bezogen ist, unter Voraussetzung N > K, dann wird
jede K-dimensionale Fliche in Xy mittels N passend gewdhiter Funktionen
x' = x'(u”) gegeben, wobei wir K Verinderliche u* als Parameter betrachten.
Setzen wir die analytische Regularitit der Funktionen x'(¢*) in einem Bereich

2) Siehe A. Kawacuchi [2], [4].

5) Siehe A. Kawaoucwt [3], [5], [6]; A. Kawacuci und H. Homsu [7]; T. Suvauri [8];
H. Homeu und T. Suvaurt [9]; Takeo Oukuso [10]; H. V. Craic [11]. Das Flichenelemt
hdherer Ordnung ist im wesentlichen dasselbe wie der ,jet” von Cu. Enresmany [12].
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um den betreffenden Punkt u} in P, voraus, so bestimmen die Werte

def X' P’. dei 07X p. def M x'
e = S T e M
aus’ HENT pumpaeat I EAM T i e

x; — xr (uu), p;‘

ein K-dimensionales Flichenelement M-ter Ordnung in jedem Punkt in Py.
Lassen wir ]etzt die x' nicht notwendig von u* abhdngig sein und
betrachten Wir pl, Pue), - - ., Peony als neue Verinderlichen, so kommt eine

Mannigfaltigkeit My, v, x, von N' LM'-i—K Dimensionen zustande, wenn
wir jedem Elemente der Produktmannigﬁltigkcit Xy ~ Px jedes System von
N(K'LM]—N Werten von pa, puw), - - ., Papny adjungieren. Die Mannigfal-
tigkeit M(‘\", u. iy besteht dann aus allen P-Expunkten. Unter einem P-Expunkt
verstehen wir hierbei ein geometrisches Objekt, die durch ein System von
N(KLM]—E—K Werten von (¢“, X', Pu, ..., Puory) definiert wird, und das

Wertesystem heifit die Koordinaten des P-Expunktes. Ein P-Expunkt kann
geometrisch als ein parametrisiertes K-dimensionales Flichenelement M-ter
Ordnung illustriert werden.

Wie iiblich, beniitzen wir die folgende Schreibweise’)

‘o' F
ausgu™...que’

sF'un-) def Fn(n; de? F,
(1. l) % Fo ' '
'F air) def JF dei 1° 0! aF F: o0 oF
i » L i ?
dpcm r! t) Par) X

wenn die Indizes «,¢,,...,«, aus o,0,,...,0,_ gleichen Indizes beziehungs-

-

weise bestehen, wihrend p,-i—g 4o d0 =r 15t dann bekommen wir

-

(12) dF = \ F’:ﬂ*]d ulll+ )““ d”u und
(1.3) dp“ﬂ—’ =djdie.0a,. .. d::')dﬁ 0.0 .
d pﬁ(rn

2. Wir ziehen eine Transformation uf= uf(u*) mit nicht verschwin-
dender Determinante in der Mannigfaltigkeit Py in Betracht, wobei die Funk-
tionen wf(u®) M-mal differenzierbar sein sollen. Es sei f eine Funktion von

i) Siehe [5], [6] und [7). *aF ou” bedeutet
'_;'f i ";“ a(,r

pﬂrtr)ﬂ'
T i

wenn F eine Funktion von (u®, x', pl,, ..., Pl ist.



Rheonomtransformation von Flichenelementen. 259

u?, dann ist es wohlbekannt dafi fiir die Parametertransformation wf = u?(u”)

(1.4) Foor=2 A5 f a0

gilt, wobei Ag;, Polynome der Ableitungen
Uy * 55 Usen ™ Upir 2 Ui ™ Upip s -
sind und
Agd=0 fir s>r.
ist. Nach H. HomBu und T. SuGurr®) sind die folgenden Rekursionsformeln
fiir A§. schon bekannt:

s’ Apin = Upiy,

& 5-] 1) 5 s
(I 5) ? A:ﬁ,‘: = g:: 1;.Ua’ f Jub ;:r) g CHir T<s< r,
\ AR = U Uz U2

Die exakten Ausdriicke der Polynome Aj;) sind durch den folgenden

Satz gegeben:

Satz 1.1. Ist (vy,09,..., 1) eine Menge von t beliebigen positiven (alle
nicht gleich Null) ganzen Zahlen, fiir welche die Beziehung v\ va-+ -+
v« vy t-+s bestehen soll, dann ist

w(t) N (f +S)' ul
(1°6) A_ﬁlfi-'?)_'i'—r’p “| “|. ’,f|wl|w_]|- Wi Ulﬂ(’:PUﬁll‘ .. ﬁp-n

W, ist hierbei die Zahl derjenigen von den Werten U1, U, ...y tr, Welche gerade
gleich dem Werte o sind, und 2, bedeutet Summierung i:ber alle solche Wer-
tesysteme (vy, vs, ..., ), fiir dre d:e Beziehung i+ 1ot oo vy ==1t+4s be-
steht, und jede von den vy, vs, ..., v, nicht gleich Null ist.

BEWEIS. Fir s=0, missen ri=wva='-=wpn=1 und wi=l{,
Wy == Wg==+++ =Wy, ==0 sein, somit ist (1.6) fiir s=0 richtig. (1.6) sei
fiir irgend eine feste s richtig, dann bekommen wir nach (1.5)

0

(1.7) Aoy = AGER Uy | —p— Aty =
|+a§l t]u t+atl
e —i—U.l:(hUﬁ, -n m‘r.‘_ll)U,;inn}‘

%) Siehe [9], S. 68—70.
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Setzen wir w, anstatt wy 41 und + — 1, dann wird das erste Glied in der
rechten Seite von (1.7) in die folgende Form umgeschrieben:

! (t+3)!wl @) o -
(1.8) )_ Tt Y- Uglyy fir =1
Das zweite Glied |46t sich folgendermaﬁen umformen:
(01 DWe + (W)~
.y, EF 2 o+ Dot Wil =T (Wesr F ..o W

U{ﬁlr +1) = U;(“I b + il : .

In den Klammern des letzten Ausdrucks ergibt sich w,-mal dasselbe Glied
wie das erste Glied und ihre Summe verwandelt sich in

F;W o ko P
AT Tl gt D e
wenn wir »; bzw. w, anstatt 41 bzw. w,+1 und w,,-—1 setzen.
Wiederholen wir dasselbe Verfahren fiir andere Glieder in den Klammern,
dann sehen wir daf das zweite Glied (1.9) in die folgende Form geschrieben
werden soll:

flw|+\' Wr+ L

L10) N R T wel U - Uil
fiir alle voneinander verschledenen e, v2,... = 2. Wegen

CiW,, - oW, - re e =2Wa+ 3wy -+ +(S+2)W,~g.:

Wi+2Wat oo +(S+2)Wepe =1E+5+1,

muss die rechte Seite von (1. 7) wegen (1.8) und (1.10) durch die rechte
Seite von (1.9) ausgedriickt werden, wobei s-1 anstatt s steht. Daraus
erkennen wir die Richtigkeit der Behauptung des Satzes durch Induktion
beziiglich s.

und

Zusatz. Wenn 2; Summierung iiber alle voneinander verschiedene solche

Systeme von t geordneten positiven ganzen Zahlen (vy, 2, ..., 1) bedeutet, fiir
die vy 1o 4 ry=1-+4s sein soll, dann ist

a(f) \" (t + S)' (a, @)
Aﬂ(’*") = sl .. (ﬂ' 1)Uﬂl-‘ ) e Ug.’.-r))

Satz 1.2 (HOMBU—SUGURI). Setzt man Asy =0 fiir r=1, As) =
und A3 =0 fiir r< 0, dann besteht die Beziehung

(1.11) = =( ](Y“"A?z‘(, Pl A%S

d Uﬂ (it
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BEwEIS. Aus (1.6) erhalten wir durch Differenzierung nach U,

Ag:::z(’]z : (r—0)!

t m 1l... 1‘3_1! Wl! - 1!(“);—])! Wp+1!. v w,-_g_Hg!

(
d U;"{n

3t )
p Ui;:'n) oAk Uh‘ 1 f)ﬁ“l}) fj“

; ].«J:.‘»A.‘:;g: D Sy -
Zusatz. Es besteht immer

r-s+l
oS r mis- a
(1.12) A.'*t{-'|+1¥: Zf_” (l.] tlﬂ'l- f U.Bu)un
(1. 12) folgt aus

Aa(*] (ms- n U“", ol Uﬂ_' d A;m
Bor+1) = <ﬂu‘) W FMB. P U?i;)
und Satz 1. 2. '
Satz 1. 3. Die Beziehung
1. 13) ( ?)A;‘,“." D (l‘l‘ f) “::L;;AS(.(-S.'I:)))

besteht fiir r=s=1=1.

BEwEls. Fiir r=s und r=s- 1, ist die Behauptung nach (1.5) offen-
bar richtig. Vorausgesetzt, dal (1. 13) fiir irgendeinen festen Wert von r und /
richtig ist, folgt wegen (1.5)

'S a(Na’(s-1) I S ‘ (e(l-1)a'(2-1) qe,) all)e'(s-1)
[ ! ] Aﬂ(’r+i) — (f ) {Alﬁ(r) Ap:”') +A(55‘u-p ﬂ,-n)} =

H:-]]Jr( 1}\ A" Ut +

B 41
+2.1‘ 1_‘;_1) ;;{:Lﬂﬁ +1 g(f" f’):)) -I-A}E}:ln gl&_iillll'{f”_l)} =
ﬁl ,(1—14—:]"“33 Uy Ag,,”,“,f..,+(;i,)‘“fgf;iﬂ Apey Uy +
2 () AR AR+ S 1) AR A =
r-s+l

r-s+l '
. ¥y I Fha ¥ 1 (-1
\ ([_l_r JAEE:”*“A;(:'HI)H) + ‘, L;_l_ { ) A:;:fln ;nlw-l-nf 0=
r =1 l'_il

T e |
\t F+l Amu) a'(=-1)
) J49 (BU+) ﬁt:-+1-f~r|) .

Daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung nach Induktion.
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Durch Setzen von 1 bzw. r--1 an Stelle von [ bzw. rin (1.13), erhal-
ten wir den

Zusatz 1. Fiir r+1 = s = 1 besteht die Beziehung

[ {E] l " ;"-I- 1 (os-1)
(]. 14) Aﬂs;}._h - \ (f-f— 1 )A(ﬂ.,. ,I, Ua(r«lr)

Vergleichung von (1.12) und (1. 14) gibt uns
Zusatz 2. Wenn r-+1 = s =1 ist, so ergibt sich die ldentitit

= r+1 afs-1)
(1.15) }S !+])—( )‘Afﬁ.‘ nU m»m:O

3. Wir betrachten zwei nacheinander durchgefiihrten Parametertransfor-
mationen: uf — u’(u®), u’=u¥(uf), und w’ = uw’(u’(u*))=ur(u”) sei ihre
Produkttransformation. Dann ergibt sich die entsprechende Transformation
von der Gestalt (1.4):

i
(l. 16) f,lll'i = 2 Ag}::f«m; f‘,ftfl = 2.7 Afh("; ‘Bir)
=1

r=

-

f

l]lld f\(r)-—é A“{h) wis)e

Hiernach gilt die Beziehung
(1.17) o 3 A"'.:EA;;';‘J;.

Andererseits muB die Ableitun U;'.n bekanntlich durch die Ableitungen
g g
va., Ui, ausgedriickt werden konnen, d. h.

(1.18) Uy =2 U;g: ARD.

Dabei bestehen die AL, aus den Uj,, wie wir schon gesagt haben. Setzt
man die rechte Seite von (1.18) an Stelle von Uy in der linken Seite von
(1.17) ein, dann soll die Gleichung (1.17) identisch gelten. Da wir den
Uf.(»), Uiy beliebige Werte geben konnen, muli die Produkttransformation der
ersten zwei Transformationen von (1. 16) fiir beliebige bestimmte Werte von
pw) P auch eine Transformation von der Gestalt (1.4) sein, deren Koef-
fizienten die Funktionswerte A% fiir die durch (1.6) gegebenen festen Werte
Usw sind.

Im speziellen Fall «"(u”) = o,u” reduziert sich die Beziehung (1.17) zu

f
(1.19) oTe =2 AT AR,
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dies zeigt daB die ersten zwei Transformationen von (1. 16) zueinander invers
sind. Diese Tatsachen zusammenfassend erhdlt man den

Satz 1.4. Die Transformationen von der Gestalt (1.4) bilden eine H-
gliedrige Gruppe Gy, wenn wir die Werte von u* festhalten, und die diesen
Werten entsprechenden Werte der Up,, iiber alle reellen Werte laufen, wobei

o K:[:K;M.‘—lz ist.

Die Gruppe Gy nennen wir die erweiterte KA-Parametergruppe, oder
kiirzlich Px-Gruppe, am P-Punkt u“, und die Transformation der Gruppe
Gy die erweiterte K-Parametertransformation oder Pg-Transformation am
P-Punkt u®.

4. Ziehen wir 'K}:M}—l Funktionen P,, Pus), ..., Paan der Parame-

tern u“ in Betracht, die sich bei jeder Parametertransformation genau so wie
f s nach der Regel

(1.20) Py = 2‘5 AS) Pata

verhalten, dann wollen wir den Inbegriff von diesen [KLM]—I Werten

P.y fiir irgendein Wertesystem von u«“ einen kovarianten Pg-Vektor vom
Grad M nennen. Unter einem kontravarianten Py-Vektor vom Grad M ver-

stehen wir dagegen den Inbegriff von (KLM]—] Werten P+, die jede
P -Transformation auf ' ‘
(1.21) PP o 3 AX) po)

s=1

iiberfiihrt, wobei AL die Koeffizienten der inversen Transformation von (1.21)

sind, d. h. diejenigen, die durch die Beziehung
-..'\_; _f:::.}' A:q‘r‘? g f,g;i']'
bestimmt werden sollen.

BEMERKUNG. Die in [3] erkldrte Definition fiir einen kontra- bzw. kova-
rianten P-Vektor steht im Gegensatz zu dieser Definition, somit muB , kontra-
bzw. kovariant* in [3] als ,ko- bzw. kontravariant“ gelesen werden.

Ein Beispiel des ko- bzw. kontravarianten Py-Vektors ist das Flichen-
element pu,y bzw. F) (r=1,2,..., M).

Vom Begriff des Px-Vektors aus konnen wir die Theorie von Px-Ten-
soren auf analoge Weise wie in der gewdhnlichen Tensoranalysis bekommen.
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Ferner verstehen wir unter einer kontra- bzw. kovarianten Pi-Vektordichte
vom Gewichte f den Inbegriff von Werten von T bzw. Tu, die sich unter
einer Parametertransformation nach der Regel verhalten:

(1.22) T = ! ZAﬁ‘.T'. ) baw, Tuol ZAE.‘,:.' P

wobei U die Determinante IU:, bezeichnet. Eine Py-Skalardichte oder Py-
Tensordichte kann auf analoge Weise definiert werden wie in der gewdhn-
lichen Tensoranalysis.

5. Mittels der Beziehung (1.13) erhdlt man den

Satz 1.5. Es sei T bzw. T, eine kontra- bzw. kovariante Pi-
Vektordichte vom Grad M und Gewicht f bzw. ', dann ist

J'f? § } f .
(1.23) D™(T,P) ¥ > ( ;J Y i apliie - PPN l=t=M—1

r=4
eine kontravariante Px-Vektordichte vom Grad M—1 und Gewicht f--t'.

BEwEIS. Unter einer Parametertransformation ersehen wir

r-1
DT, P)= 2( J 2_ ALY T 2 Ay Py =

=1

M ros-r
=y S "
= > 33(, 2 a4ty 3 A5 T Puy—

r:ﬂl g :jl f‘i—
M s-t-1 !'-_l‘ s " -
N \ gt (r-t a'(n) s
== ;l Z_“‘ .’-; [ t+ " ] A("()'r‘l 2- ﬁ(* o )IAﬂ(S y T Pa'(:r) =

M s-t-1

R o s =

E <;l ;ll (t I‘ )A(ﬂ":::"" T“‘ ]Pn(g_(..--]) o
8- I‘F s | f’]‘f

Da die kontravariante Px-Vektordichte 7" in Satz 1.5 beliebig gewihlt
werden kann, lautet der

M-i-1 { i }
B X N f=
. > ARk 3 ( )T““ e L - I )}{ B.z. w. z
— \

Satz 1.6. T*" sei eine kontravariante Py-Vektordichte vom Grad M
und Gewichte f, dann ist

(] » 24) T“U.l' a'(s) def (Ir -l_ S] Trt{r}u'(»)

eine kontravariante Py-Tensordichte zweiter Stufe vom Gewichte t, die vom
Grad M" bzw. M" in bezug auf die Indizes «(r) bzw. «'(s) ist, wobei die
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ganzen Zahlen M’ und M" ausser der Beschrinkung
I1=M+-M'=M
beliebig gewdhlt werden kinnen.

Zusatz. Wenn T™" eine kontravariante Pj-Vektordichte vom Grad M

und Gewicht £ ist, dann ist
M-t

eine kontravariante Py-Vektordichte vom Grad M—1 und Gewicht f.
(1.23) kann in die Gestalt
M W
] Y /8 @'(r (
oot P = 35 (1)1 Pa ity

geschrieben werden und 7" darf eine beliebige Vektordichte sein, somit
ergibt sich der

Satz 1.7. P., . sei eine kovariante Py-Vektordichte vom Grad M und
Gewicht t, dann ist

| r ai
(I. 25) :’f:] d'd ( r J P{a'[r Hdﬂ'::ll

eine gemischte Py-Tensordichte zweiter Stufe vom Gewicht t, die vom Grad
M’ bzw. M" in bezug auf den kontra- bzw. kovarianten Index «(t) bzw. «'(r)
ist, wobei die ganzen Zahlen M’ und M” auper der Beschrinkung

1=M'—M=M
beliebig gewdhlt werden kinnen.
Aus dem letzten Satz folgt ohne weiteres der

Satz 1.8. Pay bzw. Qaq sei je eine kovariante Py-Vektordichte vom
M bzw. M’ und Gewichte t bzw. t, dann ist

-
(1.26) Duoy(P, Q)% 7| Pt Quey flir M <r=M+M
S
s—1 y

| B
2 ( E]P -9 Qaey  fiir 1=r=M

g=1 \

eine kovariante Py-Vektordichte vom Grad M- M’ und Gewichle -t

Zusatz. Wenn Pa, eine kovariante Pg-Vektordichte vom Grad M und
Gewichte t ist, dann ist

-1/
i Y[R i
Dnlh(P, ;J) dEf ‘11' ‘ S 1P(a[f Ilpum}]
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eine kovariante Py-Vektordichte vom Grad M-+ M’ und Gewichte t, wobei M’
das Grad des Flichenelementes pa., bedeutet.

Die Sitze 1.5—8 konnen noch weiter verallgemeinert werden. Namlich
kann man aus einer kontra- bzw. kovarianten Pj-Vektordichte 7" bzw.
P.y, eine kontravariante bzw. gemischte P;-Tensordichte L- bzw. (L - 1)-ter
Stufe

7-«(:-:3_ @iyl .o el ) def _{_:‘_r) ! _ T«{a':mlrgl,._ we(r;)
f[!fg!...!',r,!
bzw.

i ; ' | , . ;
a'(ry), @'(ry). ..., a@'(r,) def t! : (1) yo'(rad CH M
P“”I ‘ : fl! Fal T Iy ! (f—fr)' [)(““' =) dma.] f)ﬂ'(":" s f)“(‘,:]'

ableiten, wobei Xr=r,}ro4----r, und £> Xr ist, und auch eine kontra-
bzw. kovariante Py-Vektordichte
Dmn‘)('r’ P, P, s .P) def 3‘ Tmn. (i) oo @) Pﬂ.,'l] TP ;)a“f’
1 2 L 1 2 L i

—
Pps any r.,.

bzw.
def A (i), ., afr
Dﬂ'(h(P, P,P’...’P)lc 2 Pﬂ'({!}] (I"PGEJ")P“(P'J)°"f)ﬂ(-i;l!
| A - L S 2 A |

L 3
die von der Reihenfolge der beliebig vorgegebenen Py -Vektordichten Py,
1

Pagy, - - ., Pay ganz unabhidngig bestimmt ist.”)
I

_ Aber wir mochten hier nicht auf die Einzelheiten iiber diese Tatsachen
weiter eingehen, sondern diese in einer anderer Arbeit vorstellen.

§ 2. Erweiterte Rheonomtransformationen.

6. Aulier der Parametertransformation uf— u’(u®) in Py, ziehen wir
eine Koordinatentransformation x*— x"(x', u*) in der Mannigfaltigkeit Xy in
Betracht, die vom Punkt u* in Py abhdngig sein mag. Weiter setzen wir
voraus, dali die Determinante gx’/gx' im betreffenden Bereich von Null
verschieden ist. Dann kommt eine Transformation der Form

(2.1) xt=x"(x',u"), u®=uf(u)

in der Produktmannigfaltigkeit Xy < Py vor. Diese Transformation heilt eine
K-fach verallgemeinerte Rheonomtransformation oder kurz Rx-Transformation
aus dem Grunde dall, wenn K -1 ist und die einzige Verdnderliche u als
Zeitsverdnderliche aufgefalit wird, so ist x*— x*(x’, f) nichts anderers als eine
Rheonomtransformation.

") Vergleichen mit den Sitze 19—24 in [4].
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Eine Ry-Transformation gibt Anlafi zu der folgenden erweiterten Trans-
formation fiir ein Flichenelement M-ter Ordnung auf einer K-dimensionalen

Fliche x*=x*(u"):

" ”ﬁ P ”,'3(“.«:), x"' = )&'“(xr g H“), pr = {Xﬂp“ - X aj Um, “vey

(2.2) .
'p,:;__m = Py XF US U . .. Q?‘-;’) + R (@°, X°, P, - . ., Paprt-1y);
wobei
a | a g X" @ au”
gL o T, | R
! e Y7 P ouP

sind, und die Funktionen Rf, Polynome von pa, Pus, ..., P, und von
U, Us, - .., Ugon sind. Die Transformation (2.2) nennen wir die erweiterte
Ry-Transformation, die einen Px-Expunkt (u“, X', p, ..., puon) zu einem Py-
Expunkt (¢, x*, pj, ..., phon) iibertragt, wenn u“, X', pe, ..., Puur, voneinander
unabhidngig sind, d. h. ein beliebiges Element in der Mannigfaltigkeit
M~ s, ik, wihlbar ist.

7. Vor allem sollen wir die Form der Funktionen Ry, eingehend dis-
kutieren. Als Vorbereitung dafiir setzen wir p., anstatt von Uj,, in (1.6),
dann ergibt sich der Ausdruck

(t+3)! (0 s i)

i(t)y def W 2 '
(2' 3) Pu(!-e—m \ I PlaieyPatey) - - - pﬂ'ir"ﬂ g

Is) J|'i»'...#’r!W[!W—_}!...Wnn

welcher nur von den py, besteht. Da diese p,,(,. von derselben Gestalt wie
die Aj!) sind, miissen sie bekanntlich dieselbe Eigenschaften wie die A5

haben. Daraus konnen wir die folgenden Sitze leicht entnehmen.

Satz 2.1. Die P\, erfiillen die Bezfehungen

(2 4) f(ln " pn(n; rrr{t’;')) P(c(l"[l Il; ‘c:>|+ Ju® r’:(:] 1 flir 1<s<r
Py =piips, ... pi).
Satz 2.2. Es gilt die Beziehung
- 1 Tl ' fs-1)) gae'i1)
(2.5) C— Pl = ) o P& oz,

f!p}('d}
wobei P.)—=0 fiir r = 1, Pa\—1 und Pu)y—0 fiir r <0

Zusatz. Die P\, kann in die folgende Gestalt umgeschrieben werden :

(2.6) .G ) [ ) P3P

=1
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Satz 2.3. Fiir eine ganze Zahl | ergibt sich die Beziehung

@7 (;)Pia=2(,1, ) PaPtRn, rzsziz1.
Zusatz 1. Fiir r+1=s =1 besteht die Beziehung

- s ] £ N;l ' 1 Lz ie

(2' 8) Pm_r)dl: S rzu f—-fl:] Pm(ir+lfl'pm‘h1n

Zusatz 2. Wenn r-+1= s =1 ist, so ergibt sich die Identitit
’ -rl \
o SR~ o

8. Denken wir uns eine hinreichend oft differenzierbare Funktion
f(x', u*) der x' und der u“, und fithren wir die folgende Bezeichnung fiir
ihre Ableitungen ein:

d.i+nf
2.10 ityats) I ———— _ ’
fj )f Jtyats IXIX2, .. 0XQUSIU ... Ju
ann folgt

Satz 2.4. f(x', u*) sei eine hinreichend oft differenzierbare Funktion
der x' und der u“, dann ergibt sich

@2.11) ;P S5 ) (s ) LS 2.

¥
s=ilt-0

BeEwEeis. Wir wollen den Satz durch Induktion beziiglich r beweisen.
(2. 11) ist offenbar richtig fiir r= 1, wie wir leicht ersehen konnen. Unter
der Voraussetzung dall (2.11) fiir eine feste ganze Zahl r richtig ist, bekom-
men wir aus (2.11) durch nochmalige Differenzierung nach e,

¥ g[S N
| I #)
ftm-ﬂ)" .:: .\_. l i ) {f i )Puu »))P,’,‘”: +f mm(wlPa‘ she +

a=ll = b
!
+f LQICIERS | Pr‘:(l:) .\II]
)

Setzen wir t—1 an Stelle von ¢ in dem ersten Glied und s—1 an Stelle
von s in dem dritten in den geschweiften Klammern, so erhalten wir unter
Beriicksichtigung von (2. 6)

+1 r-s+l

3 TN oy i
frl(rrh — \ \ ( )f i(fae(s |Pa(|t' s+11) “T‘ l l (3—1 )ﬁ:‘lh(n(.«lpu(:_:- a+1)) =

& nf 1) a=1t=0

= .: 'r_{— l)f.:ll'm!( Ipt‘fr?r, +1) - B.Z.W. %
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Durch eine Parametertransformation «” — uf(u”) erhalten wir wegen (1.4)
und Satz 2.4
"" N :' u it el
(2.12) I 1\ > ‘ ] J, it Paiv-sy Agiry-
i A tlf i
Setzen wir die Funktionen x'(x’, u®) an Stelle von f, so folgt daraus unmit-
telbar die gesuchte Gestalt der transformierten pp,:

Satz 2. 5. Unter einer Ry-Transformation verdndert sich ein Fldchen-
element M-ter Ordnung auf einer K-dimensionalen Fliche nach der Regel:

4~ " 5 u it (1)
(2. 13) p,s[”— \ ( lx;tﬂpﬂnpnlp: _\'IIA;“'} A
i ] 8= |l! i
wobei
P48 geit
@ def 0 X
X,qnm.q € L T = oy
XM cgXe U, . U™

ist.

Satz 2.5 ist sehr wichtig, denn durch diesen Satz wird die Transforma-
tionsweise eines Flichenelementes M-ter Ordnung unter einer Ry-Transforma-
tion vollstindig dargestellt und alle Ergebnisse iiber Rj-Transformationen
konnen aus dem Satz abgeleitet werden, wie man im Folgenden sehen kann.

Unter Beriicksichtigung von (1.13), erhalten wir aus Satz 2.5 ohne
weiteres den

Zusatz 1. (2.13) kann in der folgenden Gestalt dargestellt werden:

it ilf
pﬂ(n == _ ( ] X i(t), ||B(-HP{I"JI M

wobei
£ ¥
0 W oy aln) nr) ks i (1 -5)
X. i), Bs) = i X r'[f)r:('nAjts'n » P — ‘:‘ Pa[u :\-IAIBH -8
t==] n=—s+l1
ist.

Zusatz 2. Eine verah'gememerte Skleronomtransformation: x'— x"(x'),
= u’(u") trigt puuy in pi., folgendermapen iiber:
(2 lB)his P};U-a — ‘_“Z‘X a(frPnti:: Tf;i(:”

u=\l =
Mit Hilfe von (2.5) geht aus Satz 2.5 folgender Satz hervor:
Satz 2.6. Fiir eine Ry-Transformation besteht fiir r = v = 1

t]p:c;(n v \1‘ K: 3 (H—-‘l ]X,_.. P-‘(_hl) tAam Au "(r) i
(ipf{" & - 1] L —}—W —_ le/nf‘—f gy (-1 ea(s) rl‘l“—ﬂ—a‘}l‘ (B(r v-w) Af(r+er))

(2. 14) =% K (

a'(r)
s f+ua]x*”“ ey AB(r=),
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falls wir

r

"-\-:. X_;TU(H—F‘I A':[(:‘ :—Iir-} — X;’ﬂu'—r )
setzen.
Beweis. Differenzieren wir (2. 13) nach p.., so folgt wegen (2.5)

17, p;,:n-] S - \ —S' (i(t- 1 L3 ik "
f e \ \ ' X it )e(s) ( i P"U, g- "'d-r,' (jﬂ’l‘f‘)l Ag:i ) =
"qu'c r) tt=1la=0 r 0\ ;
i'1 "H-v | U I — itt-1 ks e
53559 ( )[ ]X, b P A )

" l,\rlh,i 1

beniitzen wir (1.13) und vertauschen wir dann den Summationszeichen in
geeigneter Weise, so folgt

yoom=r u-

~ [ r N U—y i« e g
\ \ \ \ lXa - Thote) (t-1) Acﬂ.) Au

! [ =5 (Blovew) (v i-u)l
— '+W —H—ru—l- . (e N AAiBresw) Af ’

daraus folgt (2. 14) wegen (2.11).
Zusatz 1. (SUGURI).") Wenn die Parameter unverdindert bleiben, so ist

(2. 14), ﬁ?eﬂﬂﬁamwﬁ fiir r=r.
P

Denn es ist As\hy=0 fiir w=1und A4 = da).
Zusatz 2. Unter eine Skleronomtransformation ist

n

¥ - N it-1
)AHHL-{--:] 3 Aﬁ‘fp r-’u-l l X; it I"li:)"f )

=1

2.14), P _ ¥
( )- "p;:'l"] ) ( (a _T" w

S
w=0 \ " +w

1)
|X‘(so o) Ajeri)) 5
falls wir
o' UNRRRG, o) SN L

—
=l

setzen.
Zusatz 3.°) Fiir eine Skleronomtransformation besteht
d Irri 1 I af a@'(r
(2.14), _R,_() = ( )X: (a(r-r) ffu((.-ﬁ,
dPw(y
wenn die Parameter erhalten bleiben.

) Suaur: [8].
%) Onxueo [10], Kawacuch [6].
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Zusatz 4.") Wenn man nur die Parameter verdndert, dann ist
t .’.; r i aalr
(2.14), CPa — of AZES).
'Ipl"l(;-)

Satz 2.7. Eine Ry-Transformation oder Skleronomtransformation gibt
Anlafp zu

il 3 A-1 r-l
) D) B < Upcm A1) ga(l))
(2.15) oo () 3| ) A
o Pa(r) 1) & \U+ UP(«( ~1)

fiir r = v =1 =1, wobei | eine beliebig bestimmte ganze Zahl ist, fiir welche
r=Il=1

BEWEIS. Satz 2.6 zeigt uns

0P 1-1 'O (r—I1—t S
p (_! l- ( [ )Xf(r(r t- |r)A§{{r—:lu}) ]
O Pae-1) =) \v—Iit-u

daher soll die rechte Seite dem folgenden Ausdruck gleich sein:
1
r—I—t) ya e
) ( f+f] ] (f —{—}‘U X’. --2-0) A-"‘(’(')') Aﬁ{‘ :)"")) o

o y=1 1 r
v %) r r_f_f i (7] ale-
:(!) 2" H-t)‘z‘( )X-"(ﬂlw Wy Al AGr 12y =

by P\ f—t—W
¢ =1 r-r w [
o SES r r-+w (a(l) pa(r-1))
=2 tJ '.":'.:}:',‘r-i-wJ !+tJX:(ao o) Ao ARG ey =

- '._’; i r g it alr) I‘)‘pﬁ(p
) ‘}"(:‘-I-WJ X' - o) Aoty =
pe—Ih 1 dpﬂ'(f‘)

was aus (1.13) und Satz 2.5 folgt,

Zusatz (SUGURI)"). Wenn die Parameter unverdindert bleiben, ergibt sich
fiir eine Ry-Transformation oder Skleronomtransformation

3 c .t:b‘ r! (s—0)! = O Dar-
(2. 15)nis p‘,“ = _T( !)' jEc(U) p'( m_
WPaty 5 (r—1) o Par(s-1y)
Satz 2.8. Es besteht
'}P;é_(_r——_l_) e _"f?x_ﬁﬂ_ U (iﬁ_’;@
!‘p{l(r) f)pi"u(a_]) rsr'l'l) L {}p:;(') J ﬂ,_+1]

") Kawagueni [6], Homeu—Suvaurr [9].
1) Sucuri [8], KawacucHt [6].
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BEWEIS. Wegen des Satzes 2.6 kann die rechte Seite in die folgende
Form umgeschrieben werden:

r-r+l

> )X" ety AR
:_ ( —l—lv i (3(r-r-wsl) (r-1+ u)U '*

afr)
+“l )X: (B~ v-1) ABlrery p ,,)'4 )Xum: e-wi1) Ag(e+n))

pr=r1

" s— f+w

setzen wir w—1 an Stelle von w im zweiten Glied und fassen wir dasselbe
mit dem ersten Glied zusammen, so folgt

r-v+l [

o Z;'( I)XU( st ARG “JA“) oy Afie-1y8, )
A R i
+-_|| r-+w X’(ﬁ( )A
y4l-v [
) d af ) P
> l' (J‘—I—w]X’ \FrEl-e "}Aﬂ(w)n - j;‘:i( :},
wobei (1.5) und die Identitit ( +W*—] )-’r(# -+—w]_( siijgeaende

worden sind.
Satz 2.5 liefert uns ohne weiteres

"ooN-5

’
WPy _ NN >4 - ASt)
Gx  ——— X; (1) ee(s )Pn(-e o Apey =

i uilfll\

e \1 0 afi) o
= 2, Xia() Apiry = Xiaw »

we=|

denn die x’ sind nurin den X'ty enthalten. Weiter konnen wir durch Induk-
tion leicht bewiesen, dali X;su)p¢)— Xi'poype ist. Damit erhalten wir den

Satz 2.9. Es besteht die Beziehung

il ': Y8’ (s .i')ﬂ" -). @
(2.16) —&-“==(—ﬁ(-’-)ﬁ_“ - Xi 501 -

ax/ L 0X

Zusatz. (0ppiy/ 0X) 3 ist in Bezug auf die beiden Indizes 3(r) und
5'(s) symmetrisch.

Satz 2.10. Eine Ry-Transformation gibt uns

&

IPsse _ (9Pbey () .
21017 ENe) (-— - — U 3 B (s-
(2.17) oy dut ) gy =\t | U@ 0P pen

) 9 " i ”" —s ] # ]
(2.18) ﬂl = Xu g(y— ;{ ( ¢ } Ué:g:(a)Pl,rm(s.:)) :

au”
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wobei
Utsey = ‘5‘ Us a’(s WA

ist.
BEwEIS. Aus (2.13) folgt

f} 5 A » . _1 u. a ¥ (v
L \ \ 2 la- lX,,_ iy ) P G-y ABSy +

au® bre |.- YTt

woow

e e (4 r
.>_ 2> 2( ]X.am(«( yPetu-ey Asrs U -

=1 =) t=1)

Das erste Glied auf der rechten Seite ist gleich Xz, , was man wegen
(2.12) leicht einsehen kann, und das zweite Glied geht wegen (2.12) in

D Xy As)w UL iiber. Andererseits erhdlt man unter Beriicksichtigung

von (1.12)

s-w+l

a'(n) % (' (i-1) g @)
Apey p = pd l )A(ﬂ(*-’) Usir

und, differenzieren wir t-mal Uj UL = 0% nach «’, so folgt
4 ¢ .
0= U;’,p‘(f) Ug+2i( r ) U;;’,(‘-,‘(h-)Ui::‘ ).
Deshalb ist das zweite Glied gleich

'f 8- tr-Ll
(a(ie=1) p peey) B’
é Xn(.;) _, [ )A(‘i(-w 1) Uﬂ(i}).ﬂ' Ue =

5- N-—l

(a(u-1) an g
= — 4. Xam P ( JA(ﬂ(s ) Z ( )UI;*':).'!('—") U)oy =

L] s-u+l Cs-u+1 \
Y wr 1S ‘ ol [ e (u(( 1) ryou) 8’
=— 2 Xty 2, ( ] J 2 (t—— ) ss-n Uiglae-n { Ula pon »

"= p== r_ { f=l}

beniitzen wir (1.12), so folgt

‘t-l|+‘|
a(n) B’
= o ZXa(,.) 2 l )Aﬂ “s-ry Ul 09) =

ofs) va
= 2,[ ( r ] Xﬁ" (l'f(s—l')U|I3:'|ﬁ(r'l}'

D. h. (2.18) ist jetzt bewiesen worden. (2.17) kann auch in analoger Weise
wie (2.18), bewiesen werden, aber man soll dabei pj,, anstatt X" nehmen.

D18
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9. In analoger Weise wie fiir einen gewdhnlichen Extensor'), verstehen
wir unter einem R;-Extensor einen Tensor in bezug auf jede der beiden
linearen Transformationen

'.

(2 ]9) Vn.)——- \‘ f)pﬁm é}r(u ' Pm,)—-— ‘_-_ A:‘;‘::’jpm"l ’
= dpa{n :

die aus der erweiterten Ry-Transformation (2.2) hergeleitet werden. Zum
Beispiel, wir nennen die GrdBen Vopuw ((=0,1,...,G; $s=0,1,...,G)
die Bestimmungszahlen eines Ry-Extensors zweiter Stufe vom Gewichte f
und Pyx-Gewichte ¥, der in Bezug auf die Indizes . bzw. «'(s) exkontra-
variant vom Grad G bzw. Pg-kovariant vom Grad G’ ist, wenn bei der
erweiterten Ry-Transformation die Grolien sich nach der Regel transformieren :

W b e \’ \‘ f*Pr()Aucur)
f LTS |. ()p“{,)

wahrend 4 bzw. P die Determinante |gx“/dx'| bzw. |juf ju® bedeutet.
Wegen (2.2) kommt die Beziehung

Vs = (D' () 5

DBy i IPEC) 4. a
dpacy= \ -P(—)-dpa(r)+jj7ff;'2 du

vor, die entlang einer das Element p.s beriihrenden K-dimensionalen Fli-
che in

it - r1 U s f i P j ' ®
Pooyrdu’ = > wpﬂ(m»du + 9P 4 ya

=0 3 Par) gu

iibergeht. Somit sind die Gofien
!‘fp::(q — dpi}(n —pf,(p,q'du"' A t=0,1,....,. M

die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten Extensors erster Stufe vom
Grad M. Wenn man das Koordinatensystem festhédlt und nur die Parameter
u“ transformiert, dann zeigt der Zusatz 3 von Satz 2.6, dali die Grofien
9 Puy Bestimmungszahlen eines kovarianten Py-Vektors vom Grad M sind.

Ein Beispiel von exkovarianten Rj-Extensoren ist F’, wihrend F ein Ska-
lar ist.

-

Der Zusatz von Satz 2.6 zeigt uns ohne weiteres den

Satz 2.11. Ein Rg-Extensor ist auch ein gewohnlicher Extensor von
derselben Art in Bezug auf eine Skleronomtransformation und gleichzeitig
Py-Tensor in Bezug auf eine Parametertransformation.

1) Craa [11], Suvaurr [8], Kawacucur [2], [6].
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10. Beriicksichtigt man Satz 2.6, so kann man in analoger Weise wie
im Falle der gewohnlichen Extensoren leicht den folgende Satz erkennen:

Satz 2.12. Die Funktionen V' von den Parametern u“ seien die Bestim-
mungszahlen eines kontravarianten starken Vektors in Bezug auf die Ry-Trans-
formation (2.1), dann sind V. (t=0, 1, ..., G) die Bestimmugszahlen eines
exkontravarianten Ri-Extensors erster Stufe vom Grad G.

BEWEIS. Aus der Transformationsregel V'— X'V’ folgt durch t-malige
sukzessive Differentiationen nach u* wegen des Satzes 2.6

e A
1] Tl t i f-
Vise —_‘2 ( lX" @t Ve

i N dp ; ;
i ) X (f(t - )_u A f(u) Vﬂ(l) = ; Vn( )
=20 ,p“(’)

wobei A3l =0 fiir s >0 und Af) =1 ist.
In analoger Weise erkennen wir

Satz 2.13. Wenn W eine exkovariante Ry-Extensordichte erste Stufe
vom Grad M ist, dann ist (r ]W."('“")"“’ (0=t =r=M) eine Ry-Extensor-
dichte zweiter Stufe, die in Bezug auf ;"
variant ist.

exkovariant und auf a(t) Px-kontra-

In dieser Weise konnen wir die Theorie der Ry-Extensoren weiter ent-
wickeln, genau so wie diejenige der gewohnlichen Extensoren.

11. Wie wir gleich erkennen, ist (2. 13) nicht linear in pi(,, d. h. keine
lineare Transformation des Px-Expunktes. Aber wir konnen ihre Represen-

tation in linearen Transformationen auffinden. In der Tat, mittels Induktion
in Bezug auf » konnen wir nach (2.13) den folgenden Hauptsatz beweisen:

Satz 2.14. (Hauptsatz) Bei einer Rx-Transformation verdndert sich
ein Flichenelement M-ter Ordnung auf einer K-dimensionalen Fldiche nach
der Regel

a 1 a | U alu
(2 20) Pg((r) \l \'”,\” ( ] X l(f)(a( )P a(ic-£)) Aﬁ% )) ’

wobei

i det A
X'iwn = D .\_ ‘ ‘ l
() "

I | dei t!
tr el Wil Weep!’

b radee b=t it tri=s, ntzl  (k=12,...,7)

ist.

Aoy )
] X G ate .)X i(ra(r'gy - - - X i(e (e’ ) ?
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Zuzatz. Eine verallgemeinerte Skleronomtransformation trigt Pa), in

P}y folgendermapen iiber:
n(a afr ) i(f) c‘(u)
Pagy = 2 Z Xitty Pan) Aptry -

==l 1=

Satz 2. 14 besitzt wesentlich denselben Inhalt wie Satz 2.5, spielt aber
eine sehr wichtige Rolle und ist sehr niitzlich, denn, wie die Transformations-
regel (2.20) zeigt, verdndern sich die Werte P, linear bei jeder Rx-Trans-
formation. Somit konnen wir die Theorie in einer Mannigfaltigkeit von
Pyx-Expunkten™) mit Hilfe dieses Satzes begriinden, in analoger Weise wie
in einer linear zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit, wenn wir P.) anstatt
Pas) als die vergrofierten Bestimmungszahlen eines Pyx-Expunktes nehmen.
(2.20) ist nichts anderes als die Representation der Transformation (2.13) in
linearen Transformationen.
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