2717

La détermination des espaces symétriques a connexion
semisymétrique.
Dedieé a Monsieur O. Varga & propos de son cinguantiéme anniversaire.

Par V. DUMITRAS (Bucarest).

Un espace A, a connexion non symétrique est dit d’aprés SCHOUTEN
[1], un espace a connexion semisymétrique si les composantes du tenseur de
torsion sont de la forme

) Tho= )y — ol .
En faisant dans les formules (1) i=, et en sommant, on a
(2) T::I; o (ﬂ ""'1) l’b';;

d’on il résulte que les v, sont les composantes d’un vecteur covariant qu’on
appellera le vecteur de torsion. Donc, a un espace a connexion affine semi-
symétrique on peut associer la forme de Pfaff invariante

(3) do = (n—1) v, dx"

On peut aussi associer a un espace A, a tenseur de torsion non nulle la
forme quadratique invariante

(4) = T;.-:dx"'dx’ (TH: T:& T:;)
Si la connexion est semisymétrique on a

’ e 1 2
(4) M ‘r‘ljdfl .

On peut faire une classification des espaces considérés d’aprés le rang de la
forme do et trouver ainsi des formes canoniques du tenseur de torsion.

M. W. SLEBODSINSKI a déterminé les espaces a parallélisme absolu
douées d’une connexion semisymétrique (pour ces espaces le tenseur de cour-
bure est nul) [2].

Dans cette note nous considérons les espaces a connexion affine semi-
symétrique, qui sont aussi des espaces symétriques au sens de M. RACHEVSKI
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[3], donc des espaces dont les dérivées covariantes du tenseur de torsion et
du tenseur de courbure sont nulles. Nous déterminerons la connexion de ces
espaces dans un systéme convenable de coordonnées.

Soit un espace A, ayant les connexion

i i l ] ol
®) Civ=Sjx+ 5 (G —di )
oit les Sy = I, sont les composantes d’une connexion affine symétrique.
Nous désignerons par ”,” et ”;” les symboles des dérivées covariantes par

rapport aux connexions /7, respectivement S .
Des formules (1) nous tirons

(6) T:,, = (); Wy — l').;‘ L

et il résulte que si v;,—0, nous aurons aussi Tj,—0 et inversement.
Mais en tenant compte des formules (5) il en résulte v ;= ,,, dons si le
tenseur dérivé du tenseur de torsion est nul, nous avons les relations

(7 Py, = U{:{:} + 4, S =0.
On peut énoncer le

Théoreme 1. Une condition nécessaire et suffisante, pour que dans un
espace A, a connexion semisymétrique, le tenseur dérivé du tenseur de torsion
soit nul est que la dérivée covariante du vecteur de torsion . soit nulle (la
dérivée covariante étant prise soit par rapport a la connexion /7)., soit par
rapport a la connexion Sj).

Comme les S} sont symétriques dans les indices inférieures des rela-
tions (7), il résulte
oYy, dy
ax ax

ce qui nous montre que le vecteur v, dérive d'un potentiel, donc les v
sont les dérivées partielles d’une certaine fonction . Nous avons donc le

Théoréme 2. Pour qu'un espace A, a connexion semisymétrigue ait le
tenseur deérivé du tenseur de torsion nul il faut et il suffit que le vecteur du
torsion v, soit un gradient.

En considérant les conditions d’intégrabilité des équations (7), il en
résulte

(8) W, Sh =0
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ol

) Sir= L — L1 515/~ SIS

sont les composantes du tenseur de courbure par rapport a la connexion
Sj.. Les composantes du tenseur de courbure /7, de I'espace considéré,
expressions desquelles on déduit des formules (9), en remplagant S}, par /7,
peuvent s’écrire sous la forme

(10) Fiu= S+ Tin

et un calcul simple nous donne

i 1 i ] i s 1 %
(10) Tin= Ths— T+ (TaTh—TuT}).

D’autre part nous avons T, —0 et les T sont données par les formules
(1), donc

1979 T =5 (G un—0iwyn),
et des formules (10) on obtient
(9) S,:;.-: =T 1;1: — % (d; Wiy — o W, cp;‘)

En remplacant dans les formules (8) les expressions des S.; nous obte-
nons les conditions

(l]) lﬁ’!f:m—_;o

ce qui nous montre que le vecteur v se transporte par parallélisme, au long
d’une courbe quelconque de l'espace [4]; il en résulte le

Théoréeme 3. Si un espace A, aconnexion semisymétrique a le tenseur
dérivé du tenseur de torsion nul, le vecteur de torsion se transporte par paral-
lélisme au long d'une courbe quelconque de l'espace.

Maintenant nous imposerons la condition que le tenseur dérivé du ten-
seur de courbure soit aussi nul. Si dans les identités de BIANCHI

(12) g+ Ling+ g = Civs T+ e T+ e Th
on remplace les T, par leurs expressions (1) et on fait /7, —0, on aura
(13) F_i‘m U+ r_;—hk Y+ I U, =0.

En prenant la dérivée covariante dans les deux membres des formules (9
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et en tenant compte du fait que la dérivée covariante du vecteur v; est

nulle, i1l s’ensuit S,m, = 1" donc si Pespace est symétrique il est néces-
saire qu’on ait
(14) Shan=0.

Mais, un calcul simple nous donne

i i i 1 1 i i

LEk], g - S,‘:.—:;i. + SI,';.-r Yy — '-2'- (Shu !f{,' + S Py -+ Sl;u, 'l_z'fr)
et les relations (14) deviennent

¥ i i ] i i i
(14) Siupn = —Sju Y+ = S+ Sjm i + S ).

2
Nous pouvons énoncer le

Théoréme 4. Pour qu'un espace A, @ connexion semisymétrique soit
symétrique au sens du Rachevski il, faut et il suffit, que le vecteur de tor-
sion soit un gradient qui satisfait aux équations (14) et que les composantes
du tenseur de courbure S;, (formées avec la connexion symétrique S}), satis-
fassent aux équations (14').

Le vecteur v, étant un gradient, la forme de Pfaff do est une diffé-
rentielle totale exacte et par suite les espaces considérés ci-dessous sont des
espaces A, a forme de Pfaff invariante étudiés par M. G. VRANCEANU [5].
Parce que do est une différentielle totale exacte on peut choisir un systéme
convenable de variables, tel qu'on a do==dx', donc on peut réduire le vec-
teur ¥4 & la forme canonique

(15) Y, =1, Ya=0 (@=2,...,n)
et cette forme canonique est conservée par une transformation des variables
(16) Y=x'4a,x*=x"(x..., x") (e >1).

Cela posé, les équations (7), (8), (8') et les équations déduits de (7), nous
donnent, si I'on remplace Sj. par I},

(] 7) r_,l'k _— ;l:. - F_}i'.‘f — Sr!kl' =0,

De méme, des formules (1), il résulte que les seuls composantes non nulles
du tenseur de torsion sont

a7) Too=—Th=0] (¢,8=2,...,n).
D’autre part, des relations (13), il s’ensuit pour h==1; k, [, i==1:
(17" I'pys=Sp5—=0, [I'1y3=0 (e, 8y=2,...,n).
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Les formules qui donnent la loi de transformation de la connexion

affine
2 x — X" 0X° o X

gk oy

18 —_— = — —— — :
(18) ax'gx* "ax 9xk dx*

s’écrivent pour une transformation (16), en faisant i — ¢,
J=8 k=y (¢, 8, 7>1)

X =z OX° gXx* . OX*
18 . '-—.----=S.;, e e N IR e
( ) ux”r_ix"‘ ¢ Jdxf gxv Py oxe

(e,8,7,0,4=2,...,n).
Ces formules nous montrent que pour x' égale a une constante, les Sj,
constituent les composantes d’une connexion affine symétrique d’un espace
A..1. Mais des formules (177) il résulte que cet espace A, ; est localement
euclidien et par conséquent, on peut choisir un systéme de variables x? ...,x"
de facon que toutes les composantes Sj, soient nulles. Donc, d’accord avec
les formules (17),(17°) on peut réduire la connexion semisymétrique d’un
espace symétrique a la forme canonique

I'j=r4, =0, I't =S
(]g) f‘;;[ == 831 —}—(’;, !’i}; —-Sgl'-—!"g ((!, 3, = 2, veuy ﬂ).

Les transformations des variables qui conservent cette forme canonique
sont de la forme
(20) X=x'+a, x*=ax’+a" (¢,8=2,...,n)

ot as et a” sont des fonctions de la variable x'. Cela posé, les formules
(177) et (14’) s’écrivent

_ 0S8y _ 0S8k « _ 0SH
(2]) S?".'a " f)‘xd . {I)‘x‘" — Op Siily T— W
(22) Ssl vis=0, Sgh.;l - % 831-,' =)
(22)) o R . P % Sis—0.

Des dernieres formules (21) et des premiéres formules (22) on tire

fr'"SE'; %
ax7 g x°
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et par suite Sz sont des fonctions linéaires des variables x% ..., x", donc
nous avons
(23) Sk = pu. X"+ ps (5, y=2,...40)

ot les py. et p; sont des fonctions de la variable x'.
En considérant les équations (18) pour i ¢, j= 3, k=1, par rapport
a une transformation (20) avec a' = 0, nous avons

dag = 0 o .0
dx' =P, Qp —Ppa,

et en prenant les fonctions aj comme des intégrales du systtme des équa-
tions différentielles
daj e
'3}1'3 + pia; =0
on peut annuler tous les coefficients pj.
Des formules (20) il résulte

(20) Spry= Dby, Py =DPY3

donc les pjg, sont symétriques dans les indices inférieurs.
Les derniéres équations (22) nous donnent

PtoP’s + PrePis— PioPhy =
(24) dos; .1 s
i T3 Pn=0

donc
1

r!
24

it (14
(24') Ppy—Cgy€ ~
Cho €58+ Cg Cho — Co €y = O

ol les cg, sont ne-constantes.

Si dans les derniéres équations (22") nous tenons compte des formules
(20°) et (24), il s’ensuit

¥ }28" @« g A
L fl;-"t_! I.; =—2pe pf{-" o
et il en résulte

~ {4 1 o [ B . a _A @
(2b) S]l —— 3 Pur Por X X X +‘ q?‘ X '*' q

ol g3 et ¢“ sont des fonctions de la variable x'.
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En remplacant dans les premiéres équations (22°) les valeurs (26) des
ST et en tenant compte des relations (24) les conditions')
pgf P_";«, Pr;: e 0, P_';g p?u =(
(247)

Piv+ 2(q5 pos + gh ) — 0, Qﬂ +q° pop =0

résultent. Toutes les conditions (24), (24'), (24”) se réduisent aux conditions
suivantes

Piv=Cive * , CheCla=0

1w =

L

(27) a @ d 4 o 9%
fm-+2(Q{;-C9la+QgC{ f) =0, _ﬂ'?‘fj +qup,3£' = =(.

Par suite, d’accord avec les formules (19), la connexion des espaces consi-
dérés peut étre réduite a la forme canonique

1 1
ol * ' X _Trl + A __.TTI
s —=cpx'e 2 +0g, Mp=cnx'e > —d;

(28) l-clrl g q;l x:&‘}‘q“, Iil,!l.- Iig? - 0
(“r 7, e A= ' NP ’ n)

ol e3, sont des constantes et ¢g, ¢° des fonctions de la variable X', reliées
par les relations (27). Nous pouvons énoncer le

Théoréme 5. La connexion semisymétrigue des espaces symétriques au
sens de Rachevski peut étre réduit a la forme canonique (28), (27).

Dans le cas particulier n -2 nous avons p. — 0 et les composantes de
la connexion s’écrivent

(29) Fay=—rh=1, N=xX+4+q(x"

& étant une constante. Si q(x)—O I'espace correspondant est un espace A, a
groupe transitif maximal (,, mis en évidence pour la premiere fois par
M. G. VRANCEANU ([5] 211). Si q(x")s 0 l'espace est un espace A, a groupe
intransitif maximal ¢,. On peut énoncer le

Théoréeme 6. Les espaces A, symétriques a connexion semisymétrique
sont des espaces a groupe maximal.

1) Ces conditions s’obtiennent en annulant les coefficients des termes de différents
grades.
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Le théoréeme ne reste plus valable pour n =3, ce qu'on peut constater
en considérant les espaces A, dont toutes les composantes de la connexion
sont nulles sauf

o =—rH=1, Fh=nx, Mh=zx"
(’i:z#l; 1'3&3.’) ((‘lp,-__zi"'ln)'
Ce sont des espaces a groupe ..

(30)

~In+d’
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