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Sur un théoréme de Korous.

Dédié a Monsieur Otto Varga & propos de son cinquantiéme anniversaire.

Par T. FREY (Budapest).

§ 1. Introduction.

C’est une question de grande importance dans la théorie des polynémes
orthogonaux, quelle est la condition pourque la suite {m,(x)} des polynémes,
orthonormale par rapport a la fonction de poids w(x) € L[—1, 1] non négative,
reste bornée en un point quelconque de lintervalle [—1, 1]. Beaucoup de
résultats sont connus qui assurent, que la suite {m,(x)} soit bornée en certains
points, a condition que la fonction de poids, w(x) satisfasse a certaines
restrictions globales — c’est & dire valables dans !'intervalle tout entier en
question.

Un théoréme de Korous [1], qu’on peut énoncer briévement, sous la
forme suivante, étend le champs d’appliquation de ces résultats:

Désignons par {w,(x)} et {p.(x)} les suites de polynémes orthonormales
par rapport aux fonctions de poids non négatives w(x) et p(x)€L[—1,1]
respectivement, et supposons que le rapport de ces deux fonctions satisfail aux
conditions suivantes:")

EOTTTR | Do N S
(]l) 0<C1:k(X)—p(x) ._—_Cg ( I:x:])i
et

(1.2) |k (x) — k(x0)| = Cs+ | x — X0 (—1=x0;x=1)
Dans ce cas, les inégalités

(1.3) lw.(x0)| = Cq % 1Pu-r(@)] (n=1,2,..)),

1) Les constantes C;, C,, efc. ne dépendent jamais de la variable n. Elles dépendent
en général des constantes, qui figurent dans les conditions préalables, mais ce dernier fait
n'est mentionné que dans les cas importants.
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et

1
(1.4) Pa(x0)| = Csrz,_;[w,._,,(xnﬂ n=12..)
sont vérifiées.”)

En premier lieu, la condition (1.1) restreint d’une fagon assez forte la
possibilité d’appliquer le théoréeme de KOROUS. Ainsi p.e. nous connaissons
un grand nombre de théorémes concernants les suites orthonormales de poly-
nomes sur le cercle unitaire lesquels assurent que ces suites soient bornées.
Ces théorémes peuvent étre étendues seulement-aprés la transformation
x = cos () et I'application du théoréme de Korous aux fonctions de poids
qui, outre les conditions structurals primitives, satisfont aussi & la condition
suivante:

1
3

0< C(1—x2) 2 =w(x)= C:(l—xﬂ)fé (—1=x=1).

C’est pourquoi nous nous proposons d’atténuer tout d’abord la condition
(1.1). Nous allons donc démontrer que le théoréme de Korous reste valable
méme s'il existe dans l'intervalle [—1, 1] un nombre fini de points, tels que
pour chacun de ces points, dans un voisinage dans lequel (1. 1) n’est plus
vérifié, la fonction w(x) de méme que le fonction p(x) peuvent &tre majorées
resp. minorées chacune par une paire de fonctions du type | x—x;|“, de telle
sorte, que la différence des puissances des fonctions majorantes et minorantes

soit plus petite que 1 (resp. ;, si x;= +11).") Avant d’exposer les autres

généralisations qui figurent dans notre travail, il nous faut remarquer que le
théoréme de Korous nous informe aussi sur 'ordre de grandeur des suites
de polynomes orthonormales aux points ou ces suites ne restent pas
régulieres.®) Si notre but est uniquement de montrer que ces suites sont

2) Nous devons remarquer ici, que Korous a presente le theoréme ci-dessus sous
une forme moins généralisé¢e; notamment, au lieu de (1. 2), il suppose

(1.2) k(x)€Lipl

et ainsi (1. 3) et (1.4) restent valables pour tout I'intervalle —1 =x= 1. Nous pouvons
déduire directement de la démonstration de son théoréme, qui se trouve p.e. dans 'ouvrage
de Szead (v. [2], Theorem 7.1.3. p. 157.) la généralisation citée plus haut.

3) Par contre dans les relations (1. 3) et (1.4) la sommation ne s’é¢tend pas jusqu'a 1,
mais jusqu'a une constante indépendante de n et qui est fonction des puissances men-
tionnées.

9) Clest a dire, on la série

{T—xi w(x,) Wi (x0)}
ne reste pas bornée.
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régulieres, alors les conditions (1.2) ou (1.2') et aussi (1.1) du théoréme
de Korous peuvent étre également moins fortes. P.e. nous allons montrer
que la formule (1. 3) reste valable aussi avec la condition

Vo) |pa(x)|=C (—1=x=1;n=12,..))

si, au lieu de (1. 2), nous supposons seulement ou bien que k(x) vérifie dans
I’intervalle [xo—e#; xo+¢] une condition logarithmique de LipsCHITZ de puis-
sance plus grande que 1 (cf. le théoréeme 4.1.) ou bien que (1.3) reste
valable, si k(x) vérifie au point xo une condition de LIPSCHITZ de puissance

plus grande que %, méme dans le cas, ou k(x) et ﬁ ne sont que des
fonctions de la classe L[—1, 1] (cf. les théorémes 51.1.; 51.2. et 51.3.).

§ 2. Le théoréme de Korous dans le cas
des poids du type Jacobien.

2.1. Le lemme fondamental. Dans la démonstration des théorémes du
§ 2. et 3. le lemme suivant joue un rdle trés important.

Lemme 21.1. Supposons que la fonction de poids w(x) € L[—1, 1],
non négative, peut étre écrite sous la forme suivante:

(21.1) w(x) = k(x)-(1—x)“-(1 +x) (e, 8> —1),
ol
(21.2) O<k=k(x)=K (—l=x=1)
et encore
(21.3) k(x) €Lip.l, si 1—22=|x| =1, (4> 0).
Dans ce cas 1
(21.4) Jwﬁ(x) (111(?)61 dx = C (n=12..)
et h

1
(21.5) J‘w‘ﬁ(x)- %dx T A PR TR

par conséquence

(21.6) J‘w;f(x)-w(x)(l——x)'”‘-(l+x)"’dx§ Ci+Ce (B=1,2 ...
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oit & et & satisfont aux inégalités

1 1
a—& >—1; o > B—&>—1; §>Fg.
DEMONSTRATION. Pour démontrer (21.4), (21.5) et (21.6) nous désig-
nons par {p\°”(x)} la suite des polynomes de JACOBI orthonormale de poids
(1—x)“-(1 +x)°. Considérons p.e. l'inégalité (21.4); alors, d’aprés Korous:

Iwa(x)| = Go(L; DAL ®)| + PP @) (1—2=(x|=1).
Ainsi, en utilisant I'inégalité de SCHWARZ—BUNJAKOWSKI:

1 =140 1 1-4

Jote 2|+ [ ] ot 29, e

-144 1

J+ ]]KCS <IPE|“ 'g)(x)|+|p'“ ﬂ}(x)l> (1— x) “)j_x)ﬂ ik

5 1-3
1-
+ ot

=1+A

IIA

2 1

“’(") dx =2KC; ] f([p,f"*‘” X)) +

1

e = CEY g in [wiowiwyax =2 4K G-

1

[[P(a 3)( )] (1 (xl):(xl)jl_x)ﬂ dx; l[P" ,F?)(x)] (] (T.)i(x]):" X)ﬂ dxi :

-max

=]

Il est facile de voir que les intégrales ci-dessus sont bornées. Considérons
par exemple l'intégrale

@1.7) ][pﬁ“ Peop L=3LCE Y ax

Il suffit évidemment de montrer que I'intégrale

[l e O
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reste bornée®”). Dans ce but nous appliquons les estimations suivantes:

(.,.l —

2n+e+p+1 Ia+1)-I(n+e+p+1)|
2a+p+1 I'(n+ae+1)I'(n+p5+1))°

(21.8) p"P(x) = P{"P(x)-

olt
o(®), si 0=9 = %
i o
&'“'?-O[ i g
Vn!’ Rt
(21.9)  P{“P(cos 9) =1 20, . :
|“}—.'-'ri *q O(—":), - (e =9= et
O(n?), si — —;— =9=nY
En tenant compte de (21.8) et (21.9):
1
(21.10) j[pf.“’ D@OF (1—x)"" (1 +x) dx =
[

e 20katfl D) Datatft1) | (1w oo gy,
=2 2cuﬂ+1 . ['(n-{—(g—{—l).[‘(n—[-p’—kl) (J [Pil (COS\)‘)]
0

[

9 9
.sinl-2& 9 2 V' 1.9 9.
sin cos 9 sin 9 d

En séparant I'intégrale en deux parties et en appliquant respectivement la
premiére et la deuxiéme partie de I'estimation (21.9) dans les intervalles
[O, %] et ‘%, %] il est facile a voir, que lintégrale (21.10) resp. (21.7)
reste bornée:

/2

; [ 2 . 1=2¢ 24 . O 19‘
‘[P,(. 'ﬂ)(cos P sin' ’._9-005"’% -sin” —2~d3=
1
PR 7
> e .
= ; ] + ( [PL“P (cos F)J- sin' "9 - cos™ -:-,g--sinﬂ“ % d9=
O

5) Le facteur (1—x) “ est évidemmement borné par 1 dans —1 = x =0. Sur l'inter-
valle intéressant 0 =x =1 le facteur (1—x2)"“ n’est pas moins que 2 “ (I—x) .
#) Cf. p.e. [2]: (21.8) sous (4.3.4), p. 67; (21.9) sous p. 164.
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1

"

i{
=Cy-n™ [.9"‘-"“‘-’“ d9+Cs- % [9“’“" il £
0 .

i

5 1 1 g 1 e 1
= 2—2&+2¢ n-pteta L 1 1—2¢ (7) =G-o

puisque 1—2¢ > 0. En plus

2nte+8+1 I@+) -F(atet+f+l) _ o
Q@B Fate+1)-T'a+p+1) = 7

c’est a dire

wp | 2n+ea+p+1 I(n+1)-F(a+e+p+1) 'Jrh (@ 6) 2
2 . G I'n+e+1)-I'(n+8+1) (u [P (eom &)

-sin'=2 9. coszﬁ% sin*‘-'; d9 = Cs.

Il en est de méme pour les autres intégrales c. q.f. d.

2.2. Cas des poids du type Jacobien. En possession du lemme 21.1.
passons maintenant a la démonstration du

Théoréme 22.1. En tenant compte des notations du théoréme de
Korous expliqué ci-dessus, soupposons que

0<Co=k(x)= Cuw (—l1+r=x=1—r;7>0),
et

|[k(x) —k(x0)| = Cu|x—x0|, si 1 +2v<xp—p=x=x+u<1—27 (u>0)
et en outre qu’il existe un groupe de douze constantes:

O<p<P, O<wa W,

—!<a.-*—_:A.-<a.»+]?, —l<b;‘=‘-B;<b;+% (i=12)
avec lesquelles les estimations
w(l—x)4-(14x)h =wkx) = W(A—x)"-(1 4+ x),

P(1—x)"- (1 +x)% = p(x) = P(1—x)"- (1 4 x)*
sont vérifiées. Dans ce cas les inégalités

(—1=x=1)

N
(22.1) Pu(x0)] = Cro+ 2 [War (x0)|
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et
(22.2) Wa(x)| = Cus - ; P (X0)|

sont valables (N est un nombre entier qui ne dépend que des puissances
a;, A; et b.’, B.').

DEMONSTRATION. Remarquons que le cours de la démonstration ressemble
a celui de Korous, cependant, a plusieurs reprises, nous utilisons le lemme
21.1., de telle facon que nous insérons parmi les poids w et p un certain
nombre de poids du type JACOBIEN, et ainci nous pouvons estimer pas a pas
les polynémes orthonormaux correspondants.

Soient en effet «, et 3. (r=1,2,..., N—2) des séries monotones:

¢i=ASe:SuS---SeysSayae2— A
et
=B ShSHES - ShsSha=2~8
avec
ltr— | <1 et [f—pBal<]l (r=23...,N

I
)
=

Nous employons les fonctions auxiliaires
o Y x), si —142r=x=1—2»
],.(X): | (l_x)«,..(] _{_x),-‘i’,-’ si 1—27< ixl =1
resp.

" _fwx), si —1+27r=x=1—-2»

h-.ﬂx):; p(x), si 1—2r<|x|=1.
Désignons par {/,,.(x)} la suite orthonormale de polyndmes correspondante

au poids j,(x).
Nous allons démontrer en premier lieu l'inégalité

(wa(x0)| = Cul i () [+ () [} (r=1,2,...).
Dans ce but nous devons seulement considérer les inégalités

Cisw(x),

[w(x) —j1(x)| = Cio j1(x)- (1—x) 2= (1 4 X1~

t=1E£x=1)

c’est a dire

(22.3) : o Tw) 5 0B
W@ —ji@)| = Calw@-A@O—0)" - (14+x0° 5 (—1=x=1).
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Alors, d’aprés Korous

W (x0) = f ] ; Jiso () Jiso () { W (8)-/1 () dt =

= Jj];,. (X(n)jl; " (f) Wﬂ(f)j1(f) dat +J1 “- j1 &.(xu)jl g(f)E Wy (f)]l(f) idf—

1

n=1

— Jin) | 1Oy w 0 70 8 +J | S50 100 . O U —w (0} e~

-1

—Z ((;v; JuonlX0)+ J'Jnu(f)/:;u—t(x;)_—;{l:"-' LGy, ) i) —wiohat,

C'est & dire, attendu que ji({)=w(f), si |{—xo| = u resp. si [t|=1—2»:

|Wn(Xu)| o (W) |jl n(X|I)|+

ol | [ O U@ s+ Ui O Urin -

(22. 4) |

U O—w (O] dt = 2 U0+ rsnes ()] IO CE

-1

l

n(r)—w(r)|dr+ —Jizn ()| | [Wa @) | Jriaas (O] is ) — WD)  d.

—l

On a maintenant, d’aprés (22. 3) (soit @ =0, resp. w =1):

l W0 (O Jinmo O (0 — W) it =

(22 5) MC[T]|W (f)[ Ij] "-w(f)lljl(f)w(l’) (I_r) (1 )(l-i—f))({ ]) ¢ =<
- ) ( 2(4). 3 # A 2 J1(f) t?ﬂ
= Cr ,J w0 dt- | ot A p e | = G

55 i
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Comme le poids j;(x) satisfait aux conditions (21.1), (21.2) et (21.3) du

théoréme 21.1., «;—a, <i de méme que p’ﬁ—-—b;(—l— sont aussi valables.

2 2
On a encore 1
k.(w) - -
L) [w@ im0 0t = [|w,.(r)| O] ity at =
(22.6) =
: TS é(al (51 B1)
éCl'r.[|lvu(f)|-;jl;'.(f)|]/W(f)_h(f)'(l——-f)' (1—}-1’) dt = Cis

c’est a dire aprés (22.4), (22.5) et (22.6)

|w.,(xu)] = Cio- ijl n(-\'n)'l‘ &‘”jl ﬂ-l(xl‘)] + Ul N(xu)“

¢. q.f. d.

Les parties de la démonstration, o1 nous passons de j; a j., et., enfin
de jy-s a jy-o» (et vice versa) sont presque identiques aux parties ci-dessus.
Ainsi, brievement (nous regardons p.e. le cas particulier 2=r=N—2;
@t < &r; By > By m = n):

Jrim (X0) =‘f } é Jr-1:0(X0) Jr-1;0(2) { Jrim(t) s () dt =

_ k() .
g T )f ~1; m (X0) + jr;m(t)
ASr1: m(£) Jr-1;m-1(X0) — Jr=1;m-1(£)*J -1 m(xt)} %Md(

X

c’est a dire

)| = )] 4 i fur RO/ G

—l

(22.7)
() —p)| dt + i) f i O Jetins O s (60— (1) .

On a maintenant _
Jr1(£)

(1 4 fPr-1Fr
=) : Y o (—1=st=1)
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c’est a dire
1‘ }'r—l(rrj;a-)

() = fra ()| = — TR T (—1st=1),
(1_!)2 r~%r=1 ‘(1 +r)_,' r=1""r
et ainsi (soit @ =0, resp. w=1):
1
JUriw®-crimes ) s — (0]t =
1 : 1 1
= [ i oot mea 1 Vi@ - (=t = (14774 g <
-1

i |
(22.8) = | ij; W (1) o _“’"()‘)“’*' ——

o (l__t)z r~%r=1 ‘(1+t)2 r=1"Fr

[ Ruay i =Co
s (] gl t)?(a,.-a.._l)' (] ik f)_l B,_1-8,)
resp.
1

k"l .f' -

—k:(}:)r :[jr sm(0) Jr-1: m(O) i1 (O dt =
(22.9) : -1

= [Ijr.m(r)['|j -l:m(t)]° 1 i l'f_“j"(f)f"-l(t)  § P dté CZI]
—.l (1'—‘1')2( r—0tp_1) .(1 _l_t).l(ﬁr-l' r

parceque le poids j,.(f) (r=1,2,..., N—2), satisfont aux conditions (21.1),
(21.2) et (21.3) du lemme 21.1. Alors d’aprés (22.7) et (22. 8) resp. (22.9)

C;!l ]

[z

rim(X0)| = Car| Jrorim(x0)| 4+ —= {|Jr-1;m1 (X0) | | Jro1; m (X0) [}

comme nous l'avons dit. Dans la derniére partie de notre démonstration, ot
nous passons de jv-2 a jy-1 (C’est a dire la suite {/yv-o.m(x)} & la suite
{/5-1;m(x)}, nous employons tout simplement I’enchdinement des idées,
présentée sous (22.3)—(22.6); en effet la relation entre jx_. et jy-; est la
méme, qu'entre ji(x) et w(x). A la fin olt nous passons de jx_i(x) & p(x)
(C'est & dire de la suite {/y-;.(x)} & la suite {p.(x)}) nous employons
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simplement le théoréme de KORous, parce que

Jx-1(x)
k(x) = ——
) p(x)
satisfait aux conditions (1.1) et (1. 2).
Nous en déduisons pas a pas

| Jrsm(X0)| = C {|Jr-t;nc1(X0)| + | Jot; m(x0)|} (#=2,3,...,N—l;m=1,2,..))

et enfin
| pm(X0)| = Caa{| Jn-1; m=1(X0)| + | ¥=1; m(X0) | } == 2 .. K

De ces formules on obtient directement (22.1)—(22. 2), c. q. f. d.

§ 3. Généralisation des resultats ci-desus.

3. 1. Passage a la discussion des polynémes orthonormaux sur le cercle
unitaire. 11 est facile de voir, que le théoréme de KoROUS — ainsi que sa
démonstration — se laisse appliquer mot & mot aussi dans le cas des
polynébmes orthonormaux sur le cercle unitaire. Le méme cas se retrouve
naturellement avec la généralisation, discutée dans le § 2. Ce fait rend possible
— en premier lieu — la translation du point singulier du poids de type
discuté ci-dessus du bord de lintervalle d’orthogonalit¢é — en effet une
translation peut se faire sans difficulté sur le cercle unitaire, et — deuxiéme
lieu — de multiplier le nombre de ces points singuliers. Ici nous employons
en premier lieu la corrélation de I'asymptotique de la série de polynémes
gl '”(z)}, orthonormale sur le cercle unitaire, de poids

FO9(9) =2"*. (1—cos $)”(1 + cos )’ (y, d>— %] .
avec celle des polynomes de JacoBi (v. Szego [2], Theorem 11.5. pp.
287—88):

1

) (cos $)+iBsin & PSZ’,"‘ 3i473) (cos 9!

(v+ 5

1 ik l_ +i
(31. 2) QQ,.+[(2)=Z".1lC'P,(¢Y 1 ‘-’)(cos $)+iDsin & P, * " 2)(cos .9).‘,

1 1
«§- 5

\ n |
(‘“6)(2)—----2 tA-P£' i

(31.1) s,

o1 de méme A, B, C et D sont des constantes réelles, indépendantes de
z = e'?-et deuxiémement le fait que la série de polynémes {w,(x)}, orthonormale
sur [—1, 1] de poids

1
(31.3) w(x) = f(arccos x) - i

—X-
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peut s’exprimer aussi sous une forme explicite, si nous connaissons la série
de polynémes {¢.(z)}, orthonormale sur le cercle unitaire, de poids symeétri-
que f(9):

1
S 1

k.ol %(0)
31.4 W (x) = 1
(31.4) == 15 (
o de méme z==¢€“ et x, est le coefficient cardinal de ¢..(2) (v. SZEGO
[2], Theorem 11.5., pp. 287—88). On peut ici remarquer, que nous avons
des estimations convenables sur ¢s,(0) et x5, notamment (v. SzeGo [2], Form.
12. 3. 15. p. 295, resp. Form. 12.5.11. p. 297):

2" g2, (2)+ 2" o (%) ‘ :

¢2.(0)=o0,(1) respectivement s, = O,(1)

si f(#) € L2 et encore log f€ Loy. Les faits, cités plus bas, jouent aussi un
role important:

it 'lp"(Z)Eq*SY;é)(Z_Zu)
est la série des polynomes, orthonormale sur le cercle unitaire de poids

[z —20) =27 [1—cos($ — H)]"-[1 + cos ($ — $)]',

ol 2=e"'";2r.=e"“‘°;y>——1—; d>——12-.
I1°. L’estimation
(31.5) Oo(nv), si 0§|.‘i[g%
0@, si Z=|9=Z
gt 2 (2)| = 3 . ; 2=e®; pn=1,2
0{(.1—9)41, si :2’5;—-|-9|g¢_%
o(n%), si :-T—- =|%|=n

se laisse facilement déduire des relations (31.1) et (31.2) resp. (21.9). Une
conséquence presque triviale de 'estimation (31.5) est que

by 4

(31.6) ]

-

(‘.r'rd) 19
Gl %y‘”“cl (1=1,2,..)

: 4 l-., 1 1
si 0<J<—2~,,—-s>——2— et d—£>—-2~.
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En effet
- b1 3
J K@) 199 (9)-(1—cos’ ) d 9 = O(n*) J( 1— 9 d9 =o.(1),
.”1‘—1 '.'I:-;T-

J w Y€) £V 0(9)- (1—cos’9) a9 =

=0U( — 9. E"’ ';;_; i

kil
J|cp." ) 2(9)- (1—cos’ 9 d 9 =

5]y

(%) =ou(1),

_"O;J‘l‘}_,? 31?

T
L0

J 19262 £79(9)- (1—cos' 9y a9 =

LU
14

P 3 }3—(»-4);19{ "l o]ﬁ__ﬁ ! e

1

Le lemme 21.1. est alors valable aussi dans le cas des poids JACOBIENS sur
le cercle unitaire (mais avec la généralisation, que le poids original ne peut
que multiplié par une fonction de type de puissance d’intégrabilité quadrati-
que, mais aussi par une fonction de puissance intégrable.”)

) Parceque

(1—cos?8)™¢ — O(97%)-O[(n—8) %), si 0< I <.
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32. Généralisations du lemme 21.1. Pour vérifier en premier lieu que
le lemme 21.1. est aussi valable quand le poids posséde plusieurs singularités
de type JACOBIEN (c’est a dire de type |x—x;|%), et en deuxiéme lieu, que
nous pouvons passer des poids du cercle unitaire aux poids de l'intervalle
[—1,1]-c’est & dire, rendre symétrique la fonction de poids primitive du cercle
unitaire sans modifier les propriétés structurelles substantielles, nous devons
démontrer les lemmes suivants:

Lemme 32. 1. Soit

(31.1) —a=h<h<-<h<a
et
. 1 :
(32. 2) Y (/=12,...,k

en outre soit la série de polynomes, orthonormale sur le cercle unitaire de poids
f(?_,)(g.; 9)= 25 [1—cos($— ‘9}')]}}
resp. de poids
"
feN = 1T 195 %)
J=
désignée par
(@) resp. par g (z; 1)}

L’estimation
(32.3) Ca|992(€”; 2))| = |ga (€5 K)| = Cs|9™('%; 2))]
g TtS o g S OO G, 5 1B )

est alors valable.

DEMONSTRATION. Ici il ne faut que répéter la suite des idées du théoréme
22. 1. — s’obtient par récurrence; I’assertion de notre lemme est en effet valable
pour k=0 et k= 1. Supposons qu'il est valable aussi pour k= Ky;—1(=1),
c’est a dire pour chaque choix des points %" (ou j=1,2, ..., Ko—1).
L’asymptotique de la série de polynomes {¢,(¢'*; K.—1)}, orthonormale de
poids fx-1($) est caractérisée dans chaque voisinage des points 94" par
celle de la série {¢$7 (™)} pour j=1,2, ..., Ki—1.

Démontrons, que dans ce cas la thése est valable aussi pour k= K.
Soit alors {#"”} resp. {y;} un ensemble de points resp. d’exposants de
nombre Kj, correspondant aux prémisses (32.1)—(32. 2) et considérons une
région des points 9"’ Prenons le poids (1 =r<s = K):

8-1

frcsnse® =V IT- IT - 11 | 1999 95

_; Jerdl j= J~‘«s—l
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et la série de polyndomes {¢.(e'*; K,—2; r;s)}, orthonormale sur le cercle
unitaire de poids fx-2;r;s(%), pour laquelle les théses de notre lemme sont
4 2 de-
monstration se fera en plusieurs parties (voir aussi la démonstration du
théoréme 22. 1.!): nous interposons entre fg, o.,.,(%) et fx () quelques poids
auxiliaires, si bien, qu’a chaque passage d’un poids & un autre, I'exposant
appartenant au point 9 resp. 9"* ne varie que d’une valeur inférieure

valables d’aprés les hypothéses. Pour le cas max {|y.|; |7} =

a —l— Soit alors {r,} resp. {s.} une série monotone, pour laquelle

1 1
ro=30=0; 7y, =7Yv; Suy="7s; |fos1— 1| < 3 | Sus1 — Su| < T

sont valables, et supposons que la validité de notre lemme est déja prouvée
pour le cas des systemes {¢,(e’*; Ko; r.; 5.)}, appartenants aux poids

i ryinu () = firy-2:r;5(9)-277 - [1—co0s ($ — F)] 7 [1—cos ( — 9]

pour 0 =7 = et 0 =pu = u,. Nous démonstrerons p.e., qu’elle est alors
valable aussi dans le cas des systémes

{pn(€?; Ko; 115 80)}  (0=0,1,2,..., ).

Considérons en premier lieu le point
2= ee.*}‘.; Jo E I:—é— (35!::1) + |9‘£-E‘I)); '-;" (19"9‘!)) "f- 8,(,:']0)] .

Dans ce cas nous pouvons immédiatement employer les idées de la démons-
tration de théoréme 22. 1., car les estimations ci-dessous sont — d’aprés nos
hypothéses — valables pour chaque choix de « et de j3:

( Col®)-Frgirysin(®)
(32' 4) |(¢fn},; i o (‘9) i ﬁfa’.,; ry it (.9)[ = ; C: (w) -fh'u; Fat 1t S (19‘)
IC.[ Cﬁfj{u; i, ;sp(l'})fh'..: Py 15 s,l(l9')'

si $¢[9—w; I+ o), resp. (v >0)

Ce If K, Pl S ('9) f Ko vy i Su (3)

[Py 4177y, |

(32.5) |efkyir, 58, (F) —Bfkpin, 0, (P = i
[l —cos(3—37 )] *

et enfin — en vertu de la définition du poids fx,;», ;s (#) resp. fu—2;;:s(F) —
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et pour chaque choix d’'un @ >0, assez petit:

. f"‘u: LTS M (&) A
{2[1""COS(|9'|| . \9.;"'1\))] }(rvr&-l'r‘!‘l) e
= CT(UJ) | 19"'— 1911; . l':f;l:r,,l; n“(‘(}) 'f.h],: Yp i .-:_u(lgj,

si & € [#o—w; F0+ o], parceque
fhrﬂ; Tyt S (‘9) =

f Ko vy, s %u (‘9)

fx" PSR (3) < et
{2[1— cos(Fo— FT)rr1—rv)
). [ 1—cos($— 9F) (e |
=fr.s :e .9.}]_1 r*) |
me L p( ) . : 1__008(.9“_‘9{-&,})). \

et ici pour le premier facteur nous avons (32.4), tandis que le deuxiéme
a une dérivée bornée a lintervalle [$v—w; $o+w], si w >0 est assez
petit. Ainsi la représentation ci-dessous est alors valable:

(fn (Zn; J‘({I; rgr1+] ; Sﬂ) =, ¢n (Z'u; K!; r,,l; S_“) +

n=1

by 4
Y 2_' J Pu(2; Ko Fove; $2)-. S 9olZ: Kos Toi 52)-
T =" :
—t

(32.7) ;5 (205 Ko 1,3 $u) iy 10, (F) 4 = ctnqpu(20; Ko 1,5 8,) +

14

1 J.‘pn(z; I{n; Tyi+13 sﬁ-l) ; gq::(z; Ky; T S!J.q,;(z”; !(l';rr. - slu)_qn"(z; Ko; r,,l;sn).

Ton —22,
fxn: LETRS LT (8) . (

=
i, b e
P K7 ) { - () — (2[1— cos (F,— 9 Orarrmd (%

out d’aprés (31.6)

g xu(?n; k’ll; rr|+1; Sj.i_) =
™Y ("7 TN Catl)

et

z=e* gu(2)= 2" "P[;] c.a.d. [gi(e?)=g.(e?)].
D’aprés (32.7) on en déduit
(32- 8) !QO..(ZH; k.ll; r’;1+1; S’_g)| 'é |(‘u| ¥ I‘Pu(zll; JI{H; r"l ; Sp.)| +

0,-w Porw

+~z% |@u(20; Koj 7,5 Sul- : [ J"‘j ] +_I‘

- e S-ay

P25 Koj Pt $0)| 925 Ko 103 80) | 4 g
i 1— EZ(:| :

lfh'..: Va3 Sy ('9) _fa‘-'u: Tyl {,,('9) | g

5 { 2 [ 1—cos (3‘1] b 19‘5."-' '))]}_ ("3 177 i P |
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Il ne reste plus qu’a vérifier que les intégrales ci-dessus sont bornées.
A cette fin, nous tenons compte dans la premiére paire d’intégrales des
inégalités (32. 4) et (32.5), en plus

(32.9) |1_‘z§"!: ;_9 =Cs(w), si |[9—%|zo
o 2|sin—ps—

2

puisque d’aprés nos hypothéses les assertions de notre lemme sur I'asymptoti-
que de la série {¢,(z; Ku;7.,;s.)} c’est & dire, les estimations sous (32.3)
sont valables, et enfin de l'inégalit¢é de ScCHwARz—BUNJAKOWSKI et de
I'inégalité (31. 6), on obtient

- T
b [ 1]l‘f-u(Z;Ku;fr.ﬂ;Su)]'[‘f’n(z;mi;f:u;Sn)' il 9) —
2::[ ] T—zz| i)
- e
- - ‘

— {2[] — CO0S (l(}ﬂ— ‘9E-K‘I))l}(r"l+l_r1'],
(32.10)

i 4
W
— C'J(&) ; '2}; l |¢N(Z; A‘(II; My S| 'f""’";"r,?];s_n(&) ads-
e

o
.

I
” ‘EJ |¢Jl (z; K!; !'.-I; SV)|-' 'f.ﬁ:_, s rr‘,‘slu(&)

: d9
[l -G0S (19‘ —_ SE.KU))](r'I'I'Fl r’,]

j1/2
) ‘ = Cm(rr)).

Dans la seconde intégrale nous considérons (32.6) et (32.9), d’aprés
lesquelles

i@
T = o — cos (Fo— FFN 1)
(32.11) [T— 22| Nk
} Cu(f!)) fa‘.,: Py i B (‘9)
=« Cu(o) fx,; (%)

03 T 415 B

VCu-Coafriny, i, (P) - Froiry,i.(P

sont valables sur [$—w; $y+ @] — puisque sur le cercle unitaire (voir

aussi (32.9)) [1—2z2 ;%’9—-3..| — et encore nous remarquons que les

asssertions de notre lemme; c’est a dire les estimations sous (32.3) sont
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valables, enfin nous employons I'inégalité de SCHWARZ—BUNJAKOWSKI:

3,,{-10

1 ‘ fh".:r,.-|:81(‘9) : ‘
Vg f"‘.i'i Yoy fu ("}) : -
2'1.'},,‘-]‘!.

T (2[1—cos($u— SR |

(25 Ko 15 Su) | (25 KOs Toia 5 S
[1—2z2|

) d¥ =

14

b .
T ‘l |(f"u (Z; ](II; 'r)',-l ; S.u)l- 'fh].; Pyl 350 (“)) d'(} £
-7F

= : C.g((r)) 2.

by 2

~ 12
9025 Ko 11 I Fiiny 0, (9) 49 | = Cuo).

1
. CN(")) m

-7

Il faut encore prouver, que les assertions de notre lemme & la série
lg.(e"; Ki; 1,5 8.)) sont aussi valables sur l'intervalle

| 3 (950 +9%); 5 (9494,

La démonstration s’échelonne en plusieurs parties. Pour {¢.(e"; Ki; rv1; 80))
I'estimation est naturellement valable d’aprés les hypothéses du raisonnement
par récurrence. Soit alors supposé que I'estimation pour (7.(e”; Ki; 7,415 S0,
est déja démontré (0 = wo; us < 1y). Du fait, que I'assertion est aussi valable

pour la série
{flu(e"'; .K'H, !';-,+1; S_u,‘.- 1)}

sur I% (9 + 9); %(.‘i,‘.""" + 9%, la démonstration est naturallement
équivalente a celle donné auparavant pour la série

{@.(€?; Ko; Iv41; Su))

l . . I ) - 3
sur 3¢ |5 (H9+ H); 5 (904 9|9
Ainsi les assertions de notre lemme se laissent graduellement démontrer
pour k=K, ce qui donne une démonstration compléte.

En faisant usage de ce lemme et du théoréeme de Korous (lequel est
valable — comme on peut le voir immédiatement en jetant un coup d’oeil

*) Ici nous manipulons avec I'index #, qui appartient au point &= 9{"" et &, se
trouve dans un voisinage du point & — &%), c'est a dire, inversement, comme auparavant
(r # 5).
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sur la démonstration précédente — aussi dans le cas des séries orthonormales
sur le cercle unitaire) on obtient immédiatement une généralisation du
lemme 21.1.:

Lemme 32.2. Soit =% <P < v < I <met

f(9)=k(9)- ,I:I | & — 9|9 (—a =9 =)

oit de méme
O<k=k(PH=K (—r=9=n)

k(9)€Lip.1, si €[ —4i; F+4) ;>0;/=12,...,8)

et enfin
—1 < @; =108
sont valables. Désignons la série de polynémes, orthonormale sur le cercle
unitaire de poids f(%) par {¢.(2)}.
L’estimation

B

[ PuE@P-f(9) —— 49 =Ca  (1=1,2,..)

% 1/ |9 — 9, %
=1

est valable, si —1 <e;—p3; et 8;<1, (j=1,2,...,59).

Le énoncés ci-dessus se laissent facilement transposer au cas des séries
orthonormales sur 'intervalle [—1, 1] avec I'aide des transformations (31. 3—4).
Pour cela il suffit de rendre symétrique la fonction de poids, ayant des
singularités sur [0, :r); d’aprés le lemme 32.1. il est permis de poser des
singularités symétriques sur (—:¢;0] sans changer l'asymptotique essentiel-
lement sur [0, :7):

Lemme 32.3. Soit —]1 =X1<X1<Xa< +++ < Xg-1 < Xu=1 et

w(@) = k() ] |x—x"

Jll

une fonction de poids sur [—1, 1], oit

O<k=kix)=K (—l=x=1)
et
k(x)€Lip.1l, si —l=x=—144i<x

resp. X1 <X;—AL=X=Xj+A<Xa resp. 1—i=x=1,

enfin —1 < «; (j==0, 1,2, ..., s) sont valables. Désignons la série de polynémes,
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orthonormale de poids w(x) par |w,(x)}. L'estimation

wf(x)-w(x)—_q;dngn in=1,2,...)

l II X—Xj i
J=n

est alors valable, si

N I LR SRR TR O 1 R0 SR, 1 %>pf,-(j-——0,s).

3. 3. Quelques généralisations nouvelles du théoréme de Korous. En pos-
session du lemme 32.3. le théoréme 22.1. se laisse généraliser, notamment
en employant la suite des idées précédente.

Théoréme 33. 1. Soit w(x) € L[—1,1]; p(x) € L(—1,1],
(Li=)l=RsH <o TR T i =] (=%ni)
enfin
—1<a,=A,<a,+1; —1<b,=B,<b,+1 (r=12,...,5—1)
resp.
1<, =A, <0ty —1<b=B<btmy (r=0,59)

et
O<p=PFP;, O<w=W

un group de constantes, avec lesquelles les estimations

| 11 as
x—X,|""=p(x)=Plx—x,|"
plx—x,|'"=p(x) = P! R e T

2 T = =
w -'t_x"iBl" -:_- “"(x) _:_: W- x_Xr |h" ‘ (" = 0; ]1 2| IR E] S)
sont valables. Soit enfin
w(x) i o B o B NG
(33.1) ) k(x)€Lipx 1, si - 5 =X = 9 ;

Dans ce ez (n=1,2;...)

N N
(w.(§)| = Ci 2 1Pn-u®];  |Pe(E)| = Cio 2, W, (§)),

olt de méme N est un nombre entier, qui ne dépend que de s et des puis-
sances a,; A,; b,; B,.
Le théoreme ci-dessus peut €tre plus amplement généralisé, notamment
I'égalité
.E' x,IH
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est aussi admise (dans ce «cas, la condition (33.1) sur [lintervalle
[x!+.E §+xj+z

A et
généraliser en premier lieu le lemme 32. 1.

] doit naturellement @étre valable). Pour cela il nous faut

Lemme 33.2. Soit la fonction f(¥)€ L. de la forme

f(H=o [[19—9
ott on méme &
—A=Hh<h<-<FH<h<Ihu<--<h<m
a; > —1 (=12...9

et
0<ﬂ'1i|9"—|9'n“ = ﬂ(‘}') = ‘)— "‘}

avec —1 < 5y = o< fu-+1, et enfin

o(9) € Lip, 1, si 'r¢(91'+"“. _‘_"_'frz_f(m),

Dans ce cas la série de polynémes, {®,(z)}, orthonormale sur le cercle
umtafre de pmds f(%) dans un voisinage assez petit des points

P (v = .., 8) @ la méme asymptotique, comme la série Jacobienne
(;,1 (z, )}, orrhonorma!e sur le cercle unitaire de poids

i, w,,

f($) =27 [1—cos ($— %)) 3,
c'est a dire l'inégalité
Cuo|pu(e?; v)| = |@n(e®)| = Coo| . (e*; 7)|, (ne=1,2,,..;7==1,2,...,5)
est valable, si

J‘, 144, ‘f.,.+l‘f,.-,,'
PR ' 2
La démonstration de ce fait se laisse conduire au moyen des considéra-

tions analogues a celles du théoréme 22.1., mais en employant les lemmes
32.1. et 32.2.

Nous développons notamment des polynémes, orthonormaux de poids
f(¥) — d’aprés le modeéle sous (32.8)—(32.12) — avec l'aide de la série
de polyndmes, orthonormale de poids

o #) = F(9)-[1— cos ($— 9)]*

1 }ll !‘)’n |‘)‘ 4
, par contre 9 ¢ ) b s ..+_2_9__1_ '

}6 5
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Ainsi, en se basant sur le lemme 33. 2., on obtient directement le

Théoréme 33.3. Les conclusions du théoréeme 33.1. restent aussi
valables, si e
§= Xju
mais ici on suppose naturellement que la prémisse (33. 1) est modifié, comme
il suit:

xj"l_;‘:, ‘.‘E+xj+2.
" e d

k(x;;1) > 0; k(x) € Lip. 1, si x€ 5

§4. Sur la réduction de Pexposant de la condition de Lipschitz.

Dans ce qui suit, nous nous occupons de remplacer la condition (1. 2)-
figurant dans le théoréme de KOrRous par une condition moins rigoureuse.
Nous allons démontrer nos théorémes concernant les fonctions de poids non
négatives, bornées et différentes de zéro, définies sur le cercle unitaire.
Cependant, en vertu des théorémes 22. 1. et 33. 3. nous obtiendrons également
des corollaires se rapportant aux fonctions de poids définies p.e. sur l'inter-
valle [—1, 1] et ici ayant une structure globale essentiellement plus générale.

Désignons par ¢(#) resp. v(¥) les deux fonctions de poids, figurant
dans les théorémes ci-dessous, fonctions non-negatives et définies sur le
cercle unitaire; soit

sl L llb("})
4.1 #(#) = "(P(lt})
leur rapport et ®m(d)-— w(Jd;») le module de continuité de ce rapport.
Supposons de plus que ¢ et v vérifient les conditions suivantes:

(4.2) O0<opi=g(P)=9s; ¢(P) € Lax; Y(F € Lox; 0<ti =2(FH) =2
(—r=9=n)

Au § 4. nous allons démontrer les théorémes suivants:

Théoréme 4. 1. Supposons, en dehors de (4.2), que les prémisses
1

(4.3) L‘;"-’lddrc,qx
et?) 0
(4.4) D, (e?)| = C, (n=0,1,2,...; —a=9=n)

Y) {d,(2)} et {W,(z)} sont les suites orthonormales sur le cercle unitaire corre-
spondant respectivement aux fonctions de poids ¢ (9) et v (#).



342 T. Frey

soient valables. Alors la série { |, ()|} est aussi bornée sur le cercle unitaire:

(4.5) |B.(e?)| = C; (n=0,1,2,...; —=9=n).
Théoréme 4. 2. Supposons toujours en dehors de (4.2), que

(4.6) 2($—#($) | =CV[F—%[-g(9—9]) (—a=%==)

et que

(4.7) |D.(e?)|=C;, si $—e=93=%+e (¢>0)

est valable, oit g est une fonction monotone, qui satisfait a la condition sui-
vante:

(4.8) g ,-('—) dt wa Cy < 00,

Dans ce cas
4.9 B =C  (1=1,2,..)
Théoréme 4. 3. Supposons, en dehors de (4. 2), que la condition
4.10) |¢(PD—¢(3)|=C)TF—3|-8(|9—2|), si F—e=9=9,+¢
(¢>0)

soit valable, ot g satisfait a la condition (4.8)
Dans ce cas, la série || D,(e'?)|} est bornée au point %= 9, c. d.d.

(4.11) | D, (e*)| =C, (n=1,2,..)

DEMONSTRATION DE CES THEOREMES. Nous allons donner une démon-
stration simultanée des théorémes 4. 1. et 4. 2. (Remarquons, que le théoréme
4. 3. est un cas spécial du théoréme 4.2.) Dans ce but, nous employons les
formules suivantes trouvées par BERNSTEIN (voir p.e. 32.7)) concernant la
série (¥, (2)}:

(4.12) P,(2)- % ] W ( _), % D, D) g (1) dt —
. zi I P ( .,)(I)“(._)(!) (z)q(t)df-i— ‘ &, (C)- J ([) (o) D, (z) g (t)dt =
= @, D,(2) +—],-T «p () & \“ m (LD, (z),. [¢(t)—cw(t)]dt — e, D,(2)+

_(

'—f ] D50 D5 (2) — B, () D)}l () ()] dt,
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ol 2—=¢%; {=2¢"; DO)(2)=2" .(D.,(
fin, d’aprés (4. 2) '

l; ¢ est une constante convenable. En-

INli ok

b1 4 55

' (woyde POTERE: Lk T

(4.13) a.= it L,()D,(Hgt)dt; e, = g W (2) g (t)dt-

g -ir
w _l_ - 1

2) |2 I 1 Y {1 e g - i

q),:(r)l 9 (f)d?{ = ol | ;d’--(.-)u '-'h(f)dt'l'\ - : O,,(]).
Lo 2a-)u b 2:7) 7

Tout a fin, d’aprés (4.2) — quels que soient y et 5 — nous avons

\ Cuy(t)
S Cutt)

si —a =t = . Désignons par M, le maximum du module |&,(e?) et par
Zo.. =€ 'un des points o1 |#,(e®)| prend ce maximum:

(4. 15) M, = |, (20:,)| = | B0 (e?)].

(4.14) Sp(t)—yuw() =

Nous pouvons alors estimer l'intégraie figurant sous (4.12), comme il suit:
d’aprés (4.4), (4.14) et (4.15)

7 4
:..(z..):!%_ .0 > ‘ B, () 0, (2 ;-(r)—-f;z.,t;«;-u)|dr =
o0n Otu g ()

B 2 " oA i ' Lo : et . “;(t) Uf(!f“) !(r) -

=1 | +0‘] +a_] {1£.0H 2.0 1)) —E TR ——Ldt=
don
4.16) = 2]—C|C?| | + | l‘f‘»v(;’); D, () Vg () | vit)dt +
p ;:l 9.:“ E

ol

ﬂu

I '.'(

=cifem, | 2x) gy S | morvo [1e.0re@al,
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parce que (v. aussi (32.9))

1=Tz|=|%—t; [1—Ta|= = |h—1.
On a d’aprés (4.13) et (4.12)
(4.17) |.y;"(z")-g C. +C Q",M 'm(t /)

D’aprés (4. 3) on peut choisir # >0 assez petit de la facon que
I m(f %) A 7

(4.18) , —

soit valable; par exemple (4. 18) est valable si u = u,(¢,; #,; C.). 1l en résulte
— d’aprés (4.18), en vertu de (4. 17) et (4. 15) — l'inégalité

M=0.()+5 M  (a=12..)

¢. a. d. il faut que (4.5) soit valable selon le théoréme 4.1. C. q.f. d.
Nous pouvons déduire la démonstration du théoréme 4. 2. de la rela-
tion (4.12)—(4.16); il en résulte

4.19)  [#u(e)| = | Pule®)| + 5~ ,l ] e j] + ] B,(8) -

- & e

| BQ))- | D)1=z \m_ "”("*” w(r)]dr.

(
L’inégalité s
| @ () l
1—Ce| =le®Vv® V2 (t) /(fh»)|

= (7 +L ]lqs(r)w(t)
est valable dans les intervalles [—:r; &, —¢] resp. |, #; «t], par conséquent
d’aprés (4. 7)

a_f \ .‘(‘ 1 ‘
o(t)— w(t)
| l i H|‘”~(e') @) Dy mn.)

|1—Ce
- .‘},,+5 ’

_%

- dt =
27

1 4 ;'[

= Lco o)) | 1@ rear

D, (e")* (;(t)dl‘ = %C,.

—;(



Sur un théoréme de Korous. 345

en se basant sur le fait, que @,.(z)| et |@}(z) sont égaux sur le cercle
unitaire.

La troisitme intégrale de (4.19) peut s’estimer d’aprés les prémisses
(4. 6) et (4.8) du théoréme 4. 1. de la faqon suivante:

7 ()

e ( )___ ’(f)
@21) | ) D) ‘ = ‘f’(':';}, Lat =
30{ e
= (? i | € it f(f) 'b(&") 7“) 7(‘910 -
' ‘&h_[ Bu(e") V() @ o0 =3 dt =
&, e 1
= Gt 3||‘f‘ O R A P
-‘!.,-.F

1
S0 | £ dr{":;c,.j.

L’estimation «, = O(1) est valable en vertu de la prémisse 4. 2. (cf.
p.e. SzeGo [2]; Form. 12. 3. 15. p. 295 resp. Form. 12. 5. 1. p. 297, ou
bien (4. 13)). Ainsi, en vertu de (4. 20) et (4. 21) nous obtenons (4.9), C.q.f. d.

Nous pouvons donc exposer les corollaire suivants en se basant sur
les résultats des §§. 2. et 3.:

Soit
(4. 22) (x.1=)1 =< X1 <+ < Xs-1 <X = 1 (= Xo11)
resp.
(4. 23) X (/=012,:.:,8)
et
(4.24) O<w=W; O<p=PF;
—l<a,=4A,<a,+1; —1<b,=B,<a,+1; =12 ..:,8=1)
_IR:HQEA!,{G{,-i_%, _1‘-:-_{){;:!58:_)<bg+% ({’ = O,S)
un ensemble de constantes, avec lesquelles les estimations
Wx—X, |t =w(x)= W|x—x,|"¢ e
T A Mg Gk Wi U - S PR
plx—x,|"e=px)=Plx—x,|"¢) 2
(=0, 1,.::,8)

sont valables.
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Désignons par {w,(x)} resp. {p.(x)} la série de polyndomes, orthonor-
male sur lintervalle [—1, 1] de poids w(x) € L[—1, 1] resp. p(x) € L[—1, 1],
et supposons enfin, que I'estimation:

(4. 26) Iwa(x)|=C; E—e=x=E+e 6>0; n=1,2,..)
est valable.

Corollaire 4.1. Supposons que les poids w(x) et p(x) satisfont aux

conditions (4. 22)—(4. 26) et de plus, que leur rapport vérifie au point x =&
les conditions: :

(4.27) k(Z) =0

et

A

aate sy | POY. < 96 |
|k('\) k("‘) w(x) W(E) |

ot g(t) est la fonction monotone, définie sou (4.6)—(4.8), pour laquelle
1

Cullx—E&|-g(|x—E&[), E—e=x=Eite)

lintégrale | g"'f‘-r) dt est bornée.

Alors, lestimation
(4‘ 28) 'pir (:“:)l -::— Ct‘.l (n — ], 2. .. .)
est valable.

Corollaire 4. 2. En tenant compte des notations et des prémisses, don-
nés sous (4.22)—(4. 27), supposons de plus, que le module de continuité du
rapport des poids, consideré sur |E—& E+4¢), c. a. d. w(0)=m(0; k; E—&;E+4¢)

satisfait a la condition
1

| bt (f]') dd = C'.'n T
0

Dans ce cas lestimation (4. 28) est aussi valable.

§ 5. Généralisations complémentaires des prémisses globaux.

31. Un théoréme et ses conséquences. Ici nous donnons une généralisa-
tion directe du théoréme de Korous.

Théoreme 51.1. Soient «¢(t) € Lo, resp. y(t) € Lo, des fonciions de
poids non-négatives sur le cercle unitaire, avec la propriété log ¢ € Loy, resp.
log v € Ly. Supposons, que leur rapport, =(t) — w(t)-¢ '(t) satisfait aux
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conditions:

(51.1) #(t) € Lox; %7 '(t) € Loz; 0<(to) <oc,
et

(51.2) |2(t)—=(t)| = C | t—t,|, si |t—t|=C..

Pour la série de polynémes, | D, (x)}, orthonormale de poids ¢ (t) supposons
valable la relation

(51.3) lg(t)®.(e") = C, (—a=t=x; n=1,2,..).
Alors Uestimation <

V() -#.(e") = C, (n=1,2,...)
est aussi valide.

DEMONSTRATION. Nous donnons de nouveau — d’aprés la méthode de
Korous — &,(e™) a l'aide de la série {®D,(2)}:

b1 4

e =5 | & ()2, d) (") D, (e") g (t)dt -

-7E

,’Ir

b, (e

/.I(e!)
2 (%)

(51.4) : : E:’)) o, (e") +

'_’D‘ (e") D, (e ’)—fl) (e*) D, (e' ')
1—eit.e-it

D€ + 5

',T

0O — 5 v

T— et b

b 4

T 2]7 ] b, (e") (Dl (e") Di(e") — D.(e") D (e")} - dt;
‘ /, 1!)

ety

I(I,.(e )

T

\ 2 (1 i V3 o iy =t [ EB _1/E@ |1 P nis
‘1‘,2‘ ! I,,(ﬁ’) 1 '."('f) ff)"(e )L‘F‘(f) I‘ k(!‘) k(tn) _q drl q)"((' )‘

Ceci dit d’aprés (51.1) resp. (51.2) que I'estimation
(51.5) | Vit k@) | i
V(@) k() |
est valable pour f—¢f, =0 avec un o0<0 assez petit. En séparant donc

I'intégrale dans (51. 4) en trois parties, et en appliquant (51.5) dans la pre-
miére, par contre (32.9) dans la deuxiéme et la troisiéme, puis dans toutes
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les trois l'inégalité de SCHwARZ—BUNJAKOwsSKY, et enfin en complétant les
intégrales a l'intervalle (—:v, -¢r) I'estimation suivante résulte:

By = 28 o, @)+

+ G| D, (e") ] b, (") g (t)dt- | @ (e utydt! +

.I'

{

k(t) |/ k@) |
k()

Ici il ne faut, que remarquer le fait 0 < C'.\-:;-‘;k(t,-;):_EC_-,, d’aprés lequel I'esti-
mation

+ G | Du(e®)]- C; ‘ B, ()P dt

Cow(t) =g (t) = Chu(l)
est aussi valable, de plus I'égalité

[k(t) |/ k(@) | k(t) k(t)
| k| k| ke 2 ke €

triviale avec I'hypothése (51.1—2), pour rendre évidente I'assertion de notre

théoréme, c. q. f. d.

A raide des résultats des §§. 2, 3 et 4 il est naturellement possible de
traduire I'assertion de ce théoréme également au cas de I'orthogonalité sur
I’intervalle [—1, 1].

Théoréeme 51.2. Soient p(x)€ L[—1,1] resp. w(x)€ L[—1,1] des
fonctions de poids non-négatives, avec la propriété log p(x)€ L[—1,1] resp.
log w € L[—1, 1). Supposons que leur rapport k(x)=—w(x)-p'(x) satisfait aux
conditions (—1=x,=1)

k(x)>0; k(x)elL[—1,1); k'(x)elL[—1,1]
|k(x)—k(x))| = Cia|x—x,|, s8I |[x—X| =Cs.

Pour la série de polynémes {p,(x)}, orthonormale de poids p(x) supposons
valable la relation

et

4
Vo)V T—=2pu(x)|=Cuy, (—1=x=1;n=1,2,...).
Alors lestimation
4
IW_(X_“) l 1 —xﬁ W, (xn) = Cl.‘, (ﬂ =1, 2, . )
est également valable.")

10) V. des relations (31.3—4). Le poids p(x). | 1—x? est le pendant du poids
f(arccos x).
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On peut voir en effet que la premisse (51.3) n’était pas complétement
utilisé dans le voisinage du point £,. Ainsi nous démontrons le

Théoréme 51.3. ¢(f) € Loy; w(t) € Loc des fonctions de poids non-
négatives sur le cercle unitaire uvec la propriéré

1

51.6 Lox, resp. Lax.
(51.6) o) € P !(, ) €
Supposons que leur rapport, k(t) —= b((:)) satisfait aux conditions

k(t)>0; k(t)—k(t) = Cy-|t—1,], ([t—t| = Cy).
Supposons encore, qu’il existe un ensemble de constantes
1=C<Cy resp. 1=C5<Cy

de telle sorte, que les estimations

=y Cn
- ci, sk
(BL.7) O<gp,=g(t)=q@, si ’ C
f.|+ Cl == f"+__-_::-
et
Cy

kK2k=>0) 8 I=hiSomyerey

sont valables. Les estimations

|, (e")| = Cyn| D..(e™) (n=1,2,...)
resp.

| D, (e")| = Cy| D, (e™) (B2 0.0
sont alors aussi valides.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que les relations (51.6) en-

trainent aussi
log ¢ € Loz resp. log € Lox.

Considérons maintenant le poids @ (f) € La.:

1 si tL—a=t=f— gi-
(51.8) a(t)=q(t) si L +—“
= i C]n 0 Cg} »
¢ O o
1 si f"+cf;??‘3’--+"‘“

resp. la série de polyn 'mes {£2,(2)}, orthonormale sur le cercle unitaire de
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poids m(t). L’estimation

Ci
Cis
ff,T stst+n

N

{”—-;'r'c::f-ﬁ_-’{"—

Vo) 2. = (n=1,2,..)

est une conséquence directe du théoreme 51.1. (voir le poids ¢ — 1), mais

ﬂ)(f“) | @ (t) ('}(fu) | . Cr.' - e Cﬂ
=Cult—Hh|, si th——-—sSt=st+7

PO R T () Nt | Ca C

est une conséquence directe des prémisses (51.7) et (51. 8). Ainsi la struc-
ture de cette démonstration est mot a mot analogue a celle du théoréme 51.1.

Nous avons remarqué, que la premlsse (51.3) ne doit &tre utilisé qu’en

dehors de I'intervalle lt‘u C,. C,, ))

Ainsi s’imposent les inégalités
|2.(e%) | = Cus:| Du(e™)|; | Du(e™) = Cyq|2.(e™)|; (et sy
tandis que pour les poids @(f) et «(¢) nous avons les inégalités
|L2.(e")| = Cu| Wu(e™); [ #i(e) = Cua| 20 ()5 (n=1,2,...)
et enfin d’aprés ces derniéres celles, que I'on doit démontrer.

3. 2. Quelques corollaires. Les resultats des §§. 2—4. combinés avec
ceux du §. 5 donnent quelques corollaires nouveaux et intéressants p. e. le

Corollaire 52. 1. Soient p(x)€ L[—1,1] et w(x) € L[—1, 1] des fonc-
tions de poids non-négatives sur lintervalle [—1, 1] avec les propriétés

(52. 1) logp€L[—1,1]; logweL[—1,1]
et
(52.2) k(x)=w(x)-p'(x)eL[—1,1); kK'(x)el[—1,1])

Le prémisses (—1=x,=1)
(52.3) k(x)>0; |k(x)—k(x%)|=CulIx—x|-2(|x—%|), si |x—xu|=Chs
et

e 4 P
e Vp()-V1—x|p.(x)| = C (—l=x=1; n=1,2,..)
sont également supposés valables, oit |{p,(x)} — resp. |(w,(x)} — désignent

les séries de polinomes orthonormaux de poids p(x) — resp. w(x) — et g(t)
hi fonction monotone, définie sous (4.6)—(4.8), avec Ulintégrale bornée

[t"-gwat.
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Alors lestimation c
(52. 5) Fw(x) V1—x2|w.(x,)| = Cys (o=l 2 .0)
est valable.

Corollaire 52. 2. Soient supposés valables les prémisses (52. 1), (52. 2)
et (52.4) du corollaire 52. 1., et de plus au lieu de (52. 3) biensur la relation

1
.!U_(f_j; k, xn__(;:'._a; xﬂ_+ Ci«l)

P do = C_--“-, < 00,

(52. 6) k(x,)>0;

avec des constantes convenables C,, >0 et C.,>0. L'estimation sous (52.5) est
alors aussi vérifiée.

Les démonstrations sont presque triviales. Il suffit d’interposer une nou-
velle fonction de poids entre p(x) et w(x) notamment p. e.

\ p(x), si |x—x/|> % Cu
q(x) = 1
(w@, si [x—x|= 5 C

ot Cy;>0 est une constante choisie de telle sorte, que I’estimation

K(x);-qﬁlr—-—' K(x)>0, 8§ |x—x|=Cs

p(x) — 2
soit valable. Ensuite — comme nous P'avons déja fait pour démontrer le
théoréme 51.3. — nous passons a la discussion de la série {w,(x,)}.

Corollaire 52.3. Les fonctions de poids non-négatives sur [—1,1]:
:p(x) € L[—1,1] et w(x)€ L[—1,1] se laissent écrire sous la forme

(652.7)  p(x)=p (%) I;IX—xf"’ S wx)= w'(x)-_[}ix_x_f") Pj
avec - o

(52. 8) —l=x{(P<xV <. <xiP=1; —l=x{<x{I<---<x{) =1
(52.9) min {@z; @; ... €pa; B3 35 .. 05 B >—1
(52 ]0) min {l’fl; p, ,ij; ,\)’u'} > — ;
1
b2 11 " (x) € L[—1,1]; 5 €L|—1,1)];
(52.11) PEELI-LIL oy €L1=1,1]

W €L 1L ey €L 1)
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et enfin

xn_ C-_:u : X :: xu_ an
(52.12) 0<Co=p*(X)=Csx Si |

ixn_}_ Co=x=x,4C,,
(0=Cu<Ci; 0=Cy<Cy; x,Fx1; j=1,2,...,P; x,5=x; j=1,2,...,W).

Supposons les inégalités
4
62.13)  Vp)V1—x:|p.(x)) =Cs (|x—xo| =max {Cu; Ca}; n=1,2,...)

(52. 14) k(x) = %k(x,,) ~0, si |X—X|=max {Cu; Cu)
et
(52.15) |k(x)—k(x)| = CuV x—x0-g(|x—2%|); (|x—X| =max {Ca; Cp})
aussi verifices.
Alors lestimation 3
(52. 16) Vw(xo) V 1— 23 |wa ()| = Cix (n=12,...)
est valable.

Corollaire 52.4. Supposons valables les prémisses (52. T)—(52. 14) et
de plus remplacons (52.15) par

1
l‘" o (0; k; X,—max{Cy; Cp}; Xo-+ max {Cuw; Cu})

p df) == Cmi‘*:'-"""-

Alors Uestimation (52.16) est valide.

Comme nous l'avons fait précédemment, nous interposons quelques
fonctions de poids nouvelles entre p(x) et w(x) pour terminer notre démon-
stration.

On remarquera ici que 'on peut aussi obtenir des corollaires de méme
forme dans le cas des fonctions de poids interprétées sur le cercle unitaire.

Nous signalons encore, que nous présenterons par la suite quelques
généralisations nouvelles du théoréme de Korous dans un travail sur 'asymp-
totique des polynomes orthonormaux, concernant des prémisses structurales
globales de la fonction de poids.
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