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Uber Invarianten, die aus gewissen Tensoren gebildet sind.

Herrn Piofessor O. Vorga zum 50. Geburistcg gewidmet.
Von 1. MAKAI (Szeged).

" Im folgenden wollen wir in einigen Spezialfdllen das folgende Problem
untersuchen: 2, (¢=1,...,r; Au=1,...,5.) sollen die Komponenten von

ey

r verschiedenen Objekten bedeuten; es sollen die aus £2,, bestimmbaren In-

()

varianten angegeben werden. Ahnliche Probleme wurden fiir Vektoren und
rein kovariante Tensoren zweiter Stufe von M. IKEDA und S. ABE [2] sowie
von A. MOOR [3] behandelt. In diesen Untersuchungen wurden aber aus den
Vektoren bzw. Tensoren wieder Vektoren bzw. gleichartige Tensoren gebildet.

Unser erster Satz verallgemeinert unter Beniitzung der Forderung
der Stetigkeit einen Satz von ]. AczéL und S. GoLas der in [1] verdffentlicht
wird. Dieser Satz behauptet, daB von einem Vektor & keine Invariante ge-
bildet werden kann.

Im weiteren werden wir die allgemeinste Form der aus den Vektoren
Z; und u,, bzw. aus dem rein kontravarianten Tensor {* und aus dem ko-
varianten Vektor & bestimmbaren Invarianten angeben. Unser Hauptergebnis
ist, dass diese Invarianten Funktionen von A'w, bzw. von t"&3&. sind.

Wir beweisen erstens den folgenden

Satz 1. Aus dem Tensor TJ" v kann dann und nur dann ein von

¢ A ",' stetig abhdngender Tensor Q;,,' + == konst. gebildet werden, wenn r—s
erfiillt ist.

BEWEIS. Zum Beweis der Notvendigkeit der Bedingung r—s sei Q"

allein aus dem Tensor T,,‘ ;- gebildet:
o= S (Ti3).
Nach einer Koordinatentransformation
iy 2 — def 0X' i det 00X
1 ¥=F0, ..., ‘ ) =, A =
(1) ( ) ;r“ 4:0 Yaxt ' ¥
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ist dann nach der Transformationsformel der Tensoren

@ Sy (Ao Aty Aftee Al Tyet) = Koo Al Ao A3 - S (T,

Nehmen wir A, = 00, (o
aus der Relation (2)
S::"';';' ] ’l ’x)'—_' S“"II ;::(Tfl f-t)

df}, dann folgt

Wir wollen jetzt bedingen, daB r=£s ist, so wird nach dem Grenz-
iibergang o —0 wegen der vorausgesetzten Stetigkeit und nach der Ver-
tauschung der Seiten von (2)

etk (Tirir) = Spe (0, ... ., 0) = konst.

Folglich ist Si'"3* im Widerspruch zur Forderung unabhingig von 7;'";
die Bedingung r—s isSi. i (7557) == Stk (0, . ..., 0) = konst.
Sie ist aber auch hinreichend, weil in dlesem Falle z. B. der Tensor

Svenk = Qb+ -+ Qbr, pdef et offenbar einen Tensor von der gewiinschten
Form darstellt.

Aus dem Satz 1 folgt unmittelbar fiir k=0 das

Korollar 1. Es kann aus dem Tensor T, " (r=s) keine stetige In-
variante gebildet werden.

Fiir r =1, s =0 bekommt man aus dem Korollar 1:

Korollar 2. Es kann aus einem Vektor T' keine stetige Invariante ge-
bildet werden.

Unser Korollar 2 befindet sich ohne Stetigkeitsvoraussetzung als Satz
in [1].

Wir wollen jetzt das folgende Problem untersuchen: Z° und w; seien ein
kontra-, bzw. ein kovarianter Vektor. Es soll die allgemeinste Form der aus
4 und p; bestimmbaren Invarianten angegeben werden. Wir beweisen den

Satz 2. Jede aus den Vektoren i',u, gebildete stetige Invariante | hat
die Form:

IRy ooy A 81y oo ey ) =F (A 13),
wo f(x) eine stetige Funktion bedeutet, I also nur von Z'-u; abhdingt.
BewEis. Aus der Transformationsformel der Invarianten folgt
(3) I@ . 201, )= I@ oo, 2 B,y 0 ey )=
= J(Ar, A", .. AL A" A gty oy AV ).
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Nach der Substitution A= 4'-0; (A'40,i=1,2,...,n)(wegen A;A; =
— o) ist A;'_.Z%d};, n.s. auf i) folgt aus der Gleichung (3)

(4) TR v ok i g svasbhay o PCR W s Bk
wo
I i e YR st Rt i)
ist. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit ist (4) auch im Falle '~ 0 giiltig.
Nach der Substitution

=58, wi=0d
bekommt man aus der Relation (4) im Hinblick auf (3)
(5) I'(s,0,...,0) =1I"(s- A1Ai, s-A{Ai, ..., s-AlA).
Wir fiihren die Bezeichnung
P — A Al (n.s. auf 7)

ein. (Eine Losung des Gleichungssystems &’ — AjA! (n.s. auf i) beziiglich
der A} ist z. B. durch

Al=E9 Ai=1 (1), A=0d (i1,j£1)
angegeben.) Wegen A/A; — d; wird

SEOR T

'n—li - J ’
d.h. das System & besteht aus n—1 unabhéngigen Verdnderlichen. Folglich
sind 5" ==s&" (s 0) n unabhingige Verdnderlichen, da das Gleichungs-
system 1" == s&" (s=0) eindeutig losbar ist, wenn wir die Werte 7 an-

geben:

,(l_’l "
EC - | N pld)
< = y 3 2 f hadkd®
_\.‘ "( i J=1
F= 1

Wir bekommen dann aus der Gleichung (3)

(6) J" ::'1{“;0,---,0 = !t (’l.h, e l‘(")).

=l

Da I und /* stetige Funktionen sind, ist (6) auch im Falle s— \‘:,“’ =0

F=1
giiltig.

Es sei jetzt 1) —/Z'w, (n.s. auf i), so folgt aus (6)

(7 i ¢y TR )= F(A"w)
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mit
f)Er(,o,....,0).
Die Formeln (4) und (7) beweisen aber eben den Satz 2.
Jetzt nehmen wir an, dass die Invariante / aus einem rein kontra-
varianten Tensor zweiter Stufe #* und aus einem Vektor & gebildet werden
soll. In diesem Fall besteht der folgende

Satz 3. Die allgemeinste Form der aus dem Tensor t* und aus dem
Vektor & gebildeten stetigen Invarianten ist

"({d‘ ' I:":'.f' g(t”‘ EJ:::I&)!

wo g(x) ebenfalls eine stetige Funktion bedeutet; I ist also nur von t"&& ab-
hingig.

BEwEIls. Die der Formel (3) entsprechende Transformationsformel wird
in diesem Falle:

(8) I(t", &)= I(A. Ait™, ASE)

sein. Wenden wir wieder die Substitution Aj - _lr): (Eis£0,i=12,...,n)
an, so folgt aus der Gleichung (8): '

I({t*, E)=I({t"E&, 1) (n.s. auf i, k).
Nach der Bezeichung /*(xi, ..., x. )" I(x1,..., X5, 1,..., 1) wird
9) I(t*, &) =I"(t*E:%) (n.s. auf i, k).
Wegen der Stetigkeit der Funktion / ist aber (9) auch im Falle & — 0 giiltig.
Wenn & 0. ist, dann wird nach der Koordinatentransformation (1)
& —A; und die Form der Invariante /* wird in den Koordinatenssystemen
X und x*;
(10) 1(t",0,...,00=I"(A,ALA AL - 1) (n.s. auf i, k).
Wir fiihren die neuen Verdnderlichen

G = A A AA" (n.s. auf i, k)
ein. Das Gleichungssystem G — A, A; A Ait"" ist fiir vorgegebene G be-
ziiglich A}, Aj, t" auflosbar. (Eine Losung ist z. B. die folgende:
Ai=1, Ai=d! (j#1), also Aj=0d; (i£1),
| SO

"
. “ —
i. k=1 =1 §=1

(ru__ 2' GU»: U .:G(’”- 1 — > G (k=1); t*=G™ (i, k+1)|
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Wenn wir die Veranderlichen G in die Gleichung (10) substituieren,
so bekommen wir

r ( > G, o, 0] I*(G™),
\#1, b=1 y

oder
() r@m=g| X (@), gx*“re«o,...,o0)

Mit der Substitution G = t*&E&, (n.s. auf i, k) erhalten wir aus (11) wegen
(9) den Satz 3.
Auf dhnliche Weise konnen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 3*. Jede, aus dem Tensor t, und aus dem Vektor 1 gebildete
stetige Invariante | hat die Form:

I(t, )= h(turf )
(h(x) ist auch in diesem Fulle eine stetige Funktion).

Schliefilich mochte ich auch an dieser Stelle den Herren Prof. ]. AcziL,
B. Gvires fiir ihre wertvollen Bemerkungen und auch Herrn A. MOOR, der
meine Aufmerksamkeit auf diese Probleme gerichtet und mit mir dariiber
wertvolle Diskussionen gefiihrt hat, meinen Dank aussprechen.
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