Uber einfache Finslersche Riume.

Meinem verehrten Lehrer Prof. Dr O. Varga anlésslich seines
50. Geburtstages gewidmet.

Von GY. SOOS (Debrecen).

In dieser Arbeit beschaftigen wir uns mit einer besonderen Klasse von
Finslerschen Rdumen. Es handelt sich um diejenigen Finslerschen Rdume,
die den Bedingungen
(0. 1) A =0,

(0' 2) Am RIT.U- =1}

geniigen. Der Kiirze halber werden Rdume obiger Art einfache Finslersche
Riume genannt. Diese Raume verhalten sich, beziiglich einer Reihe von
Eigenschaften, wie Riemannsche und Minkowskische Rdume, womit die Be-
nennung, in gewissem Malie, gerechtfertigt scheint.

Aus der ersten Bedingung folgt

T > o
©.3) =0, ‘_m,: _ ’-_,,)
ferner verschwindet der zweite Kriimmungstensor
(0. 4) Pl 0
des Raumes.

‘Wegen (0, 2) und (0, 3) hat der Hauptkriimmungstensor R =Rl —
— A/ R} eines einfachen Finslerschen Raumes die Gestalt:
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Dieser Tensor hingt wegen (0.3) vom Linienelement nicht ab, und
besitzt die folgenden Eigenschaften:

(0. 6) R+ Rin+ R =0

L

(0' ?) R:I—".'J'Iu- + R:jm & + R; mk|l == 0.
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Verjiingt man in (0. 5) nach ¢ und j, so erhdlt man

s 5
*5 J ! sk o ! wh
Rn kh = — 7 1
0X (X"

Nach Formel XII. (CARTAN [2]) ist

o _ologlg - = =
(0. 8) o= ’—%l.—g — (o, log | g) Gi. = (log | &),

folglich kann man R, unter Beniitzung von (0,3) in der Form

(0. 9) Ry~ (log | @) v —(log | @)
schreiben. Nach einer bekannten Vertauschungsformel ist aber

0.10)  (log V&) xn—(log Vg)nu=— (10g | g)m Rilir — — An Rius.

Also ist im Falle eines einfachen Finslerschen Raumes

(0.11) Ry == 0.

Auf Grund dieser Formel und der Relation (0.6) stellt man fest, dab
der ,,Riccische“ Tensor

* *

(0. 12) R =R
symmetrisch ist:
(0. 13) Ri— R

Auch dieser Tensor ist vom Linienelement unabhidngig:

®

(00 ]4} Ril’. | = 0.
Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz 1. Existiert in einem Finslerschen Raum ein absoluter Parallelismus
fiir Linienelemente und ist noch (0.1) erfiillt, so ist der Raum einfach und
dariiber hinaus ein Minkowskischer Raum.

BEwels. Die Riume mit absolutem Parallelismus der Linienelemente
sind durch')
R.irr..a:o

gekennzeichnet. Also ist (0. 2) erfiillt. Aus dieser Gleichung folgt
Rt;fkhum T— (R:’Iﬁ'h !’) L R:JL i f!Jl'uu R:.’IJ'.'I& (()‘:rl e r Ln ) R:: kh l'i';i'.' h tm — :.:‘“' 0-

1) Siehe [2], S. 38.
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Auf Grund der Eigenschaften®)
(0. I5) A{r.f.‘ m 0; :i.’lf.'h O
ist der fragliche Raum ein Minkowskischer Raum.

Satz 2. Ein einfacher Finslersche Raum skalarer Kriimmung ist ent-
weder ein Minkowskischer Raum, oder ein Riemannscher Raum konstanter
Kriimmung.

BEWwEIS. In einem Finslerschen Raum skalarer Kriimmung hat der Tensor
R/ die kennzeichnende Gestalt:’)

(0. ]6) Rii';[ru e é R i(f’.:lpr _F !ur) = '% R I ((): e Fllid') + R(Ie d;il "_lm (}:)

wobei

1 . ] .
(O. 17) R(X, f') ﬂ——l s m Roos

den Kriimmungsskalar des Raumes bedeutet.
Setzt man (0, 16) in (0, 2) ein, so erhdlt man

1 1

_3-- R i'.A’"_ 3 A'R Wi -f- R('{i'Am_{m Ar) _:0.
Durch Uberschiebung mit /' bekommt man endlich
(0. 18. RA,—0.

Daraus folgt entweder R(x, ) — 0, oder A, =0.

Im ersten Falle folgt auf Grund von (0.16), da Ry =0, somit ist
der Raum nach Satz 1 ein Minkowskischer Raum. Im zweiten Falle ist der
Raum, nach einem Resultat von A. DEICKE,') ein Riemannscher Raum. Es wird
gezeigt, dali dieser Raum von konstanter Kriimmung isf.

Nach BERwALD") sind unter den Finslerschen Rdumen skalarer Kriim-
mung die Ridume konstanter Kriimmung duch

Kji- K’.f’ K';' Kf:-"

gekennzeichnet. Im Falle eines einfachen Finslerschen Raumes stimmt aber

2) Siehe [2], S. 39.
9) Siehe [1], S. 774.
1) Siehe [3]

) Siehe [1], S. 775.



Uber einfache Finslersche Riume. 367

der Tensor K/, der affinen Krimmung mit dem Tensor R, iiberein:’)
(0 19) K;'r.:.-.l. = R,: ".u, e
Nach (0. 13) ist aber
Kij= Rj=R;i=Kj,
folglich ist R eine Konstante, und der Tensor R, in (0.16) wird die
Gestalt
(0. 20) Ri:n = R(l:6,,—1,0d)), R= const.
haben. Aus dieser Gleichung erhdlt man
(Rn )i = Rl 0 — 1, 16Y) -
Ry iu— Ri i by = R[(gn—1.1:) 00— (gui— 1 1) ]

Setzt man nun den Wert von R/l aus (0.20) ein, so bekommt man fiir
R}, den Ausdrack

R = R(0,8.—0!g.:), R= const.
Durch diese Gestalt des Tensors R, sind die Riemannschen Raume kon-
stanter Kriimmung charakterisiert. Damit ist der Beweis des Satzes 2 beendet.

Korollar. Ein einfacher Finslerscher Raum (nichtverschwindender) kon-
stanter Kriimmung ist ein Riemannscher Raum konstanter Kriimmung.

Aufier Satz 2 gilt auch folgender, etwas allgemeinerer

Satz 3. Ein einfacher Finslerscher Raum, der die Projektivkriimmung
Null hat, ist entweder ein Minkowskischer Raum, oder ein Riemannscher Raum
konstanter Kriimmung.

BEwels. Es geniigt zu zeigen, dafi ein einfacher Raum mit verschwin-
dender Projektivkrimmung ein Raum skalarer Kriimmung ist.

Wir rechnen zuerst den Tensor der Projektivkriimmung eines einfachen
Raumes aus.

Im aligemeinen Falle hat dieser Tensor folgende Gestalt:

Wha =K'+ "LH O Kin—Kiu) 1 0L (0K + Ko —

e f},‘{K;, J — KM.-) _1"
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%) Siehe [1], S. TTZ.
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Im Falle eines einfaches Raumes ist wegen (0. 19) und (0.11)
K.‘.-J._KM.': —Krr:,:, sl —R:ru ={),

Der Tensor K,.— Ri. ist eine Ortsfunktion, daher reduziert sich der
Tensor W/, auf die Form

(0.21) Wi = Rjin— = (i Ru— 0L RR).

Unter den Raumen mit W/, — 0 sind die Raume skalarer Kriimmung
durch
(n + l)(RnIi".p—Rlpuj.h.) +(ﬂ—2) (Ru'“u.t, A,-f— Amnpr) =)

charakterisiert.”) In unserem Falle ist diese Bedingung wegen (0. 1) und (0. 2)

R = Rl .
Aus (0. 21) folgt

i ] i 5 - &
Row. = ry | (d;, Roos— I Ry hs)
Uberschiebung mit /; ergibt
Ro'w by — Ry 0.

Damit ist gezeigt, dal der Raum von skalarer Kriimmung ist. Die
Richtigkeit des Satzes 3 folgt daher aus der des Satzes 2.

§ 1. Geoditische Abbildungen einfacher Riume
auf einfache Riume.

In diesem § stiitzen wir uns auf die Berwaldsche Theorie der Finsler-
schen Rdaume. Spiter kehren wir aber zur Cartanschen Theorie zuriick.

Sind zwei Finslersche Rdume F und F aufeinander geoditisch abge-
bildet, so hdngen die Funktionen G' bzw. G' auf folgende Weise zusammen:

(1.1) G — G+ Q(x, v)¢,

wobei Q in den  homogen von erster Ordnung ist.
Durch Ableitung nach « erhalten wir

(1.2) G =G+ Qv+ Qd;, Q=d,Q.

Eine weitere Ableitung nach +* ergibt

(1.3) G — G+ Qi + Q0 + Q0%
Q=1 Q;.

7) Siete [1], S. 776.
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Wir schreiben (1.3) in der Form
(1.4) Gi;k: Gj“k"i"bj'.i\, b,,';:.-=- bi;.

Es liege nun ein beliebiges Tensorfeld T.x” vor. Man kann dieses Feld
entweder beziiglich des Zusammenhangsobjektes G, von F, oder beziiglich
G/ von F kovariant ableiten. Wir suchen jetzt den Zusammenhang zwischen

diesen kovarianten Ableitungen.

Lemma 1. Bezeichnet man mit Ty, bzw. mit T.w”).. die kovarian-

Ableitungen von T beziiglich Gj\» bzw. Gj,, dann gilt die Formel
(l‘ 5) Tml‘ ﬁ):m e Tm.w'-... o : Tgi-'--:i.' 1,5BicrByi bf!m i
e ‘;\_‘ Tff:.},.u,-_ 105 @ 1) bﬂ':m —"}.« T‘m (;“b_’:m r*.
Der affine Kriimmungstensor K/, der Berwaldschen Theorie hat die Form

a G/ 1 G/

K'a:’ll. h = P x"_ i f] xk_ ‘}- Gih}; Gm"‘:h e G[”}. ij-‘. + G:." Grﬁ e ;:‘ u’:l ik
mit _ b
G:.:.-h = (j Gy -
Lemma 2. Auf Grund von (1.2) und (1.3) ist
(1.6) K= K + b — biw+ 0" byl — b0 b,
Der Beweis der beiden obigen Lemmata ergibt sich durch eine einfache
Rechnung.

Der Ubergang von der Berwaldschen Theorie zu der Cartanschen Theorie
der Finslerschen Raume geschieht durch die Formel:")

G_;';J'.- / 1:!: “pe Aa”l.'.- 0.

Ist also der fragliche Finslersche Raum einfach, dann fallen die beiden
Theorien zusammen. Folglich ist

*

(1.7) Gjx =ik, Kluw=R?w.

Falls die Riume F und F beide einfach sind, konnen die Relationen
(1.3) in der Form

(1.8) =+ Qut' +0; Qi+ 0, Q;
geschrieben werden. Diese Formel kann noch weiter vereinfacht werden.

%) Siehe [1], S 19.
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Durch Verjiingung nach ¢ und j bekommen wir wegen (0.8) und der
Homogenitat von Q

(1.9) (log Vg)s= (log | @) +(n+1)Q:.

Da die Zusammenhangsobjekte /7% und /7, in unserem Falle nur
Ortsfunktionen sind, ist

(1.10) Q.i=0.

Durch kovariante Derivation der Gleichung (1.9) beziiglich des Zu-
sammenhanges /7, bekommen wir

(1.11) (log Vg )an—(log Vg )un+(n+1)Qup.
Wir vertauschen jetzt die Indizes & und & in (1.11) und bilden die
Differenz
(1.12) (log V& )i —(10g | & Y= (log | &) . — (log V&) +
+(n+ 1)(Qk!h_QJ. i)

Auf Grund von Lemma 1 konnen wir die linke Seite von (1.12) um-
formen. Es ist ndmlich

(log /& )un— (log Vg )+ (log /g )01,
und daher
(1.13) (log V& )un—(log Vg Yo = (log | & )an—C(log V& Y.
Nach (0. 10) ist aber
(]Ug Vg );f_;;‘ ——(Iﬂg IE );J.;I. s E... Ruug k 0',
und
([Og lg)] I —(Iog |g_) nip=—==— A, Rlnyi- I 0.
Auf Grund dieser Relationen und (1, 13) reduziert sich (1, 12) auf

(1.14) Qun— Quix = 0.

Wir zeigen jetzt, dafi der Vektor Q. wegen (1.14) ein Gradientenvektor ist.
Nach (1. 10) und der Homogenitit hat die Funktion Q folgende Gestalt

Q=P P;=P(x)
also ist Q.= P..
Wir suchen eine Funktion S(x) mit der Eigenschaft

TN

Pi(x)~ Q..
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Wegen (1.14) sind die Integrabilititsbedingungen von (1. 15) erfiillt,
also ist der Vektor Q. ein Gradientenvektor. Wir haben damit den folgenden
Satz bewiesen:

Satz 4. Sind zwei einfache Finslersche Rdiume aufeinander geoditisch
abgebildet, dann besteht
Io— 17+ Qi+ 0.Q;
mit
J8 (.\)
ax* -

Qs

Nach (1.6) und Satz 4 hidngen die Kriimmungstensoren der beiden ein-
fachen Rdume gemili der Formel

~ =l * i o
(1 ” ]b) Rr Kl R;’ K~ 1' d!‘ '.!’a'-‘f e ‘)-“ "}"_,‘J.
zusammen, wobei ist

(1.17) Wi = Wiy = Qi — Q Q.

§ 2. Infinitesimale Projektivititen in einfachen Riumen.

Wir betrachten eine infinitesimale erweiterte Punkttransformation

= i1 & - ; ek,
(2.1) X—=xi4E)0t, v —=v+—vidt
ox!
in einem einfachen Finslerschen Raum. Die notwendige und hinreichende

Bedingung dafiir, daff (2.1) eine infinitesimale Projektivitit darstellt, lautet”)
(2.2) LT = pidi+ pudi (p"pn40).

Der Operator L; ist der zur Transformation (2.1) gehorende Liesche
Ableitungsoperator.

Es liege eine infinitesimale Projektivitit in einem einfachen Raum vor.
Dann gelten folgende Relationen:'")

(2.3) L: W/ =0
(2.4) L¢Py — pj
{2.9) LePijy = — W/ .pu

%), 1) Siehe [4], § 9—11.
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wobei

1
(2' 6) Pl‘j'_' g n_‘ R:,'
(2.7) P = Ppyi — Paij
ist.

Wir beweisen den

Satz 5. Ldpt eine infinitesimale Projektivitit in einem einfachen Finsler-
schen Raum F,, (n=2) die koveriante Ableitung des Tensors W.., unver-
dndert, dann ist der Raum projektiv eben.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist
(2.8) L Wi =0.
Unter Beachtung der Vertauschungsformel
(2.9) L¢Hjy—(LeHj)u= H; Leii— HiLe Uii— o, Hj(Le Ta)r*
und der Relation :
O Wi =10
bekommen wir nach (2. 3) und (2. 8)

(2. 10) —2 Wi P« i Wiinps— Wi pi— Wi p— Wi i Pr=0.
Auf Grund der Relation
u/a'jkh,j = _(n _2) PJ'J. h

und (2.5) folgt
(2- 6) w;‘"_,'.i.pm —— 0-
Multipliziert man (2. 10) mit p/, so (ns=2) erhdlt man unter Beachtung

von (2.6) _
—zp,"pm Wr'-,kh - 0-

Also bekommen wir endlich
Wi =0.

Da andererseits der Douglas’sche Tensor

__ 1
n-+41

in unserem Falle identisch verschwindet, ist der Raum projektiv eben.
Kombiniert man die Aussage dieses Satzes mit der des Satzes 3, so
erhdlt man folgenden Satz:

DL 15 G; A ﬁ (G;:‘f m d;. + G‘J"k i fj;! + G.:,‘;: W fr:) G:: T P
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Satz 6. Ldpt eine infinitesimale Projektivitdt in einem einfachen Fins-
lerschen Raum F,,(n=2) die kovariante Ableitung des Weylschen Tensors
W unverdndert, dann ist der Raum entweder ein Minkowskischer Raum,
oder ein Riemannscher Raum konstanter Kriimmung.
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