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Uber die Schranken der Eigenwerte
von Hypermatrizen.

Herrn Professor Dr. O. Varga zum 50. Geburtstag gewidmet.
Von BELA GYIRES (Debrecen).

1. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir die folgenden Bezeich-
nungen: Mit Indizes versehene grofie lateinische Buchstaben bezeichnen Mat-
rizes der Ordnung p, grofie lateinische Buchstaben ohne Indizes Matrizes
der Ordnung np, grolie griechische Buchstaben Matrizes der Ordnung n,
wobei sdamtliche Matrizes iiber dem komplexen Zahlkorper gebildete quadrati-
sche Matrizes sind. E steht fiir die Einheitsmatrix der Ordnung p, und mit
einem Stern wird, wie iiblich, die Konjugierte der Transponierten einer Matrix
bezeichnet. Die Indizes & und [ durchlaufen voneinander unabhingig die
Werte 1,2,...,n. Mit x, bzw. mit y, bezeichnen wir von Null verschiedene
Vektoren des komplexen Vektorraumes der Ordnung p. Der kleinste bzw.
der grofite unter den Eigenwerten einer Hermiteschen Matrix wird durch einen
oberen Index («) bzw. (w) ausgezeichnet.

In unseren Beweisen machen wir von der bekannten Tatsache Gebrauch,
dali der auf der Einheitssphire betrachteter Wertevorrat einer zu einer quad-
ratischen Matrix gehorigen Bilinearform auf der komplexen Zahlenebene durch
einen abgeschlossenen Kreisbereich vom Mittelpunkt Null dargestellt wird.
Den Radius dieses Bereiches bezeichnen wir mit # (), wobei zwischen den
Klammern die betreffende Matrix angedeutet wird. Wir werden uns auch auf
den bekannten Satz berufen, wonach die auf der Einheitssphidre genommene
untere bzw. obere Grenze des Wertevorrates einer zu einer Hermiteschen
Matrix gehorenden quadratischen Form mit dem kleinsten bzw. mit dem
groften Eigenwert der Matrix zusammenfillt. Die auf der Einheitssphére ge-
nommene obere Grenze des Absolutwertes einer beliebigen quadratischen
Matrix wird durch M( ) bezeichnet, wobei zwischen Klammern wiederum
die betreffende Matrix angedeutet wird. Bekanntlich gilt

(1) 0=M()=R()=2M()
und fiir normale Matrizes M ( )= R( ).
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2. Von den Matrizes A, und von den der Bedingung

(2) PuPi=E
geniigenden Matrizes P,, ausgehend bilden wir die Matrizes
(3) Bii= PuA. Pl
und sodann die Hypermatrix
By B -+ B,

8 = B“.] ng e .B'.'u

Bul Birﬁ b2 Buu

Der Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, fiir die Eigenwerte der Matrix B von
den Matrizes Ay, und P, abhdngige obere und untere Schranken zu bestim-
men. Unsere daraufbeziiglich erhaltenen Resultate werden durch die folgenden
Sitze ausgedriickt:

Satz 1. Es werde durch 7, ein beliebiger Eigenwert der positiv definiten
Hermiteschen Matrix Py, P, und durch w ein beliebiger Eigenwert der Matrix
B bezeichnet. Ausserden sei

(4) Q = (M(An), M(Aw), . .., M(A.)D,

wobei < > diejenige Diagonalmatrix bezeichnet, in deren Diagonalen der Reihe
nach die angedeuteten Zahlen auftreten, und es sei endlich

0 Cia *++ C1y
Cﬂl 0 oy (‘2:!

(5) !
Cut Cpa *+» U
wobei
[ 3 (m)
(6) cw=R@A) | %5 (kD

A
ist; dann gilt
(M ul=MEL+1).

Falls wir in der Matrix (4) an Stelle der Zahlen M(A..) die Zahlen
R(A,;) einsetzen, so wird — wie dies mit Riicksicht auf (1) aus einer Unter-
suchung der Hermiteschen Formen auf der Einheitssphidre hervorgeht — der
Wert M(£L2+ 1) in (7) durch eine nicht kleinere Zahl ersetzt. Falls jedoch

die Matrizes A, Hermitesch sind, so gilt — wie wir dies schon erwidhnt
haben — M(A.) = R(3.), d.h. (7) bleibt unverindert. Im Falle der Auferle-
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gung einer stirkeren Einschrinkung, und zwar wenn
(8) A= Al
gilt, kbnnen wir auch eine bessere Abschatzung als (7) erhalten. Es gilt ndmlich

o A
©) IR

und wegen (8)
(10) R(Au) = R(Aw),
so dab auf Grund von (6) die Matrix (5) eine aus nichtnegativen Elementen

bestehende reelle symmetrische Matrix ist. Bezeichnet o einen beliebigen Eigen-
wert dieser Matrix, dann gilt

(11) o™ =0.

Nunmehr sei 4, ein beliebiger Eigenwert der wegen (8) Hermiteschen Matrix
Aii, und es sei

A =l AT,
A =G8°, ...,. i,

aubierdem soll v bzw. o einen beliebigen Eigenwert der reellen symmetrischen
Matrix A“9—1I" bzw. 4“4 I" bedeuten. Sodann gilt der folgende

Satz 2, Ist die Bedingung (8) erfiillt, so gilt
(12) SO = @) = () = J),
Es sei noch

- (1) - (1)

A" =min 4, i 1

=max i; ,

tiir diesen Fall wird durch den folgenden Satz eine Abschidtzung gegeben,
welche aber in beiden Richtungen weniger giinstig ausfillt als (12):

Satz 3. Ist die Gleichung (8) erfiillt, so gilt
(13) O — o) = (O = () = j@) | g(@),
Diese Ungleichung ist keiner Verschdrfung fihig, da es der Bedingung

(8) geniigenden Matrizes A, und der Bedingung (2) geniigenden Matrizes
P, gibt, fiir welche in (13)

;.(lt) _g{rrr) = .“(“)! i-(n)) + !j(m) = '“(m)

gilt. Daraus folgt aber zugleich, daf auch die Ungleichungen (12) nicht ver-
schirft werden konnen.
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Nach einem Satz von CoLLaTz ([1], S. 223) gilt

0@ = max > cu.
() =1
Falls auch noch

i— 2 euz0

erfiillt ist, so sind nach (13) samtliche Eigenwerte der die Bedingung (8)
befriedigenden Hermiteschen Matrix B positiv. Dieses Ergebnis kann als eine
Verallgemeinerung des Minkowskischen Determinantensatzes [2] angesehen
werden.

Es ist noch zu bemerken, dali (7), und auch (12) sowie (13), in dem
Sinne unitdr invariant sind, dall die in diesen Ungleichungen auftretenden
Schranken dann und nur dann von den Matrizes P, unabhidngig sind, falls

PuPi=duE (dy, >0)

gilt. Es hdngt ndmlich nur die Matrix (5) von den P, ab, aber auch diese
wird unabhdngig, falls die Quotienten (9) gleich 1 sind, d. h. falls
iy = A =d,y>0 ist. Zugleich erreichen in diesem Falle die fiir gegebene
Matrizes A,; in den Ungleichungen (7), (12) und (13) auftretenden Schranken

ihren kleinsten Wert.

3. Hier geben wir die Beweise unserer im Punkt 2. dargelegten Er-
gebnisse.

Da die Matrizes P im Sinne von (2) reguldr sind, fallen samtliche
Eigenwerte der Hermiteschen Matrix P, P positiv aus. Auf Grund von (2) gilt

(PuPi)) (PuP) —E
und folglich

o g 1 (o 1
(] 4) ’:'E;.{) — _(m)_ » ’nsn‘.- )“__- i () *
l[}.'.‘ /..r,r

so dall die Relation (9) besteht. Auf Grund von (14) ist auch noch die Un-
gleichung

(13)

erfiillt.
Da nun

X PuPpx!  xiPuPhxl _ M
X1: X5: T S |

X BJ_.-:_X? i
Vxuxk Vxixt Vot Uyt

2 “ e e s
W Ai’_.}i__. j {Jfﬁfﬁﬁ | x;Pn-P_f'l_.x_,‘
x;x?

ist, und da die Transformation y,= x, P, den p-dimensionalen komplexen
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Vektorraum in umkehrbar eindeutiger Weise auf sich selbst abbildet, gilt auf
Grund der Definition der Grofien R¢A,;) und wegen (15) die Ungleichung

(16) X, Buxi| = Cu‘ X;,x_ﬁ lx_,i'_f' ‘
Anderseits sind mit Riicksicht auf (2) die Matrizes P, unitdr, und so ist

(17) ﬂ@"i" e A’-"_y:_
X X1 Ve

wobei diesmal y,. = x, Py ist, und folglich gilt auf Grund der Definition

von M(A.)

(18) | X3 B x| = M(Aw) xi. x5

Wegen (16) und (18) gilt nunmehr

:-:_1 ‘:_‘ X Bi X7 11 M(An)(l ‘-'f_x;)l 'l-:: Cri I X:—xr ] X'_X?
S I e T e
pIET 2 (Vxixt)?
k=1 k=1

Falls wir die obere Grenze der auf der Einheitssphdre genommenen Absolut-
werte der auf der rechten Seite dieser Ungleichung auftretenden quadratischen
Form bilden und auch noch darauf Riicksicht nehmen, dafl der auf der Ein-
heitssphiare genommene Wertevorrat einer zu einer Matrix gehdrigen quadra-
tischen Form auch die Eigenwerte enthdlt, so erhalten wir den Beweis des
Satzes 1.

Um den Nachweis von Satz 2. zu erbringen, beweisen wir vor allem
die Giiltigkeit von (10). Gemil (8) gilt

(19) X1 An Xk = X A X7,

d. h. die auf der Einheitssphdre genommenen reellen Werte der zu A, und
zu Ay gehorigen bilinearen Formen stimmen iibereine Da die auf der Ein-
heitssphiare betrachtete bilineare Form der Matrix A, auch den Wert R(A.)
annimmt, gehort dieser Wert nach dem vorher gesagten auch zu dem, auf
der Einheitssphidre genommenen Wertevorrat der dem Matrix A, zugeordneten
bilinearen Form. Dementsprechend gilt R(A.) = F(A,). Indem wir jetzt noch
die Rollen der beiden Matrizes vertauschen, gelangen wir zu der Gleichung (10).

(11) ergibt sich trivialerweise, falls wir den Umstand in Erwédgung zie-
hen, dali die zu (5) gehorige quadratische Form fiir jeden Vektor mit lauter
nichtnegativen Komponenten eihen nichtnegativen Wert annimmt.

Wegen des Erfiilltseins der Bedingung (8) und mit Riicksicht auf (2)
und auf (3) giit
(20) B.= Bi,
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so dafi die Matrix B Hermitesch ist. Da nun wegen (20) die Gleichung (19)
auch dann bestehen bleibt, falls A,, durch B, ersetzt wird, ist

X Bu Xl + x:Bu. X3
reell, so daf (16) durch

(21) —2¢ I'XJ.-X; lerr' = X, Buxi -+ x: By II- = 2(.'.4,.:' X X lﬂ?

ersetzt werden kann. Wegen (20) ist B, Hermitesch und mit Riicksicht anf
(17) gilt
(22) 2 xexh = X Bu Xt = 47 xix.

Auf Grund von (21) und von (22) gilt

" n

1l
Y . (re - " ~ —_— + |
_\'_ /-g.- )(i X X?)-" :_ Cii l X XJ: ‘ X X7 .\_ l Xy B X7
| kA % e - mli=l :
i = ” =
;.l (E _\_l X X7

(23) |
DO xRy 4+ X et Vxx
k=1 &'#J___ =2

NS
k=1

Hier treten auf der linken bzw. auf der rechten Seite solche Werte der zu
der Matrix A“—1I" bzw. 1™ 4 I" gehbrenden quadratischen Form auf, die
auf der Einheitssphidre angenommen werden. Wenden wir jetzt den in der
Einleitung erwédhnten Satz an, wonach der auf der Einheitssphdre angenom-
mene Wertevorrat einer Hermiteschen Form in das, durch den grofiten und
den Kkleinsten Eigenwert der Form abgegrenztes Intervall fallt, so gelangen
wir zu der Behauptung von Satz 2.

Wenden wir den soeben erwdhnten Satz in 23) der Reihe nach aut
die Matrizes A, 1 und I" an, so wird dadurch Satz 3. bewiesen. Da nun
das Maximum einer Summe nicht grofier sein kann als die Summe der Maxima
der einzelnen Glieder, und das Minimum einer Differenz nicht kleiner, als
die Differenz zwischen den Minima des Minuenden und des Subtrahenden,
so gilt offenbar

A — o) = ;f"‘l, A 4 o) = @)

und daraus geht hervor, dali die Abschidtzung (12) in beiden Richtungen tat-
sdchlich besser ist als (13).
Es sei nunmehr n =2 und

Aun—An—E, PuPh—E, A:—U, UU'—E.
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In diesem Falle gilt «( -2, u—0. Anderseits ist R(U)==1, &2 = i{ =1,
und folglich o) —1, weiterhin A = /) =1 und so endlich A(9— o) === pu®
und A 40" —=2 = u). Folglich kann die Ungleichung (13) tatsdchlich
nicht verschdrft werden.

Es sei also wiederum n -2, sowie p=2 und

Au=As=E, Ay=Ah=U, UU'=E,

wobei U eine unitire Matrix bedeutet, in welcher simtliche Elemente der
letzten Zeile bzw. der letzten Spalte gleich Null sind, mit Ausnahme des
ersten Elementes, welches gleich 1 ist, d. h.

0 1
U- ( v ) VV'—E
(15 e D

(im Falle p=2 tritt V nicht auf), und es sei Py, eine Diagonalmatrix, deren
erstes Element gleich a, und deren letztes Element gleich & ist, (a>6>0)
wihrend an den {ibrigen Stellen lauter Einsen stehen, d. h. es sei

a

1. ()

P.- %
0) 1

Hieraus folgt bereits
Pys= Pp, P:l' (P-j]l)'.

Gemadl diesen Bedingungen ist A¢9— (@) — ], sowie

-
[ A2 a
R(A) = R(A)—1, | =1,

woraus o) = g folgt. Auf Grund von (13) gilt also

a a
== plit) = () =
(23) 1— p =p=p 14+ b

Nunmehr berechnen wir die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
vom Grade 2p

"An—uE  PuAnP

(24) Det Py Ay P2 Ass—uE S

Da die Matrizes, welche sich in der ersten und in der zweiten Zeile der
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Hypermatrix dieser Determinante befinden, miteinander vertauschbar sind,
1aBt sich (24) durch die Gleichung

Det ((1 — ) E— (P UP%) (P U* P1y)) — 0

ersetzen. Es ist aber

a. b
0O .- _b_ 0 a
P UPs, - Vo |, PalUPr: TR
b a
s 0, 5 0
und folglich
a 2
()7 <
(P2 UPL) (P2 U* Piy) A 4 b N
o (i

d. h. die Wurzeln der Gleichung (24) sind 1 +%, 1— g e | +%, l—t—l;, 2,0,
wobei die ersten vier Werte mit der Multiplizitit 1, die beiden iibrigen aber
a

mit der Multiplizitit p—2 auftreten. Somit ist w9 — 1— s und p =14 g

und ein Vergleich mit (23) zeigt uns wiederum, daf in (13) die Grenzen
keiner Verbesserung fiahig sind. Zugleich sieht man aber, dall es moglich ist,
durch passende Wahl der Matrizes P, die linke Seite der Ungleichung (13)
beliebig klein und die rechte Seite beliebig grof zu machen, wobei diese
Grenzen genaue Grenzen sind.
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