Uber die Begriindung der lokalen metrischen
Differentialgeometrie.

Herrn Professor O. Varga anlésslich seines 50. Geburtstages mit Zuneigung
und Verehrung gewidmet.

Von A. RAPCSAK (Debrecen).

§ 1. Das lokale Koordinatensystem.

Bei der Begriindung der metrischen differentialgeometrischen Rdume
betrachten wir zwei Grundelemente, und zwar

a) das Linienelement (v)

b) die Kurve (q).
Wir brauchen aufierdem eine Klasse (./) von Funktionen einer Verdnderlichen,
welche den folgenden Bedingungen gentigt:')

P =

2. Ist f(f) € .1, dann gilt

Q) —o=a<t<pf=-+4oc

b) |f(t) <1.

Die Funktionen f‘(f) werden ein Funktionen-n-tupel genannt,”) falls
| f‘e.! und 2. ::(f,'(t)).’ > 0.
=1

I. A: Die Menge der Linienelemente und der Kurven lipt sich in (nicht
notwendigerweise disjunkte) Teilmengen zerlegen, deren jede die folgenden
Eigenschaften besitzt:

1. Jedem Linienelement v lassen sich zwei geordnete Zahlen-n-tupeln
zuordnen, wobei

a) x¥x*<1 und Db)#v*>0

1) C* bedeutet die Klasse der mindestens k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.
2) Die lateinischen Indizes laufen von 1 bis n. Das auftretende Komma bedeutet die
Difierentiation.



A. Rapcsak: Begriindung der lokalen metrischen Differentialgeometrie. 383

gilt. — Umgekehrt gehért zu jedem a) und b) befriedigenden Zahlen-2n-tupel
ein Linienelement v.

2. Jeder Kurve g lassen sich zwei geordnete Funktionen-n-tupel f'(t) und
¢'(t) zuordnen, fiir welche f'(t)€ A und ¢'(t)€ A gilt. — Umgekehrt gehirt
zu jedem solchen Funktionen-2n-tupel eine Kurve.’)

II. A: 1. Zwei Linienelemente

v(x,r) und r(x,r)
() (1 2) @)@
sind dann und nur dann identisch, falls

a) x*=x

(1} 2)
b) f=21¢ (4> 0)
1
gilt.
2. Zwei Kurven o[f',¢'] und o|f',¢'] sind dann und nur dann iden-
(1) (1) (1) 2@ @)
tisch, falls

a) f't)=r®
0 @

R QAR Ces)
gilt.
DerNiTION 1. Der Zahlen-n-tupel x' eines Linienelementes v(x, ») wird

das Zentrum, der Zahlen-n-tupel ' hingegen die Richtung des Linienele-
mentes genannt.

Satz 1. Die durch 1.A und Il.A bestimmte Zuordnung ist von dem
zugrundegelegten Parameter t unabhdingig.

BewEis. Wir betrachten eine zuldssige Parametertransformation = #().")
Dann geht die Kurve a[f'(¢), ¢'(¢)] in die Kurve

alf (o), ¢'(1)]
iiber, wobei
@O =F (), 5'(r)=q¢'(t(r))
gilt. Die somit erhaltene Kurve ist aber wegen Il. A mit der Kurve
alf (6), ¢'(t)] identisch, q. e. d.

9) Nach erfolgter Zuordnung wird das Linienelement durch o(x/,»’), die Kurve hin-
gegen durch g[fi(#), ' (f)] bezeichnet.

#) Als zuldssig betrachten wir die iiblicherweise so bezeichnete und dabei noch
streng monoton wachsende Parametertransformationen.
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IIl. A: Ein Linienelement v(x,v) gehort zu einer Kurve o[f'(t), ¢'(f)],
falls es einen Parameterwert « <, < 3 gibt, derart, dafi die Bedingungen

a) x'= fi(t)
b) F=if"({t) (4 >0)
erfiillt sind.

DerINITION 1. Die durch die Bedingungen I. A, II. A, IIl. A begriindete
Zuordnung wird das lokale Koordinatensystem des Raumes genannt,

DeriNiTION 111, Eine auf Grund von L. A im betrachteten Raum einge-
fiilhrte neue Zuordnung, welche durch eine umkehrbar eindeutige, mindestens
zweimal stetig differenzierbare und daher mit einer nichtverschwincenden
Funktionaldeterminante versehene funktionale Relation ausgedriickt wird,
nennen wir eine zuldssige Koordinatentransformation.

IV. A: Bei einer zulissigen Koordinatentransformation bleiben die Zuge-
hirigkeitsrelationen 111. A bestehen.

Satz 2. Die zuldssigen Koordinatentransformationen der Linienelemente
und der Kurven folgen aus den zuldssigen Transformationen der Zentren der
Linienelemente. S

Es sei namlich
X =3x(x), v'=79{r)

fO=rra,...f @)

eine zuldssige Koordinatentransformation. (In den Transformationsformeln der
Funktionen f' sind natiirlich die Transformationsformeln sdmtlicher zur Klasse
A gehoriger Funktionen inbegriffen.)

Es bezeichne g[f'(f), ¢'(¢)] eine Kurve,zu der die stetige Linienelemen-
tenfolge v[x'(f), v'(f)] gehort ist. Kraft I. A gibt es tatsdchlich eine solche
Linienelementenfolge

X(O)—f(0, #O—iy ) (>0,
Wegen IV. A muli also die Linienelementenfolge v[x'(¢), 7' ()] der Kurve
alf (f), ¢'()] zugehoren. Aus Il A folgt also, dah
FIr@,...ffOl=xKx®,...x 0]

fiir jedes ¢ gilt. Somit sind die Transformationsformeln der zur Klasse ./
gehorigen Funktionen mit den Transformationsformeln der Zentren der Lini-
enelemente identisch.

Betrachten wir nun die Kurve q[f'(#), ¢'(¢)] fiir £=1{,, und es sei

fi(t)=x'(t,)=¢'(t,)+c'. (¢’ = const)



Begriindung der lokalen metrischen Differentialgeometrie. 385

Da wegen Il A
s[f (@), ¢ @ +c]=glf @), ¢'®)]

gilt, haben wir
dy'le'()+c, ... ¢"(0)+ ]

d{ =,
Lo ] BN
a gt ¥ iy, OXF ! jont,
Aus II. A und IV. A folgt nunmehr
i di‘ &

Es sei jetzt v(x, ) ein beliebiges Linienelement. Wir betrachten die folgende
() ()

AP O @)+ b O =" W1+
Das Linienelement q(x, +) ist dieser Kurve an der Stelle = {, offenbar zuge-

() ()
horig, so dall nach dem vorher gesagten

Kurve:

ax "
a x*
gilt, womit wir den Beweis unseres Satzes vollkommen erbracht haben.

§ 2. Die Metrik.

Satz 3. g[f'(¢), fi(t)] ist eine Kurve.
Der Beweis folgt unmittelbar aus I. A.

DeriNiTiON IV, Die Kurven g[f'(f), f'(f)] werden Kurven vom Typ a), die
Kurven g[f'(?), ' ()](f'=9") Kurven vom Typ b) genannt.

Betrachten wir eine Kurvenmannigfaltigkeit von 2n—2 Dimensionen,
bestehend aus Kurven vom Typ a), welche die Extremalmannigfaltigkeit eines
positiv-definiten reguldren Variationsproblems darstellt:®)

(b A LR g B of (A SRR i) |

Die Existenz einer solchen Mannigfaltigkeit ist offenbar gesichert, z. B.
konnen alle die x' linear in ¢ sein.

) Funktionen werden wir von nun an im allgemeinen durch die Buchstaben fi— xi
bzw. @i — ! bezeichnen; die Derivation nach ¢ wird durch einen Punkt, die Derivation
nach s durch ein Komma angedeutet.

D25
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Es sei F(x, ) eine Grundfunktion des erwdhnten Variationsproblem die
in den +* pozitiv homgen erster Ordnung ist. Wir nehmen an, daB F(x, »)
nach jeder der Verdnderlichen mindestens dreimal stetig differenzierbar ist.

In die gegebene Kurvenschar fiihren wir den durch die Gleichung

s— [ F(x(t), x(0)at

fI'I
definierten Wert s als neuen Parameter ein. Dann 146t sich das Gleichungs-
system®)

5

xi i xi(s’ al’ - a‘_n-?)
(B) X' = x5, ', ... a*?)
. aﬂn-ﬂ)

4

auf eine und nur eine Weise nach s, a',...a* ? auflosen, und zwar auf fol-
gende Weise: (S. z. B. ]. DoucGLas [2])

(2.1) X'=—2G'(x,x) Fix, x)=1,

wobei die Funktion G'(x, ) in »* positiv homogen zweiter Ordnung ist.
Wir setzen:

e i

il % F(x, v)

S a0
Satz 4.
L 3
2.2) N e L i
' nG =+ e —— def G, .
2| artax® ax"

BEWEIS. Das zur Grundfunktion F(x,x’) gehoriges Euler-Lagrangesches
Differentialgleichungssystem ist nimlich (s.z. B. DUSCHEK—MAYER, [3] 11.S.91)

(2.3) X ga(x, X')=—20n(x, X')

und aus (2.1) und (2. 3), sowie aus der Eindeutigkeit der Losung des Sys-
tems (B) folgt unsere Behauptung.

DeriNiTION V,. Die Kurven des Systems (B) nennen wir die Geodd-
tischen des Raumes.

V. A: Die Bogenlinge des durch die Parameterwerte t, und t, bestimm-
ten Teiles einer Kurve g[x'(f), x'(f)] vom Typ a) sei

fy
s= | F(x, X)at.
rl

") Die transformierten Funktionen werden durch dieselben Buchstaben bezeichnet!
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Satz 5. Man kann eine Funktion = v'(x) bestimmen, derart, dap die
zu einem beliebigen Anfangswert gehiorige Losung des Differentialgleichungs-
systems

a'x i 3 fak
a) _EST = —] Tk (x, i'.') X" x*
(2.4)
g, - e Al AP
il
eine Extremale der Grundfunktion

Q(x, (%), ¥)=[galx, v Ty
ist. In (2.4) ist (x, v(x), X) = [gar(x, v(x)) %7X7]

4k : g l \ ( A Adgin 0 G" ]
(%, v)gm = 2 ’ ax g gl +

+[d£}h LI d&m ﬁG’)_(’igi_i@L 1] Gr) f

[ 8x gv" At 5 i g g )\
und
Gi(x, v) = AL, (f '.).
J1
BEWEIS. Es sei die den Anfangswerten (x/, r)",i") entsprechende Losung
() (M (M

von (2.4)
C X' = Xx'(s)
( ) o — (S)

O. VARGA hat gezeigt, (O. VARGA [6].) dai man eine Funktion ¢ = +'(x)
konstruieren kann, fiir welche (C) entlang aufier (2.4) auch noch
avt i 1 oF

(2.5) ¢ lamban I Fox

erfiillt ist.
Indem wir das Euler-Lagrangesches Differentialgleichungssystem von
Q(x, v, X) bilden, erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2.5) und (2.4)

dﬂ i i ngien
(2 6) dsx‘-’_gik + l ."1'.2'-1'.'-\"'[ 2 = 0
Ist
(2.7) det |ga| =g +0,

dann bedeutet (2.6), daB die Kurve (C) eine Extremale des zur Funktion
Q(x, v, x) gehorigen Variationsproblems ist.
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Wir beweisen (2.7) in der folgenden schirferen Form:

Satz 6. Die Funktionen gua(x,v) sind die Koeffizienten einer positiv
definiten quadratischen Form.

BEwEIS. Wegen
. dF
ga(x, ) =F —5
und
aF
av*

iol

muss auch (2.7) gelten. Fiihren wir jefzt

s= | F(x, x)dt
fa

als neuen Parameter fiir die Geodétischen ein, so gilt ldngst derselben
(2.8) Fix, x)=1
d. h. das reguldre Variationsproblem von F(x, x") und dasjenige von F*(x, x’)
sind identisch. Fiir die Funktion F* bedeutet dies, daf der Ausdruck

ga X' X"
in den Hilfsvariablen X' definit ist. Wegen

ga(x, V)= F(x,v) >0,

ist nun dieser Ausdruck positiv definit, g. e. d.

DEerINITION V,. Die aus den Losungen des Differentialgleichungssystems
(2.4) gebildeten Kurven g[x'(¢), v'(f)] vom Typ b) nennen wir Quasigeodd-
tischen.”)

In vollkommener Analogie zur Forderung V,. A konnen wir auch fordern:

V.. A: Fiir eine beliebige Kurve q[x'(f), '(t)] vom Typ b) sei die Bogen-
ldnge zwischen den Parameterwerten t, und t, durch

ty
§= | l-'g.-;.(x, f') e def
gegeben. .
Satz 6,. /st die Grundfunktion F*(x, v) quadratisch in ', so ist die in
V, und V. bestimmte Bogenlinge s von den zur Kurve gehirigen Linienele-
menten unabhdingig.

7) Die quasigeodiitischen Kurven sind von O. Varca eingefiihrt worden. S. z. B.
0. Varaa [5].
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Es sei ndamlich
Fl(x, r‘) -—-——g.-;_.(x) r““f“‘,
dann gilt
2 1 g
o ?F

g &ulx)

und folgt aus V.. A die Behauptung des Satzes.

V1. A: Unter der ,Entfernung” zweier Linienelemente v und v verstehen
O @)
wir die untere Grenze der Bogenlingen der zu ihnen gehdrigen Kurven. Die

Bogenlinge soll zwischen den, den Linienelementen v und v entsprechenden
(1 (6
Parameterwerten genommen werden.
Der durch die Bedingung VI. A festgelegte Entfernungsbegriff geniigt
offenbar den drei Entfernungsaxiomen. (d(v,v)=0, d(vv)>0, fir v,

M () (1@ n
d(v n)+d(n, v) =d(vv)).
me @ () )

§ 3. Der tangentiale Vektorraum.

Jedem Linienelement des durch die Bedingungen I. A — VI. A charak-
terisierten lokalen metrischen Raumes konnen wir gewisse Vektorrdume
zuordnen.

DEerFINITION VI. Die an der durch den Parameterwert f bestimmter Stelle
einer Kurve g[x(f), v'(#)] betrachtete, durch die Derivierten x'(f) bestimmte
Grofie nennen wir den Tangentenvektor der Kurve. Der Tangentenvektor

wird durch X [a(f), ()] bezeichnet.
Es sei ein Linienelement o [x', /] gegeben. Wir betrachten die Gesamt-
() () (0)
heit der zu v gehorigen Kurven, unter Zugrundelegung derselben Parameter-
©)
darstellung. v soll fiir den Parameterwert #, zu diesen Kurven gehoren.
Q)
DerINITION VII. Sind X — X [q(#,)x'(£,)] und X — [q(t..)x (t[.)] zwei be-
m oo @ ()(’) @
liebige Tangentenvektoren, dann sei

1. x¥(t)=xi(t,) 2. v(t)=1v'(t) 3. xXi(t)= xi(t,)
) @ 0] (&) o (O]
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und ferner
IL X 4-X=X[q(t), XI(t)+%(@)]
m @ m @)

ML 2x =X[3(t), Ax‘(t)),
) )
wobei 4 eine beliebige Zahl bedeutet. Ist J'c"(t..)-[—.fc)(f(.) == (0, oder 4= 0, dann
0 @

sind die erhaltenen Vektoren Nullvektoren.

Satz 7. Die in dem Punkt t, genommenen Tangentenvektoren der zum

Linienelement v gehorigen Kurven bilden, unter Hinzunahme des Nullvektors,
()
einen n-dimensionalen Vektorraum, welchen wir durch i (v) bezeichnen.
()

BEwEIS. Auf Grund der Definition VII geniigt es zu zeigen, dali die zu

v gehorige Kurvenschar je eine Kurve enthdlt, deren Tangentenvektor Il bzw.
©

Il ist.") Man sieht sofort, daB
q [x*'(t)-}-x,-(t)—x"(r(.), "’i(t)]
(O] 2) )
bzw. e _ ‘ _
g[Ax (t)—(A—1)x' (1), ' (1)]
die gesuchten Kurven sind, so daB Wi(v) tatsdchlich einen Vektorraum

()
darstellt.
Wir betrachten die Kurven

a [x(@), (D],
) ()

wobei
‘ X! ik
x!. t e (n) 4 =f
(4)() (1‘4—{5)—!{-.:——!{

ist. Die sich ergebenden n Vektoren

e —eéfa, (0,...1,...0)]

PO (5 B € B OO N O
sind offenbar linear unabhingig.

Es sei x = x[a[x'(,), v"(f,)], X'(£,)] € M(v) ein beliebiger Vektor, dann ist
)
x =¢ x* (t,).
()

Damit haben wir den Beweis unseres Satzes vollendet.

*) Handelt es sich hier um Nullvektoren, so ist die Behauptung trivial.
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Die soeben eingefiihrten Vektorraume nennen wir kontravariante Vek-
torriaume. Die einzelnen Vektoren bezeichnen wir, auf die iibliche Weise,
kurzerhand durch ihre Komponenten &'(x, ).

Aus der Bedingung II. A und aus dem Satz 7 folgt, dafi ein Vektor
&(x,+) in +' homogen nullter Ordnung ist.

Auf Grund des Satzes 2 gilt fiir kontravariante Vektoren das Trans-
formationsgesetz:

X Lk
x> -

3.1 E—

Satz 8. Gilt fiir nin v (x, v) definierten Gréssen das Transformations-
(0) () (1)
gesetz (3. 1), so stellen diese einen kontravarianten Vektor dar.

Betrachten wir die Kurve
g[g;'r_&-tu'i'x[’ 'I(r)]
()

(0

so leuchtet unsere Behauptung sofort ein.

Zum Linienelement v kann der kovariante Vektorraum auf die iibliche
©
Weise (g (x, v)E(x, v)) eingefiihrt werden.
(n) (:l) (u) (u)

VII. A: Fiihren wir in der Gleichung einer Kurve g die Bogenlinge als
Parameter ein, dann sei die Linge des Tangentenvektors gleich 1.

Die Forderungen V,-A,V,-A und VII. A. geben AnlaB zur
DeriNiTION VIIL. Die Ldnge eines Vektors &(x, v) ist
| Fx, g fiir vE=¢ (r >0)
e | [ga(x, v)EE]" andernfalls.

Im ersten Falle sagen wir, dal die Richtung des Vektors mit derjenigen
seines Linienelementes iibereinstimmt.

Betrachten wir nunmehr eine beliebige Kurve g[x'(¢), +'(f)] und fiihren
wir die Bogenldnge als Parameter ein.

Es gelte auf Grund von (2.4) der Kurve g entlang

p O o e i L BE
@2 Fo'= = + Gi (x, v)x Fds U

Wie man leicht einsieht, ist &' ein Vektor.
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Ist die Kurve g vom Typ a), dann gilt, wie man leicht nachrechnet

(3.3) Za(x, X)o' x* =0,
Ist die Kurve ¢ vom Typ b) dann gilt hingegen
(3.4 Za(x, )2 =1,

Indem wir die Indentitdt (3.4) nach s derivieren und die Formeln des Satzes
5 beriicksichtigen, erhalten wir

(3.5) i (%, V)X XX + ga(x, v) Ti(x, v) X7 x ¥ +

1 aga(x,v) ., . e -
+?—0F——ﬂ)x xt =10,

Dies bedeutet, dal das ,skalare” Produkt des Tangentenvektors und der
Vektoren

(3.6) Qi —=x" 4 I'iix?i X + A (x, v) o X
verschwindet.")
In (3.6) ist
i _plogy .
AJI" Bl 2 vt g
g “'g,'; =dj,

0; bedeutet das Kroneckersche Symbol.
DErFINITION [X. Der Vektor o wird der erste Normalvektor der Kurven

vom Typ a), der Vektor £ der erste Normalvektor der Kurven vom Typ b)

genannt,
Auf Grund der Definition VIII. und von (3. 4) sowie (3.5) formulieren

wir die
DerINITION X. Der Cosinus des Winkels zwischen zwei Vektoren &(x, ¢),

7' (x, v) sei _
gr_k -Ef "I.

Ve.gl N
Nunmehr konnen wir zwischen den, der Kurve entlang definierten, Vek-
torriumen einen Zusammenhang herstellen.

DerFiNniTION XI,. Gilt fiir eine, zu einer Kurve g gehorige Linienelemen-
tenfolge (2.4)b., dann sprechen wir von einer parallelen Linienelementenfolge.

DefFINITION XI;. Gilt in (3.6) der Kurve entlang £2'==0, dann werden
die Tangentenvektoren parallel genannt.

cos (En<) =

%) Man kann durch eine einfache Rechnung beweisen, dafl 27 ein Vektor ist.
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DeriNiTION Xl;. Falls die Vektoren & einer Kurve entlang das folgende,
aus (3.6) abgeleitete Differentialgleichungssystem befriedigen

%3_ + IE X + Ajoix¥ =0

dann werden die Vektoren & lingst der Kurve parallel genannt.
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