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Uber die Begriindung der Kongruenztatsachen
der ebenen Geometrie.

Herrn Professor Otto Varga zum 50. Geburistag gewidmet
Von ]J. STROMMER (Budapest).

Einleitung.

J. MoLLErUP hat ein System von Kongruenzaxiomen angegeben,’) in
dem der einzige Grundbegriff die Streckenkongruenz ist.”) Die Axiome dieses
Systems sind erstens die drei Hilbertschen Axiome III 1, 2, 3;%) hierauf
stellen wir folgende Definition auf:

Die Dreiecke ABC und A,B,C, sind einander kongruent, in Zeichen:

_-'_I_. ABC: ,{':_ A|B|C1,
wenn samtliche Kongruenzen

ABEA1B;, ACEA1C1, BCEB}C]
erfiillt sind.
Die drei Hilbertschen Axiome IIl 4, 5, 6 werden nun durch die fol-

genden zwei ersetzt:

4. Es sei ein Dreieck ABC und eine Strecke A,C,=— AC gegeben; dann
gibt es zwei und nur zwei Punkte B, und B{, so dal}

NANABCG=NANABC und AABC=ANABC.

5. (Veroneses Axiom.) Es sei /1 ABC=—,/ A,B,(,; man tragt die
paarweise kongruenten Strecken AD und A, D, auf AB und A,B, (oder A,C))

1) Studier over den plane geometris aksiomer, Kobenhavn, 1903, sowie: Die Be-
weise der ebenen Geometrie ohne Benutzung der Gleichheit und Ungleichheit der Winkel,
Math. Ann. 58 (1903), 479—496.

%) Mit kleinen Abiinderungen wurde dasselbe Axiomensystem von B. Kerekjirtéd in
scinem Werke: Les fondements de la géométrie, Budapest, 1955, zu Grunde gelegt. Vgl.
S. 90 und S. 101.

%) Huwsert, Grundlagen der Geometrie 2. (Aufl.), Leipzig, 1903, S. 7—8. — Alle An-
gaben des folgenden beziehen sich auf diese (von Movierup beniitzte) Auflage.
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und AE und A,E, auf AC und A,C, (oder A,B,) ab; dann ist immer
DE=D\E,."%

J. MOLLERUP hat gezeigt, dali sich die Kongruenzsitze der ebenen Geo-
metrie auf Grund der ebenen Axiome der Verkniipfung und Anordnung, d. h.
der Axiome | 1—3 und II, aus den obigen fiinf Kongruenzaxiomen beweisen
lassen.

In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, da zu dem Aufbau der ebenen
Geometrie das obige vierte Axiom iiberfliissig ist, da s@mtliche Kongruenz-
tatsachen der ebenen Geometrie sich auch aus den Axiomen I 1—3, II,
Il 1—3 und aus dem obigen fiinften Axiom allein herleiten lassen.')

§ 1. Einfiihrung der Winkelkongruenz und Begriindung
der GroBenvergleichung der Winkel.

Wir setzen voraus, dass alle Punkte, die in den nachfolgenden Unter-
suchungen auftreten, in ein und derselben Ebene liegen, und legen den Un-
tersuchungen neben den Axiomen [ 1—3, II, Ill 1—3 und dem obigen
Axiom 5 die bekannten linearen Tatsachen der Kongruenz zu Grunde, die
aus den Axiomen IIlI 1, 2, 3 unter Heranziehung der Axiome [ 1—3 und
Il folgen. :

Die Kongruenz der Winkel wird in folgender Weise eingefiihrt:

Erklarung. Wir sagen: der Winkel ABC ist mit dem Winkel A’B'C’
kongruent oder gleich, in Zeichen:

JABC=<gA'BC,

wenn es auf den Schenkeln BA, B’A’, BC, B'C’ Punkte D, D', E, E’, derart
gibt, daB die Kongruenzen

BD=B'D, BE=BE DE=DF
erfiillt sind.”)
1) Diese Tatsache ist zuerst von G. Veronese in seinem Werke: Grundziige der Geo-
metrie (deutsch von A. Scuerp), Leipzig, 1894, als Axiom hingestellt. Vgl. Ax. V auf S. 260.
‘) (Zusatz bei der Korrektur:) Herr P. Szisz machte mich kiirzlich in
liebenswiirdiger Weise aufmerksam, daB die obige Reduktion schon in den Arbeiten von
I. L. Dorron (Ann. of Math (2) 29 (1927/28), 229—231) und H. G. Foroer (J. London
Math. Soc. 22 (1947), 268—275) durchgefiihrt wurde. Meine Arbeit unterscheidet sich aber
wesentlich von diesen, bei welchen der Kern des Beweises in dem Nachweis der Existenz
des Streckenmittelpunktes besteht.
) Die oben gegebene Erklirung der Gleichheit von Winkeln entspricht dem Ver-
fahren, mit dem in der Praxis und auch in den geometrischen Konstruktionen die Gleich-
heit der Winkel auf Grund der von Strecken festgesetzt wird.
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Auf Grund der Reflexivitit, der Symmetrie und der Transitivitit der
Streckenkongruenz folgt aus der obigen Erkldarung die Reflexivitit, die Sym-
metrie und die Transivitit der Winkelkongruenz, d. h. die Giiltigkeit der Sitze:

Fiir einen beliebigen Winkel (h, k) ist stets

JI(h,k)y=<c(h, k) und <c(h,k)=<(k, h);

wenn
< (h k) =< (I, k),
so ist auch
S(W, K)=<(h, k);
wenn

S(h k)=<(W,K) und <0, K)=<(h", k")
ist, so ist auch
< (h, K)=<x(h", K").
Auf dhnliche Art folgt aus dieser Erklirung das Axiom III 5. Dieses

Axiom lautet wie folgt:
Wenn ein Winkel (&, k) sowohl dem Winkel (#’, k) als auch dem Winkel

(h”, k”) kongruent ist, so ist auch der Winkel (#, k) dem Winkel (&”, k")
kongruent, d. h. wenn

S, k=<0, k) und <h k=", K")

ist, so ist auch stets
S, K)y=<(h", k”).

Daraus ergibt sich weiter, daf die Formeln
(=<, k), <x(h k)y=<x(K, ),
Ak )=, k), <k h)y=<(K,FI)
gleichbedeutend sind.

Durch Anwendung des 5. Axioms beweisen wir ferner leicht die folgende
wichtige Tatsache (HILBERTs Satz 12):

Wenn zwei Winkel einander kongruent sind, so sind auch ihre Neben-
winkel einander kongruent.

Eine unmittelbare Folgerung aus dem obigen Satz ist der Satz von der
Kongruenz der Scheitelwinkel.

Auf dhnliche Weise gelangen wir zu folgender Tatsache (HILBERTS
Satz 14):

Es seien einerseits 4, k,[ und andererseits &', k’, ' je drei von einem
Punkte ausgehende Halbstrahlen derart, daf irgend zwei von den Halbstrahlen
h, k, | einerseits, und h',k',l" andererseits nicht derselben Geraden angehiren:
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wenn dann die Kongruenzen
I, D=<,l) und <Xk =<K, 1)

erfillt sind, und wenn [ und ' gleichzeitig entweder im Inneren, oder im
Aperem des Winkels bzw. <x(h, k), <((I', k) verliuft, so ist stets auch

2 (h, k)= (K, k).
Wir sind nunmehr im Stande, die Grofenvergleichung der Winkel zu
begriinden.

Erkldrung. Es seien irgend zwei Winkel <ABC und <<A’B'C’ vor-
gelegt. Wenn es im Inneren des Winkels A’B’C" einen Punkt P’ gibt, so daf

JA'BP'=9ABC

ist, so sagen wir: der Winkel A'B'C’ ist griofer als der Winkel ABC, oder
der Winkel ABC ist kleiner als der Winkel A’B'C’; in Zeichen:

JA'BC'>ABC und <ABC<<A'BC.

Wir erkennen leicht, dal die GroBenvergleichung der Winkel fransitiv
ist, d. h. aus jeder der drei Voraussetzungen

1. e>8,8>y; 2. a>8,8=y; 3. a=4g8>y
folgt
@>7.

Aus den obigen Tatsachen der Kongruenz folgt nicht unmittelbar, dal
fiir zwei Winkel ¢ und # mindestens einer der drei Beziehungen
alp, a>8 =g

besteht oder, dab hdchstens einer dieser Beziehungen erfiillt ist.
Auf Grund unserer Definition der Kongruenz der Dreiecke folgt wei-
terhin noch folgender Satz:

Erster Kongruenzsatz fiir Dreiecke: Wenn fiir zwei Drei-
ecke ABC und A’B'C’ die Kongruenzen

AB=AB, AC=AC, QA=A
gelten, so bestehen auch die Kongruenzen
BC=PBC, 94B=4B, 4C=qC.

Dieser Satz enthidlt als Teil HILBERTs Axiom III 6.
Ebenso leicht gelangen wir zu dem Satze von der Kongruenz der Basis-
winkel <tA und <B im gleichschenkeligen Dreiecke ABC.

¢) Die kursiv gedruckten Worte in der Abfassung dieses Satzes fehlen bei Hilbert.
Es ist ersichtlich, dall ohne diese Erginzung der Satz 14 im Allgemeinen nicht gilt.
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§ 2. Beweis des Satzes iiber die Gleichheit der rechten Winkeln.

Wir schicken einige Hilfsdtze iiber Anordnungstatsachen voran, die wir
hier nicht beweisen.”)

Hilfsatz A. Der Punkt A gehért dann und nur dann dem Inneren
des Winkels (4, k) an, wenn A nicht auf dem Schenkel 2 oder k liegt, und
wenn sowohl A und &, als auch A und A auf derselben Seite der Geraden
liegen, der h bzw. k angehort.

Hilfsatz B. Wenn A, B Punkte auf den Schenkeln 4, ¥ des Winkels
(h, k), und P ein Punkt innerhalb der Strecke AB ist, so liegt P im Inneren
des Winkels (A, k).

Hilfsatz C. Wenn ein Punkt A eines von O ausgehenden Halb-
strahles @ im Inneren des Winkels der beiden von O ausgehenden Halb-
strahlen & und k liegt, so liegen auch alle Punkte von a im Inneren des
Winkels (A, k); in diesem Falle sagen wir: der Halbstrahl a liegt im Inneren
des Winkels (A, k).

Hilfsatz D. Wenn A, B Punkte auf den Schenkeln A, k des Winkels
(h, k) sind, dann hat der Halbstrahl /, der vom Scheitel O des Winkels
(h, k) ausgeht und im Inneren dieses
& Winkels liegt, mit der Strecke AB immer
einen Punkt gemein.
D Auf Grund der im vorigen Paragra-
phen gefundenen Tatsachen beweisen wir
zuerst folgenden Satz (Umkehrung des

Basiswinkelsatzes) :
A , B Wenn in einem Dreieck ABC die
> Winkel <<ABC und <xBAC untereinan-
Fig. 1. der kongruent sind, so sind auch die Sei-

ten AC und BC einander kongruent.

Bewels. Nehmen wir im Gegenteil an, es wire etwa AC kleiner als
BC, und bestimmen wir auf der Strecke BC den Punkt D, so dal AC=BD
wird, so stimmen die beiden Dreiecke ABD und BAC in zwei Seiten und
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel {iberein; nach dem ersten Kongru-
enzsatze fiir Dreiecke sind mithin auch die beiden Seiten BC und AD und
die beiden Winkel <<ABC und <<BAD cinander kongruent. Wegen der
Transitivitit der Winkelkongruenz erweisen sich auch die beiden Winkel

7)“Die Beweise dieser Hilfsitze befinden sich z. B. in A. Rosextuar, Vereinfachungen
des Hilbertschen Systems der Kongruenzaxiome, Math. Ann. 71 (1912), 257—274,
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<<BAD und <<BAC untereinander kongruent. Bestimmen wir dann auf der
Strecke AD den Punkt E, so dafi BD=AE wird, so ist auch AC= AE
und, da iiberdies die Winkel <tBAC und <ctBAD kongruent sind, so folgt
wiederum aus dem ersten Kongruenzsatz fiir Dreiecke die Kongruenz BC = BE.
Durch Anwendung der Hilfsitze B, C,D schliefen wir nun leicht, dafi die
Gerade CE mit der Strecke AB einen Punkt F gemein hat, der auferhalb
der Strecke CE liegt. Die beiden Strecken CF und EF miissten mithin
einander kongruent sein, da in den beiden Dreiecken FAC und FAE die
Winkel bei A und die Seiten AC und AE kongruent sind, und die Seite
AF beiden Dreiecken gemeinsam ist; dies ist aber nicht moglich, da nach
Axiom III 1 eine jede Strecke auf einer gegebenen Seite einer gegebenen
Geraden von einem gegebenen Punkte nur auf eine Weise abgetragen werden
kann. Damit ist der Beweis fiir unserem Satz erbracht.

Auf Grund der Transitivitit der Winkelkongruenz folgt weiterhin aus
HiLBERTs Satz 12 der folgende

Hilfsatz I. Es sei der Winkel (A, k) dem Winkel (4, k") kongruent:
wenn dann <(h, k) ein rechter Winkel ist, so ist auch stets < (&, k') ein
rechter Winkel.

Auf Grund der Umkehrung des Basiswinkelsatzes gelingt nun der Nach-
weis der folgenden einfachen Tatsache:

Hilfsatz Il. Wenn a irgendeine Gerade ist, so gibt es immer eine
Gerade b, so dafi die beiden Geraden a und & auf einander senkrecht

stehen.”)

BEwEIS. Wiihlen wir zwei Punkte A,B auf der Geraden a und einen
Punkt P dulierhalb dieser Geraden, und bestimmen wir auf den Halbstrahl
AP den Punkt C, so dass AB=AC wird, so sind die Winkel <<ABC und
<IBCA einander kongruent. Bestimmen wir dann auf den Strecken AB und
AC die Punkte B, C" derart, daB die Kongruenz BB = CC’ erfiillt ist, so
folgt nach Axiom 5 die Kongruenz der Dreiecke BCB’ und BCC’, und
hieraus die Kongruenz der Winkel <<BCB’ und <cCBC’. Auf Grund der
Hilfsdtze B, C, D schliessen wir leicht, dal die Strecken BC' und CB’ einen
Punkt D gemein haben. Wegen der Kongruenz der Winkel <tBCB’ und
<< CBC(’ folgt nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes, daB die Strecken
BD und CD einander kongruent sind. Durch Anwendung der Hilfsdtze
B, C, D ergibt sich, daB der Halbstrahl AD mit der Strecke BC einen Punkt

§) Die Erkldarung auf einander senkrechter Geraden geschieht in der iiblichen Weise:
Zwei Geraden a, b mit einem gemeinsamen Punkt O heiBien aufeinander senkrecht, wenn
es auf den Geraden a,b von O verschiedene Punkte A, B gibt derart, daB der Winkel
AOB ein Rechter ist.
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E gemein hat. Wegen der Kongruenzen
AB=AC und BD=CD

folgt nach Axiom 5, dall auch die Strecke BE der Strecke CE kongruent
ist, und mithin sind die Winkel <TAEB und <TAEC einander kongruent,
d.h. <AEB, <sAEC sind rechte Winkel. Bestimmen wir auf den Halb-
7 strahlen BC und BA die Punkte
F, G, so daB die Kongruenzen

BA=BF und BE=BG

C erfiillt sind, so folgt nach dem
ersten Kongruenzsatz fiir Dreiecke
die Kongruenz der Winkel <<AEB
und << FGB, und da der Winkel
AEB ein rechter Winkel ist, so

E lehrt Hilfsatz I, oafi auch der
Winkel FGB ein rechter Winkel
sein mufl; hieraus ergibt sich die
Behauptung des Hilfsatzes Il

B Aus dem Beweis des Hilf-
. satzes Il folgt weiter die Exis-
Fig. 2. tenz der Winkelhalbieren-

den, d. h. die folgende Tatsache:

Es sei ein Winkel (h, k) vorgelegt; dann gibt es immer einen Halb-

strahl /, der vom Scheitel des Winkels (4, k) ausgeht und im Inneren dieses

Winkels verlauft, derart, daff die Kongruenz

<<(h, h=<(l, k)

erfiillt ist.
Aus den Eigenschaften der Grossenvergleichung von Strecken schliefien
wir weiterhin leicht den folgenden einfachen

Hilfsatz Ill. Wenn A, B zwei Punkte sind, so gibt es auf der Geraden

AB hichstens einen Punkt O, so dall die Kongruenz
OA=O0B

erfiillt ist.

Wir sind nunmehr im Stande, den folgenden wichtigen Satz zu beweisen :

Wenn O ein Punkt auf einer Geraden a ist, so gibt es durch den
Punkt O eine und nur eine Gerade b, so dass die beiden Geraden a und b
auf einander senkrecht stehen.

BEWEIS. . Existenz. Nach Hilfsatz 1 gibt es eine Gerade a’, so daf die
Geraden a und a” aufeinander senkrecht sind; unter der Voraussetzung, daB die
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Geraden @ und @' einen von O verschiedenen Punkt P miteinander gemein
haben, wihlen wir auf der Geraden @’ dufierhalb der Geraden a einen Punkt
A, und bestimmen auf der Geraden a’ den Punkt B, so dall P zwischen A
und B liegt, und iiberdies die Kongruenz AP— BP erfiillt ist. Da in den
beiden Dreiecken AOP und BOP nach Voraussetzung

JAPO=<BPO und AP=BP

ist, und die Seite OP beiden Dreiecken gemeinsam ist, so folgt nach dem
ersten Kongruenzsatze fiir Dreiecke die Kongruenz der Winkel <AOP und
<xBOP. Es sei nun <t AOC der Nebenwinkel des Winkels AO B; bestimmen wir
dann im Inneren des Winkels AOC einen Punkt Q, so dass <A0Q=<=C0OQ
wird, so ist OQ die gesuchte Gerade &. In der Tat, aus dem Satze der
Kongruenz der Scheitelwinkel folgt auf Grund der Transitivitit der Winkel-
kongruenz, daB der Winkel AOP dem Scheitelwinkel COR des Winkels
BOP kongruent sein muli; hieraus ergibt sich nach Satz 14, daf der Winkel
POQ dem Winkel ROQ kongruent ist.

Il. Eindeutigkeit. Es sei <<AOB ein rechter Winkel; wir bestimmen
auf der Geraden AQ, BO die Punkte A’, B’ derart, da O einerseits zwi-
schen A und A’ und andererseits zwischen B und B’ liegt und {iberdies die
Kongruenzen 2

OA=0A" und OB=O0P b y
erfiillt sind; dann sind die Dreiecke ABA" und /

AB'A’ einander kongruent. Wir nehmen im Ge- C
gensatz zu unserer Behauptung an, dall es durch

den Punkt O eine von OB verschiedene Gerade

b gibt, so dali die beiden Geraden AO und b A 2
aufeinender senkrecht sind; dann hat nach Axiom 0 |0
Il 4 die Gerade b entweder mit der Strecke AB
oder mit A’B einen Punkt C gemein; es treffe \

etwa die erstere Moglichkeit zu; dann sind nach
Voraussetzung in den beiden Dreiecken AOC und
A’OC die Winkel bei O und die Seiten OA und B’

O A’ einander kongruent und, da iiberdies die Seite

OC beiden Dreiecken gemeinsam ist, so folgt Fig. 3.

nach dem ersten Kongruenzsatze fiir Dreiecke die

Kongruenz jener Dreiecke, d. h. die Kongruenz AC=—A'C. Bestimmen wir
nun auf der Strecke AB’ den Punk C’, so dai AC=AC" wird, so ist nach
Axiom 5 A'C=A'C’, und mithin, wegen der Transitivitit der Streckenkon-
gruenz, auch AC'=A'C’; hieraus ergibt sich die Kongruenz der Dreiecke

Ly 26
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ACC’ und A'CC’. Nach Hilfsatz D hat der Halbstiahl AO mit der Strecke
CC’ einen Punkt O gemein. Da nach Hilfsatz B der Punkt C’ im Inneren des
Winkels ABO liegt, so liegt auch O’ innerhalb dieses Winkels, mithin sind
O, O von einander verschiedene Punkte. Wegen der Kongruenz der Dreiecke
ACC’ und A’CC’ miifiten aber nach Axiom 5 die beiden Strecken O’'A und
O’ A’ einander kongruent sein; dies ist aber nict moglich, da man nach Hilfs-
satz Il auf der Geraden AA’ hochstens einen Punkt O derart finden kann,
daBb die Kongruenz OA== QA" erfiillt ist. Damit ist der Beweis fiir unserem
Satz vollstindig erbracht.

Wir sind nunmehr im Stande HILBERTs Satz 15 zu beweisen. Dieser
Satz lautet:

Alle rechten Winkel sind einander kongruent.

Zu dem Zwecke beweisen wir zundchst folgende Tatsache, die ein be-
sonderer Fall des Satzes ist:

Zwei Winkel, von denen je ein Schenkel derselben Geraden angehort
und die anderen Schenkel je einer Geraden, die zu dieser Geraden sen-
krecht stehen, sind miteinander kongruent.

BEweEIs. Wir bezeichnen die Scheitel der Winkel mit A, B und wihlen
auf den durch A und B gehenden und auf die Gerade AB senkrechten Ge-
raden auf verschiedenen Seiten der Geraden AB resp. die Punkte C und D,
so dass AC=BD wird; dann hat die Strecke CD mit der Gerade AB einen
Punkt O gemein. Wenn C" und D’ Punkte auf der Geraden bzw. AC, BD
sind, so daB A zwischen C und C’, ferner B zwischen D und D’ liegt, und
iiber dies die Kongruenzen

AC=AC und BD=BD

erfiillt sind, so sind die Dreiecke OAC und OAC, ferner die Dreiecke
OBD und OBD' miteinander kongruent, da nach Voraussetzung die Kon-
gruenzen

JOAC=<90AC und <OBD=<O0OBD

gelten. Wenn dann D, und D{ Punkte auf dem Halbstrahl bzw. OC, OC’
sind derart, dab

OD=0D, und OD =O0D;

wird, so folgt nach Hilberts Satz 14, daB die beiden Dreiecke ODD’ und
O D, D; einander kongruent sind, da der Winkel AOC seinem Scheitelwinkel
BOD kongruent ist, und mithin auch die beiden Winkel <<AOC’ und
JIBOD’ einander kongruent ausfallen.

Nach Hilfsatz B hat die Strecke D,D; mit dem Halbstrahl OA einen
Punkt A" gemein; wenn dann A’ mit dem Punkt A zusammenfillt, so folgt
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nach Hilfsatz I, dai <<OAD, ein rechter Winkel ist, und mithin D, auf
dem Halbstrahl AC liegt; hieraus ergibt sich unsere Behauptung. Wenn A
und A’ verschiedene Punkte sind, so liegt entweder D, zwischen O und C,
oder C zwischen O und D,; nehmen wir nun an, es treffe etwa die erstere
Méglichkeit zu, so liegt auch D] zwischen O und C'. Aus den linearen Tat-

Fig. 4.

sachen der Kongruenz kann nun leicht die Kongruenz CD,=C'D; ge-
schlossen werden; ferner folgt aus den Kongruenzen

AC=A(C, AC=BD, BD=BD

nach Axiom IIl 3 die Kongruenz CC’'—DD’; nun war aber das Dreieck
ODD’ mit dem Dreiecke OD,D; kongruent und somit miissen auch die
Strecken CC” und D, D; miteinander kongruent sein; hieraus erweisen sich
die Dreiecke CC'D, und D;D,C’ untereinander kongruent. Bestimmen wir
dann auf der Geraden OC den Punkt O,, so dall C zwischen D, und O,
liegt, und tiberdies die Strecken OC’ und O,D, einander gleich sind, so ist
nach Axiom 5 OD,=C'0O,, und mithin sind die Dreiecke C'OD, und
D, 0,C" untereinander kongruent, d. h. es ist auch der Winkel C'OO, dem
Winkel C"O,0 kongruent und somit miifite nach der Umkehrung des Basis-
winkelsatzes auch die Strecke OC’ der Strecke C’'O, kongruent sein; das ist
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aber nicht moglich, weil aus den Beziehungen

OD,<0C, 0OD,=C0,, 0oC=0C
die Beziehung
Co,<oC
folgt.

Hiermit ist der Beweis des Satzes 15 fiir den obigen besonderen Fall
erledigt.

Nunmehr kehren wir zu dem allgemeinen Fall zuriick. Vorausgesetzt,
dal die durch irgendeinen Schenkel des einen rechten Winkels gehende Ge-
rade a mit der durch einen Schenkel des anderen rechten Winkels gehende
E Gerade b einen Punkt C gemein hat,

b tragen wir die einander kongruenten

/ Strecken CA und CB auf die Gerade

B a bzw. b ab, und bestimmen auf der
Strecke AB den Punkt D, so dass
H << ACD= < BCD wird, dann sind we-
gen der Kongruenz der Dreiecke ACD
und BCD die Kongruenzen

AD*=BD, <ADC=<BDC,

c 7 <CAD=<CBD
\ erfiillt. Bestimmen wir nun auf den
6

Halbstrahlen AB und AC die Punkte
bzw. E,F, so dass die Kongruenzen

AC=AE und AD=AF

erfiillt sind, so sind die Dreiecke ACD und AEF einander kongruent, da
in den beiden Dreiecken die Winkel bei A und die anliegenden Seiten ent-
sprechend kongruent sind, mithin auch die beiden Winkel <<fADC und
<1 AFE einander kongruent sein miissen und, da iiberdies <r A DC ein rechter
Winkel ist, folgt nach Hilfsatz I, daB auch <<AFE ein rechter Winkel sein
mufl. Bestimmen wir ferner auf den Halbstrahlen BA und BC die Punkte
bzw. G, H, so dal}

Pig. 5.

AE=BG und AF=BH

wird, so erweisen sich die Dreiecke AEF und BGH wegen der Kongruenz
der Winkel <BAC und <cABC, untereinander kongruent, d.h. es ist die
Kongruenz <tAFE=<BHG erfiillt und, da <<AFE ein rechter Winkel ist,
so folgt nach Hiifsatz I, dali auch <tBHG ein rechter Winkel sein mufi;
hieraus ergibt sich leicht mit Hilfe der oben dargelegten Tatsache die Kon-
gruenz der beiden gegebenen rechten Winkel.
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Auf dhnliche Art beweisen wir den vorliegenden Satz im Falle, wenn
keine durch einen Schenkel des einen gegebenen rechten Winkels gelegte
Gerade die Geraden durch die Schenkeln des anderen gegebenen rechten
Winkels schneidet,”) mittels Betrachtung eines beliebigen rechten Winkels,
der einen Schenkel hat, der mit einem der Schenkeln der gegebenen rechten
Winkel je einen Punkt gemein hat.

Hiermit ist der Beweis fiir Hilberts Satz 15 vollstindig erbracht.

§ 3. Méglichkeit und Eindeutigkeit der Winkelabtragung.

Aus den Uberlegungen der vorigen Paragraphen folgt unmittelbar die
Maglichkeit der Winkelabtragung.

Es sei namlich ein Winkel (4, k) und eine Gerade a’, sowie eine be-
stimmte Seite von a” gegeben, und es bedeute i’ einen Halbstrahl der Ge-
raden a’, der vom Punkte O’ ausgeht. Wir bestimmen einen vom Scheitel
des Winkels (#, k) ausgehenden Halbstrahl /, der mit & auf derselben Seite
der durch /2 gehenden Geraden liegt, und einen von O’ ausgehenden Halbstrahl /'
auf der gegebenen Seite der Geraden a” derart, dall <t(h,[) und <t (%', I') beide
rechte Winkel sind. Unter der Voraussetzung, dali <t (A, k) ein spitzer Winkel, d.h.
kleiner als <1 (A, 1) ist, folgt auf Grund der Gleichheit der rechten Winkel aus der
Transitivitit der Grofienvergleichung der Winkel, dal < (A, k) < <t (R, I') ist,
und somit gibt es nach Erklirung der Begriffe , grofier” und ,kleiner” einen
von O ausgehenden und (nach Hilfsatz C) im Inneren des Winkels (&', I')
verlaufenden Halbstrahl &', so dafi <r(h, k) =—=<c(R’, k') ist;"") nach Hilfsatz A

9) Aus der elementaren hyperbolischen Geometrie ist folgende Tatsache bekannt:
i 4
wen der Winkel II(p) < 5 ist, so gibt es eine Strecke p, so dass II(p) der Parallelen-

winkel der Strecke p ist. Es sei nun g eine Gerade der hyperbolischen Ebene und P ein
Punkt auf ihr; es sei ferner O ein Punkt des im Punkte P auf dieser Geraden errichteten

Iz i : )
Lotes derart, dass fiir die Strecke OP=p Il (p)— n ist, und ferner sei Q' ein Punkt

der Geraden OP, so dali P zwischen O und O’ liegt und iiberdies die Strecken OP und
OFP' einander gleich sind. Wenn dann /i und k je ein Halbstrahl der zu g parallelen ver-
schiedenen Geraden durch O sind, die von  ausgehen, sowie " und &’ je ein Halbstrahl
solcher Geraden durch O, die von O’ ausgehen, so sind <I(h, k) und <y (h', k") rechte
Winkel derart, dalb keine Gerade durch irgendeinen Schenkel des einen Winkels die Ge-
raden durch die Schenkel des anderen Winkels schneidet.

1) Wir heben hervor, daf man in der Grundlegung der Geometrie unter ,,Winkel-
abtragung” nicht ein Konstruktionsverfahren versteht, sondern nur die Tatsache, dafi es
ecinen Halbstrahl k" gibt, der auf einer gegebenen Seite von a’ liegt, und dabei der Winkel
(h, k) dem Winkel (&', k') kongruent ist. Es wire auf Grund der obigen Entwicklungen
nicht schwer fiir die Winkelabtragung auch eine Konstruktion zugeben.
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liegen dann alle inneren Punkte des Winkels (4, k') auf der gegebenen Seite
von a’.

Aus der obigen Entwicklung folgt nach HiLBERTs Satz 12 die Moglichkeit
der Winkelabtragung auch fiir stumpfe Winkel.

Um nun die Eindeutigkeit der Winkelabtragung zu beweisen, betrachten
wir den Halbstrahl & der beliebigen Geraden a, der vom Punkte O aus-
geht; wir nehmen an es wiéren k und k" zwei Halbstrahlen die vom Punkte
O ausgehen und auf ein und derselben Seite der Geraden a verlaufen, und
tiberdies der Winkel (#, k) dem Winkel (A, k') kongruent wire; wenn dann
der eine der Winkel <x(h, k), <i(h, k') ein spitzer Winkel ist, so ist nach
der Transitivitat der Grolienvergleichung
der Winkel auch der andere Winkel
ein spitzer Winkel. Wir nehmen an,
daB die beiden Winkel <(h, k) und
<x(h, k') spitze Winkel sind. Von den
Halbstrahlen k, k* fdllt entweder & in
das Innere des Winkels (A, k), oder k

q ,. e in das Innere des Winkels (4, k); es
0 !3 0 treffe etwa die erstere Moglichkeit zu.
i Wir tragen <¢(h, k) an den Halbstrahl

< | h an, so dab k& und der entstehende

' Schenkel £ auf verschiedenen Seiten

7 i \k" der Geraden a liegen, und bestimmen

dann auf den Schenkeln k& und £” die

Fig. 6. Punkte A, A” derart, daB OA-—0OA”

wird. Nach Hilfsatze A und C folgern

wir leicht, dall der Halbstrahl & mit der Strecke A A” einen Punkt B gemein
hat. Wegen der Kongruenz der Dreiecke AOB und A”OB wird <<OBA~—<OBA”,
d.h. < OBA ist ein rechter Winkel. Bestimmen wir auf der Geraden a einen
Punkt O', so daf B zwischen O und O liegt, und iiberdies die Strecken OB
und O'B einander kongruent sind, so hat nach Voraussetzung und Hilfsatz D
der Halbstrahl k* mit der Strecke AO’ einen Punkt A’ gemein. Da ferner
<<OBA ein rechter Winkel ist und somit die Winkel <OBA und <<O'BA
einander kongruent sind, so folgt nach dem ersten Kongruenzsatz fiir Dreiecke,
daB auch die Winkel <AOB und < AO’'B einander kongruent sind. Wegen
der vorausgesetzten Gleichheit der Winkel <AOB und <TA'OB wird auch
der Winkel A’OB dem Winkel A’O’B kongruent und somit ist nach der
Umkehrung des Basiswinkelsatzes OA'= O’'A’; so erweisen sich die Dreiecke
A'OB und A'O’B untereinander kongruent, d.h. es sind die Winkel
< OBA’ und < O'BA’ einander kongruent, und somit miite auch <t OBA’
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ein rechter Winkel sein; das ist nicht moglich, weil wir nach den Entwicklungen
des vorigen Paragraphen im Punkte B zur Geraden a nur eine Senkrechte
errichten konnen; hieraus ergibt sich nach der Transitivitit der Winkel-
kongruenz unsere Behauptung.

Ist <r (h, k) und somit auch < (A, k') ein stumpfer Winkel, so wird eine
Abdnderung dieses Schluliverfahrens notwendig, die leicht ersichtlich ist.

Hiermit haben wir auch das Axiom Il 4 als Satz bewiesen, und damit
ist die Moglichkeit des Aufbaues der ebenen Geometrie ohne Hilfe des
vierten Axioms gezeigt.

Zum Schlusse spreche ich Herrn Prof. O. VARGA fiir seine wertvollen
Ratschldge, die er mir beim Lesen des Manuscriptes erteilt hat, auch an
dieser Stelle meinen besten Dank aus.

(Eingegangen am 12. Mai 1959.)



