Uber ein Problem von H. Busemann.

Herrn Professor Otto Varga zum 50. Geburtstag gewidmet.
Von ]J. SZENTHE (Budapest).

1. Die ersten Untersuchungen, die die Charakterisierung der euklidischen
Rdaume im Kreise der metrischen Raume bezweckten, stammen von K. MENGER.
In seinem Buch “The Geometry of Geodesics™') stellt H. BUSEMANN Unter-
suchungen {iber Finslersche Rédume an. In diesen Rdumen gelangt er aus-
gehend von den metrischen Raumen durch schrittweise Hinzufiigung weiterer
Axiome.

In dieser Arbeit beniitzen wir einige von BUSEMANN herriihrende Axiome.
Wenn R ein metrischer Raum ist, und wu(x, y) den Abstand der Punkte x,y
dieses Raumes bedeutet, dann sind diese Axiome die folgenden:

Al. Axiom der Konvexitit: Sind x und y verschiedene Punkte von R,
so gibt es einen weiteren Punkt z von R, so daB wu(x, 2)+re(z, ) =u(x, »).

A2. Axiom der Moglichkeit der lokalen Verlingerung : Ist p ein Punkt
von R, so gibt es eine Zahl o(p)>0 so, dall zu Punkte x,y von R mit
u(x, p)<o(p), u(y,p)<o(p) ein weiterer Punkt 2z von R existiert, fiir den
w(x, )+ u(y, 2)=n(x, 2) gilt.

A3. Axiom der endlichen Kompaktheit : Jede beschrinkte und unendliche
Teilmenge des Raumes R hat mindestens einen Haufungspunkt in R.

BUSEMANN definiert folgender Weise die geoditische Linie eines met-
rischen Raumes:

E1. Eine Teilmenge G eines metrischen Raumes R heisst eine geoda-
tische Linie dieses Raumes, wenn eine eindeutige lokalisometrische Abbildung
x — x(¢) der Zahlengeraden auf G existiert. Die Abbildung heiit lokaliso-
metrisch, wenn es zu jedem ¢, eine Zahl #(f)>0 von der Art gibt, dal
u(x(t), x(t)) = t,—t.| gilt, wenn |t,—1,| <&(t), t.—1t| <#(f) sind.

1) H. Busemans, The geometry of geodesics, New York, 1935.
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Die gerade Linie eines metrischen Raumes definiert BUSEMANN folgender
Weise :

E2. Eine Teilmenge F eines metrischen Raumes R, heifit gerade Linie
des Raumes, wenn es eine eindeutige Abbildung x - x(f) der Zahlengeraden
auf F gibt, die isometrisch ist, d. h. u(x(t,), x(t.))=|t,—¢,| fiir alle ¢, ¢, gilt.

Mit BuseManns Untersuchungen hingt folgender grundsatzlicher Satz
von K. MENGER®) eng zusammen: wenn x und y Punkte eines kompakten
metrischen Raumes R, der konvex ist, sind, dann gibt es eine Teilmenge S
des Raumes R, die x und y enthdlt, und die ein isometrisches Bild einer
Strecke der Zahlengeraden ist.

BusemANN bewies den folgenden Satz: Sind a und & Punkte eines
metrischen Raumes R, in dem die Axiome Al, A2, A3 gelten, dann gibt
es in diesem Raum eine geodatische Linie, die die Punkte a und b enthilt.

Im Anhang seines Buches stellt BuSEMANN die folgende Frage:

P1. Fallen die geodidtischen Linien eines metrischen Raumes R, in dem
die Axiome A1, A2, A3 gelten, und in A2 o(p)=-~ ist, mit den geraden
Linien zusammen ?

Ein Gegenbeispiel zeigte uns, dafi die Antwort auf die obige Frage
von BUSEMANN zu verneinen ist. In dem erwdhnten Gegenbeispiel, kam ein
Minkowskischer Raum vor, dessen Eichfliche singuldre Punkte besaB. Im
Anschlufl an dieses Gegenbeispiel hat O. Varaa folgende Frage gestellt:

P2. Ist es moglich Minkowskische Rdume mit solchen geodétischen
Linien, die keine geraden Linien sind, durch Singularititen seiner Eichfliche
zu charakterisieren ?

In 2. beweisen wir einen Satz, der P2 und auch P1 beantwortet. In 3.
geben wir eine Einteilung der Minkowskischen Riume, die sich hauptsdchlich
auf ihre geoddtischen und geraden Linien bezieht.

Im n-dimensionalen affinen Raum A, definieren wir mit Hilfe einer
konvexen und beziiglich des Punktes o des Raumes A, zentralsymmetrischen
Fliche ¢ auf bekannter Weise einen Minkowskischen Raum M. Sind a und
b Punkte von Al, so bezeichne »(a,b) ihren Abstand in M. Sind a und b
verschiedene Punkte von A,, so ist ab die Gerade, die sie in A, bestimmen.
Sind @ und & Punkte von A,, so bezeichne S(a, b) die von ihnen in A, be-
stimmte geschlossene Strecke. Im Falle a -~ b ist S(a, b)) mit dem Punkt a —b
identisch. Sind @ und & zwei verschiedene Punkte von A,, so bestimmt der
Punkt @ auf der Geraden ab zwei geschlossene Halbstrahlen; H(a, b) ist der-
jenige von diesen geschlossenen Halbstrahlen, der den Punkt & enthilt.

2) K. Mexcer, Untersuchungen iiber allgemeine Metrik, Math. Ann. 100 (1928), 75—163.
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Sind @ und b Punkte von M, so gibt es einen einzigen Punkt ¢, auf
der Flache ¢, so daB die Strecke S(a, b) und S(o, ¢..) parallel und gleich-
gerichtet sind. In weiterem werden wir den folgenden bekannten Hilfssatz”)
wiederholt anwenden :

H. Wenn a, b,c¢ Punkte des Raumes M sind, so gilt die Ungleichung
r(a, b) +r(b,c) = r(a, ¢), und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann,
wenn ¢, der Strecke S(¢.., ¢.) angehort.

Aus diesem Hilfssatz folgt, dali M ein metrischer Raum ist.

Im Raum M gilt das Axiom A1; sind ndmlich @ und & Punkte von M
und ¢ ein weiterer Punkt der Strecke S(a, b), dann folgt aus H, dal
v(a,c)+r(c, b)-— r(a, b) ist.

Im Raum M gilt das Axiom A2 mit o(p)==-oc; sind ndmlich d und ¢
Punkte von M, und f ein beliebiger Punkt des Halbstrahles H(d, e), der nicht
der Strecke S(d, e) angehort, so folgt aus H, dab »(d,e)+r(e, f)=—r(d,f)
gilt.

Im Raum M gilt das Axiom A3; A3 ist nimlich im Raum A, giiltig,
und M und A, sind homeémorph.

2. Der folgende Satz beantwortet P1 und P2:

Satz. Im Minkowskischen Raum M existiert eine solche geoditische Linie,
die keine gerade Linie dieses Raumes ist, dann und nur dann, wenn es drei
Punkte a, b,c von M gibt, so dafi die Strecken S(a,b), S(b,c) zur Eichfliche
¢ dieses Raumes, aber nicht zu derselben Stiitzmenge dieser Eichfldche gehiren.

BEWEIS. Sei M ein Minkowskischer Raum, dessen Eichfliche ¢ die
durch die Punkte a, b, ¢ bestimmte Strecken S(a, b), S(b, ¢) enthilt, aber keine
Stiitzmenge hat, die diese Strecken enthilt.

Aus dieser Voraussetzung folgt, dali die Punkte a, b,c¢ eine Ebene «
bestimmen. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Der Punkt o gehort zu e.

2. Die Ebene « enthilt den Punkt o nicht.

1. Der Durchschnitt von ¢ und « ist konvex und zentralsymmetrisch,
daraus folgt, dall es einen inneren Punkt @’ von S(a,b) so gibt, dab der
Winkel coa’< <z ist. Daher gibt es einen solchen Punkt d von S(o, b),
daBl die zu oc parallele Gerade durch d die Strecke S(o, a’)in einem Punkte
e schneidet. Wir bezeichnen die Mittelpunkte von S(d,e) und S(o,e) mit f
bzw. g. Wir beweisen nun, da G'— H(g,0) U S(g, f)U H(f, d) eine geodi-
tische, aber keine gerade Linie des Raumes M ist. Infolge der obigen Kon-

9) S. Goktas und H. Hiriex: Minkowskische Geometrie 1., ll. Monatsh. Math. 38
(1931), 387—308.
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struktion schneidet of S(a’, b) in einem inneren Punkt / von S¢a’, b). Ist h der
Schnittpunkt von fd mit S(c, b) so ist ¢,,= i, ¢ -¢ und ¢, —h. Aus
obigen folgt unmittelbar, dafi die Strecke S(i,c) den Punkt % nicht enthilt,
und zufolge H »r(o,f)-+ »(f, h)>r(o, h) gilt. Hieraus ergibt sich, daf eine
isometrische Abbildung der Zahlengeraden auf G’ nicht existiert. Nun geben
wir eine eindeutige lokalisometrische Abbildung ¢ %(x) von G’ auf die

Zahlengerade :
Sei
\ r(x, 9), wenn  x € S(g, f)
t= F(x)=—r(f,g)+r(xf), wenn x€H(fd)
[ —r(x, 2), wenn x € H(g, o).

Aus H folgt, daB diese Abbildung in inneren Punkten von H(g, o),
S(f,g), H(f,d) lokalisometrisch ist. Wenn x,€S(0,¢) und x, € S8(g,f),
dann folgt aus H, dali »(x,, x,)— »(x;, 2)+ v(g x,)= | H(x)— I (x,)|, d. h.
t— 9(x) im Punkt g lokalisometrisch ist. Auf dhnliche Weise folgt, dal
t— $(x) auch in f lokalisometrisch ist. Hieraus folgt, daB x- % '(f) eine
lokalisometrische Abbildung der Zahlengeraden auf G’ ist; G ist also eine
geodadtische Linie, aber keine gerade Linie von M.

2. Da die Strecken S(a, b), S(b,c) nicht derselben Stiitzmenge von ¢
angehoren, liegt auf dem Dreieck abc, ein solcher Punkt &, der von den
gemeinsamen Punkt / von H(o, k) mit ¢, verschieden ist. Die Gerade kc
schneidet S(a, b) in einem Punkt m. Die mit ob parallele Gerade durch m
hat mit S(o,a) einen gemeinsamen Punkt n. Die mit oc parallele Gerade
durch m schneidet o/ im Punkte p. In diesem Falle ist G”— H(n,0)U
US(n,m)u H(m, p) eine geoditische Linie, aber keine gerade Linie von M.
Nach obiger Konstruktion folgt, dal ¢...=m, ¢.,=¢, ., [, und [ gehort
nicht zu der Strecke S(c, m); dann ergibt aber der Hilfssatz H, daB »(o, m) -+
~+r(m, p)>r(o, p) ist. Auf Grund dieser Ungleichung folgt, dali es keine
isometrische Abbildung der Zahlengeraden auf G” gibt. Wir stellen nun folgende
lokalisometrische Abbildung f-—(x) von G” auf die Zahlengerade her:

Sei
L (X, n), wenn X € S(n, m)
t=—(x)— {v(n,m)+r(x,m), wenn x¢€H(m,p)
| —r(x, n), wenn x € H(n, o).

Auf Grund von H folgt dhnlich wie im Falle 1., dali x - v '(f) eine
lokalisometrische Abbildung der Zahlengeraden auf G ist; es ist also G”
eine geodatische aber keine gerade Linie von Al

Ist M ein Minkowskischer Raum, in dem es eine geoditische Linie G
gibt, die aber keine gerade Linie dieses Raumes ist, dann beweisen wir, daf}
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die Eichfliche ¢ dieses Raumes drei solche Punkte a, b, ¢ enthdlt, dali S(«, b),
S(b,¢) zu ¢, jedoch nicht zu derselben Stiitzmenge von ¢ gehiren. Obige
Voraussetzung bedeutet mit anderen Worten: es gibt eine lokalisometrische
Abbildung x-—/(f) der Zahlengeraden auf G, und es gibt zwei Zahlen ¢,
und ¢ so, dab |[f,—t'| = r(i(t), 4(t)) gilt. Zufolge der Tatsdche, dah x = i(f)
im Punkt £, lokalisometrisch und, dali »(x,y) eine stetige Funktion von x
und y ist, existiert eine solche maximale abgeschlossene Strecke (¢, #), im
Falle t'>¢,, oder (f,t), im Falle {,>t, dall x— A(f) auf dieser Strecke iso-
metrisch und # ein Zwischenpunkt yon £, und # ist. Aus der lokalisometri-
sche Eigenschaft von x - A(f) folgt gleichfalls die Existenz eines Zwischen-
punktes #, von #, und f, und eines Zwischenpunktes ¢, von # und ', so,
dab |t,—t,| = v(4(1), A(1)), [t.—t, + r(4(1,), A(t;)) gelten. Wir fiihren folgende
Bezeichnungen ein: A(f)-—u, A(t,) — v, 4(t,)— w, i(t;)— 2. Aus obigen folgt,
dali im Falle ¢ <t
hi<t,<t - t;<t,
und
r(u, v)=—t,—t, v(v,w)="t-~t, r(u,w)=—=t—1

r(e,2)=t—4t, r(w,2)=t—4, v(u,2)F=L—1
gelten; und, daff im Falle #'<¢,

U<t <tly<ly,

und
v(u, v)=t,—t, v(,w)=t—t, r(u, w)—=1t,—1,

r(v, 2) = ti—t;, v(w, 2)=—t—1t;, r(u,2)+t,—1,
gelten.

Hieraus ergibt sich in beiden Fallen, dali »(u, )+ »(r, w)— v(u, w),
r(r,w)y+r(w, 2)=—r(r, 2), r(u, w)-+r(w, 2) # »r(u, 2) gelten, woraus »(u, w) +
+r(w,2)>r(u, 2), da M ein metrischer Raum ist. Mit Riicksicht auf H folgt
weiterhin, dabB ¢, € S(¢.c, ¢1), € € S(Grs q.02), o E S(q o, ) gelten,

Nun beweisen wir, dalf sich mit ¢, a, ¢..-— b, ¢.,.= c unsere obige
Behauptung verwirklicht. Der Fall a — b - ¢ ist unter obigen Umstinden un-
moglich, dann ¢,.= ¢,.— ¢, gelten wiirde, was aber wegen H der Un-
gleichung »(u, w)- »(w, 2)>»(u, 2) widerspricht. Der Fall a - bs£c ist auch
unmoglich, denn in diesem Falle gilt ¢ © S(b, ¢), und der Halbstrahl H(o, ¢..),
der die Strecke S(b,c) schneidet, hat mit ¢ noch einen weiteren gemeinsamen
Punkt ¢,., der auf Grund von H von dem, auf S(b,c¢) liegendem Punkte
verschieden ist; das ist aber unmoglich, weil dann H(o, ¢,.) mit ¢ mehr als
einen gemeinsamen Punkt hitte. Auf dhnlicher Weise sieht man ein, dal der
Fall a= b= ¢ auch unmoglich ist. Gibt es eine Stitzmenge V von ¢, die



Uber ein Problem von H. Busemann. 413

die Strecken S(a, b), S(b,c) enthdlt, so enthalte sie «¢.., und S(¢..,7..).
In diesem Falle hat der Halbstrahl H(o, ¢..) zwei gemeinsame Punkte mit ¢,
einen Punkt, in dem er S(¢..,¢..) schneidet, und den Punkt ¢.., der auf
Grund von H von dem ersten verschieden ist; das ist aber unmaglich. ¢ hat
also keine Stiitzmenge V, die die beiden Strecken S(a, b) und S(b, ¢) enthilt.

Die Behauptung, dafi S(a, b) und S(b, ¢) zu ¢ gehoren folgt aus obigen.

3. Auf Grund obiger Uberlegungen lassen sich die Minkowskischen
Rdume auf drei Klassen teilen :

I. ¢ enthdlt keine Strecke; in diesem Falle hat M gerade Linien, die
alle Geraden sind; und enthdlt geoditische Linien, die alle gerade Linien sind.

2. ¢ enthdlt Strecken, aber zu je zwei verschiedenen Strecken von ¢,
die gemeinsamen Punkt haben, gibt es eine Stiitzmenge von ¢, die diese
Strecken enthilt. In diesem Falle gibt es gerade Linien in M, die Geraden
und andere Teilmengen von M sind; in diesem Falle gibt es geodatische
Linien in M, die aber alle gerade Linien sind. Z. B. ¢ entspricht der obigen
Forderung, wenn man in dreidimensionalen Raum als Eichfliche eine fali-
formige wiéhlt.

3. ¢ enthdlt zwei Strecken mit gemeinsamen Punkt, es existiert aber
keine Stiitzmenge von ¢ die diese Strecken enthdlt. In diesem Falle gibt es
gerade Linien in M, die Geraden und andere Teilmengen von M sind, und
gibt es auch geoditische Linie in M, die aber keine gerade Linie von M ist.
Z. B. entspricht ¢, unter anderen, der obigen Forderung, wenn man im drei-
dimensionalen Raum als Eichfliche ein konvexes zentralsymmetrisches Poly-
eder wihlt.

(Eingegangen am 22. Mai 1959.)



