Verallgemeinerung eines Satzes iiber assoziative
Funktionen von mehreren Veriinderlichen

Von E. VINCZE (Miskolc)

1. In einer friiheren Arbeit [7] haben wir bewiesen, daf man eine in
der Menge H definierte Operation

(1) U=Uls+ U, (U, a1y, 0. EH)
von n Faktoren unter bestimmten Bedingungen mit Hilfe einer Operation von
zwei Verdnderlichen darstellen kann; es gilt nimlich der folgende
Satz 1. Wenn die in H definierte Operation (1) den folgenden Bedin-
gungen geniigt:
a) es gibt ein festes Elementsystem cs, ..., ¢,-1(€H), fiir das die Abbildungen
@ (U)=Cp +++ C2UCpy **+ Ck (ox(u):H—-H; k=2,3,...,n—1)
in H eindeutig umkehrbar sind, (o;' o (1) = o, o' (1) = u),
b) die Operation (1) ist assoziativ, d. h. es gilt
\ (Hl ht ull)uii+1 secllogy=Uy Uk(b'k-_—] e a.l';+ri)uk+rl+l sor Uoyal =
=y oo Upy(Up oo Usuy) (k=1,2,...,0—2;n=3;u,...,U,1€H)

(vgl. [4]);
dann kann man die Operation (1) in der Form

(2)

3 ( Uylts -+ t, = Uy [, (us) [ e (us) % - - k[@3" () %u,] -]
| (..., . €H; 0i(e), ..., 03 (Uns):H— H)

angeben, wo die Operation

4) UkV=UCp-1*** CoV

von zwei Faktoren in H assoziativ ist, also die Menge H beziiglich der Ope-
ration (4) eine Halbgruppe bildet.

J. AczeL [1] (vgl. [2]) bewies, daf jede eingliedrige streng monotone
kontinuierliche Halbgruppe (mit oder ohne Einselement) mit einer Additions-
Halbgruppe der reellen Zahlen isomorph ist, d.h. sdmtliche stetige streng
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monotone Losungen der Funktionalgleichung

F[F(x, ), z]= F[x, F(y, 2)] x,¥,2, F€(a, b)
von der Gestalt

®) F(x, ) =9 9(x)+9()]
sind.

Einen dhnlichen, aber nicht so allgemeinen Satz haben wir in [7] fiir
die der Gleichung (2) geniigende reelle Funktion (1) formuliert. In dieser
Arbeit werden wir diesen Satz verallgemeinern.

Wir bemerken, daB A.P. GUINAND [5] sich seit des Abschlusses der
Arbeit [7] mit assoziativen Systemen beschiftigt und ohne Beweis die Be-
hauptung ausgesprochen hat, daff jede nichttriviale assoziative Funktion von
drei Verdnderlichen in einer der Gestalten

F(x,y,2) =g p(x)p(»)¢(2)],

F(x,y,2) =g ‘fp_(é‘}‘f,)(fl :

darstellbar ist.
2. Wir brauchen die Losung der Funktionalgleichung
(6) g [Z xa] = 2 gi(xi),

1

die eine Verallgemeinerung der PEXIDERschen Funktionalgleichung ist (vgl. [6]).
Fiir diese Gleichung gilt der folgende

Satz 2. Die Lisungen der Funktionalgleichung (6) in einer beziiglich
der Addition geschlossenen Menge sind die Funktionen

(7 gxX)=h(x)+co, gi(x)=h(x)+c: ((=12,...,m)
wo die Funktion h(x) auf einer beziiglich der Addition der reellen Zahlen
geschlossenen Menge der CAUCHYschen Funktionalgleichung

(8) h(xl-i-x:) = h(x1)+h(x-z)

geniigt, und die Zahlen c¢; (i=0,1,...,n) beliebige Konstanten mit der Be-
schrinkung

(9) Co == g: Ci

sind.
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BEwEIS. Setzen wir in (6) x; = e; (konst.), dann ist

B =g(2 “f) - ggf(a,-) =§ &,

=l

also kann man mit der Bezeichnung x;=e«;+& (i=1,2, ..., n) statt (6) die
Gleichung

(10) g";ﬂ:s'*-;&i)—fi.v=§[gi(ai+§f)—ﬂi]

schreiben. Bei

(11) g[g - g) —f=nh(E)

und :

(12) gi(ei+8)—pi=hi() (i=12,...,n)
folgt die Gleichung

(13) W(Se)=Sne

aus (10). Aus der Gleichung (12) ergibt sich h;(0)=0 falls £=0, also wenn
man in (13)
= =8a=8u=+-=8=0 (i=12,...,n)

schreibt, dann erhdlt man
h:.(8) = h(5),

und (13) geht mit den Einsetzungen &— ... =§,=0 tatsichlich in die
CaucHysche Gleichung (8) tiber; und die Formeln

" "

g(x)=h (x—Za,-]+ﬂo= h(x)+h[—2as]+ﬂo=h(x)+co

i=l1

und

gi(x)=h(x—ea)+g=h(x)+h(—e)+8i=h(x)+c; (i=1,2,...,n)
folgen aus den Gleichungen (11) und (12). Die Gleichung (9) ergibt sich,
wenn man in der Gleichung (6) die Funktionen g(x) und g:(x) (i=1,2,...,n)
einsetzt.

3. Es sei
(14) F(xi, Xa, . .0pXn) =X X879+ X
eine reelle Funktion von n Verdnderlichen; wir kdnnen den in [7] ausge-
sprochenen Satz folgendermalien verschérfen:

Satz 3. Die fiir reelle Zahlen definierte Funktion (14) geniige den fol-
genden Bedingungen:
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c) der Definitionsbereich und bei Konstanthalten von n—1 Verdnder-
lichen auch der Wertevorrat der Funktion F ist fiir alle Verdnder-
lichen dasselbe reelle Intervall 1= (a, b);
d) die Funktion F ist stetig und streng monoton in allen Verdnderlichen;
e) die Funktion F ist assoziativ, d. h. es gilt (2) fiir (14);
dann kann man die Funktion F fiir gerade n in der Form

(15 Fexixieex =t | 3 p(x)

=1 "
darstellen, fiir ungerade n gilt eine der folgende Darstellungen
(16,) F—:.x.xg---x,,zap"[21p(x;)],

=1
bzw.
(16) Fexn=g [ 3 nnpe)|
=1

wo die Funktionen ¢(x), v (x) (x€/I;¢,w:1—1), und folglich auch ihre Um-
kehrfunktionen ¢'(x), ¥'(x) stetig und streng monoton sind.

BEMERKUNG. In [7] haben wir auBer den Bedingungen c), d), e) auch
die Bedingung gefordert, dali es ein festes Element e(€/) gibt, fiir das

Flee,...,e)=¢e

gilt, und dann folgt auch (e)=0.
BEwEIS. Die den Bedingungen c), d), ) geniigende Funktion kann man
nach dem Satz 1 und der Gleichung (5) in der Form

n-1

(17) F= ¢ [p(x1)+ Z' fi(x) + ¢ (x.)]

schreiben, wo
ﬁ(xi):¢(’j:£i+l(xf) (f':2,3,---,ﬂ—l)

ist. Setzen wir die Funktion (17) in die Gleichung (2) ein, dann erhalten wir
die Gleichung

n-1 n-1

o {eg ' p(x)+ .S fi(xi) + ¢ (x.)] + Z [i(Xu-14) + @ (X20-1)} =

= )+ DA+ o)+ 3 fir) +

+ 9@l + 2 filxu1s) + ()}

1=k+

(k=23,...,n—1),

(18)




72 E. Vincze

d. h. die Gleichung

n-1

S [p(x) + ;‘f: (Xk-14) + @ (Xpsn-1)] =
(19) ' ,
= 2 /i) + 9 () + 2 filxi-14) (k=2,3,...,n—1).

Nimmt man in (19) k=2 und
Xe=@7 ' (¥1), Xnr1=0"(In),
Xin =1 (), (i=23,...,n—1)
dann kann man statt (19) die Gleichung

(20) fe [;?}’-‘ =fe () + é;ﬁfi-—ll (yia) + Q’fu——ll (Yu-1) +f'."P-] (yn)

schreiben, die von der Gestalt (6) ist.

Aus der Bedingung d) folgt, daB die Funktionen f; und f;' (i—=2,3,...,n—1)
stetig und streng monoton sind; darum geniigt es, wenn man nur die stetige
und streng monotone Losung der Gleichung (8) sucht. Es ist bekannt [3],
dafi die Gleichung (8) als einzige stetige und streng monotone Losung die
Funktion A(x)=cx (c=£0, konst.) besitzt. Darum sind die in der Gleichung
(20) stehenden Funktionen nach dem Satz 2 die folgenden:

(21) L' (D) =cy+a,
(22) Ly t(m)=cyn+a,
(23) f.-f.-'.':(ya--l)r- CYi-1+Ci-1, (i=3,4,...,n—1)
(24) Ofii(Puo1) = CPnt +Cu1,
(25) Lgt(p)=cyutca.
Aus den Gleichungen (9), (21), (22), (25) ergibt sich
(26) c‘o=01=c,.=§c,-.
Aus den Gleichungen (24), bzw. (23) folgen
(27) #(¥) = cfua(x) +cun,
bzw.

f;(x) = f.‘-l(x) +Cio1= C[Cfil_g'(x) —}-C,-_.:] A Ciog ==+

G ---zc“gf_w(x)—i—Zc"c;-l-,, (i=3,4,...,n—1).
=l
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Da laut (22)
L) =cop(x)+a
gilt, folgt

(29) fix)=c"1e(x)+ Z[, CCar  (1=2,3,...,n—-1)

aus (28). Ist i==n—1 in (29), und setzen wir dies in die Gleichung (27) ein,

so erhalten wir die Gleichung
n-8

(30) () =c"1g(xX)+ D " Cuay.
p=-1
Die Gleichung (30) kann fiir beliebige x nur dann gelten, wenn

(31) et =1
und

=3
(32) ey 0.,=0

r=-1

ist. Bei beliebigem ganzem n(=3) ist ¢=1 eine Losung von (31), und
dann geht die Gleichung (32) in (26) iiber. Setzen wir in der Gleichung
(29) c==1, dann ist

(33) f.(x)zfp(x)+é‘c,. (i=2,3,...,n—1).

Man kann leicht einsehen, daf die Funktionen (33) der Gleichung (18) tat-
sdchlich gentigen. Schreiben wir die Funktionen (33) in (17) ein, dann erhalten
wir die Gleichung

n=1 i=-1
Feg gl + 3 o) + S|+ 9 )‘

T )

i=2 y=1

woraus die Darstellungen (15), bzw. (16,) mit der Bezeichnung

_‘2. = (x)

=2 p=

tatsdchlich folgen.
Ist n(=3) eine ungerade Zahl, dann besitzt die Gleichung (31) auch

die Losung ¢ = —1, also folgt

(34) f.-(x)=(—l)f-'fp(x)+;Z:_(—1)“'c,-4,- (=2,3,...,n—1)
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aus (29). Setzen wir die Funktionen (34) in die Gleichung (19) ein, dann
ergibt sich

(=1 30 3 (1Y Crter b 3 (=t =

SES e '
=315 ik 30 e

d. h. es ist

n=1 i-2

[(—1p-t—11 2 3 (—1)"¢i-1-p=0.

f-..I_

Diese Gleichung kann fiir jedes k (=2,3,...,n—1) nur dann gelten, wenn
n-1 i-2

(35) 2 2 (—1)¢iay=0

1=2 v=0

ist. Schreiben wir die Funktionen (34) in die Gleichung (17) ein und beachten
dabei (35), dann erhalten wir mit der Umformung

F= '}3_1)@(.!1)4- N (—1)- ‘q:(x)+2(—1) Ci_1- ,,J-{-qg(x")g:

— g[S+ 3 3 Ve =g Sntpe)

tatsdchlich die Darstellung (16,).
Damit ist der Satz 3 vollstindig bewiesen.
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