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Uber die Spuren der verallgemeinerten
Toeplitzschen Matrizes

Von BELA GYIRES (Debrecen)

Herrn Professor Dr. L. Rédei zum 60. Geburtstag gewidmet

Einfiihrung

1. In der vorliegenden Arbeit treten oft quadratische Matrizes der Ord-
nung p auf, deren Elemente auf einer Menge £2 definierte reelle oder kom-
plexe Funktionen sind. In der Folge werden wir solche Matrizes Funktionen-
matrizes nennen. Unsere Bedingungen beziiglich Funktionenmatrizes sind so
zu verstehen, dafi dieselben fiir sdmtliche Elemente der Funktionenmatrix
giiltig sein sollen. In diesem Sinne werden wir von beschrinkten, messbaren,
integrierbaren quadratisch integrierbaren usw. Funktionenmatrizes sprechen. Un-
ter dem Integral einer integrierbaren Funktionenmatrix verstehen wir die aus den
Integralen der Elemente derselben gebildete Matrix, und schreiben, um sie zu
bezeichnen, die betreffende Matrix hinter dem Integralzeichen. Unter dem
Absolutwert einer Matrix verstehen wir die aus den Absolutwerten der Elemente
derselben gebildete Matrix, und schreiben, um sie zu bezeichnen, die be-
treffende Matrix zwischen die beiden Vertikalstriche des Absolutweites. Die
jeweilige Einheits- bzw. Nullmatrix wird mit E bzw. O bezeichnet. Eine
Hermitesche Matrix wird positiv definit bzw. positiv semidefinit genannt, je
nachdem die zu ihr gehtrige Hermitesche Form nur im Nullpunkt, oder auch
auBerhalb desselben verschwindet. Kann eine Matrix sowohl positiv definit
als auch positiv semidefinit sein, so nennen wir sie nichtnegativ definit.

Hat die quadratische Normalmatrix A der Ordnung m die Gestalt

A:U(le--wim)u‘, UU‘=E

und ist F(4) eine Funktion, die an den den Eigenwerten von A entspre-
chenden Stellen definiert ist, so soll das Symbol F(A) durch den Ausdruck

F(A) = U(F(L), yieiag F(J_,..))U'
definiert werden.



94 B. Gyires

2. In den Arbeiten [3] und [4] beschaftigt sich der Verfasser mit stetigen
Hermiteschen Funktionenmatrizes, die auf dem Intervall £ — [—z, 7] defi-
niert sind. Ist f(x) eine solche Matrix, so bilden wir aus den Matrizes

w

f(x)e " dx (=l + 1 +2..)

-

1
((r.’) Cyp = ﬂ

der Ordnung p die Hypermatrizes

Co C) rew g )
c.1 Co *** Cn-1

®) Tl = G=01.2:)

C-n Cntl *** ©

der Ordnung (n+4 1)p. Die Eigenwerte Z,(x), ..., Z,(x) der Matrix f(x) sind
nach den fiir diese Matrix gemachten Voraussetzungen reell, und konnen auch
so gewdhlt werden, dali sie stetig ausfallen, wobei sie dann die Ungleichung

m=L(X)=M =il o )

befriedigen, in welcher m<M passend gewdhlte Konstanten sind.

In der oben erwdhnten Arbeit [3] ist es dem Verfasser gelungen, den
folgenden Satz zu beweisen:

Diz (n+1)p Eigenwerte 1", ..., 0\, der zu £(x) gehirigen Hermi-
teschen Matrix T.(f) fallen fiir jedes natiirliche n zwischen m und M. Ist
ferner F(Z) eine im Intervall [m, M] definierte stetige Funktion, so gilt

i 4
(n+1)p p

@) lim g 3 P =5 > | Fa)dx.
-7

In der Arbeit [3] hat der Verfasser den Beweis der ersten Behauptung
des Satzes mit Hilfe der Hauptachsentransformation der durch die Matrix
f(x) reprasentierten Hermiteschen Form durchgefiihrt. Was die zweite Beha-
uptung betrifft, so wurde dieselbe von einer Verallgemeinerung eines Toep-
litzschen Satzes ausgehend zuerst fiir solche Matrizes f(x) bewiesen, deren
Elemente trigonometrische Polynome sind, und dann wurde mittels des
Weierstrass’schen Approximationssatzes das Ergebnis auf Hermitesche Funk-
tionenmatrizes {ibertragen, deren Elemente beliebige stetige Funktionen sind.

Ist die stetige Hermitesche Funktionenmatrix positiv definit, so kann m
auch positiv gewdhlt werden. Es sei in diesem Falle F(4)=log4, dann
erhalten wir aus (y) den Ausdruck

7
l -
o7 -:l‘ log Det f(x) d =

n+l
@) lim |/DetT.(f)=e

n-=» Q0
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Der oben formulierte Satz des Verfassers, sowie der soeben erwihnte
Spezialfall desselben stammen fiir p=1 von G. Szea6 ([2], [5], [6], [7])-
SzeGO zeigt, [6], daf vom Spezialfall () ausgehend der Satz auch im allge-
meinen Falle bewiesen werden kann.

Im § 3. der Arbeit verallgemeinert der Verfasser die Toeplitzschen
Matrizes fiir den Fall von mefibaren und beschrinkten Funktionenmatrizes,
die auf einer beliebigen Menge £2 definiert sind, und eines orthonormierten
Systems, dessen einzelne Glieder wiederum Matrizes sind. Durch Einfiihrung
der Matrixspur von Hypermatrizes ist es dem Verfasser gelungen, eine mat-
riziale Verallgemeinerung seines angefiihrten Satzes zu geben, und zwar fiir
den Fall wo die Funktionenmatrix beschrdnkt, meffbar und Hermitesch ist.
(Sitze 13. und 14.) Die Bedingung (27), die beim Aussprechen von Satz 13.
eine Rolle spielte, ist im wesentlichen eine Verallgemeinerung der von U.
Grenander ([1], 130) fiir den Fall formulierten Bedingung, wo es sich nicht
um eine Funktionenmatrix, sondern um eine Funktion iiber der Menge £2
handelt. Gehen wir von der Matrixspur auf die gewohnliche Spur iiber, so
erhalten wir die Verallgemeinerung des oben erwihnten Satzes des Verfassers
auf messbare und beschrinkte Hermitesche Funktionenmatrizes. Als Spezialfall
konnen wir wiederum (d) erhalten. Auch hier zeigt der Verfasser, dali man
aus (J) die Relation (y) zuriickgewinnen kann. Zur Verallgemeinerung der
Toeplitzschen Matrizes im § 3. und zum Beweis der dort ausgesprochenen
Siitze ist eine Verallgemeinerung des Hilbertschen Raumes erforderlich, bei
welcher auch das innere Produkt eine Matrix ist. Diese Verallgemeinerung
wird von Verfasser im § 2. angegeben. Im § 1. werden die Eigenwerte
meBbarer Funktionen untersucht.

§ 1. Uber die Eigenwerte meBbarer Funktionen

Im folgenden machen wir von der leicht einzusehenden Tatsache Ge-
brauch, daB die Eigenwerte Hermitescher Matrizes, deren Elemente auf einer
Menge £2 definierte mefbare Funktionen sind, auch so gewihlt werden kon-
nen, dafl sie sich als auf dieser Menge mefibare Funktionen erweisen. Ziel
dieses Paragraphen ist es, dies zu beweisen, und einige daraus sich erge-
bende Folgerungen zu erbrtern.

Lemma. /st f(x) eine nichtnegativ definite, auf der Menge £2 messbare
Funktionenmatrix, und sind seine Eigenwerte in eine nicht abnehmende Folge
geordnet fiir jedes x
(1) 2'1 (I), ceey ;'P (x);

so sind auch diese Funktionen auf der Menge £2 mefbar.
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BeEwels. Es ist klar, daB die Koeffizienten des Polynoms

2) Det (AE—f(x)) = 2" +a,-1(x) A" + -+ + ao(x)
auf der Menge £2 mefibare Funktionen sind.

Zuerst zeigen wir die MeBbarkeit von 4,(x). Ist Z,(x)=0, so ver-
schwinden an dieser Stelle alle die Funktionen (1), so daf}

&) Ap-1(X) == +++ =ao(x) =0
gilt. Gilt umgekehrt (3), so ist 4,(x)=0. Ist also

2(a(x)=0)=e: (k=0,1,...,p—1),
s0 ist

=1
QA (x) = 0) = :r_1 b 1,

so daB E, und 2—E, beide mefbar sind. Offenbar gilt

) |\ =0 fiir x€kE
* 50 ) 50 fie xcO—E.

Da 4,(x) auf der Menge E, konstant ist, ist sie auf derselben offenbar auch
meBbar. Wegen (4) gilt auf der Menge £2—E, die Beziehung

() S ()= @)+ +4x)  (r=12..)

s,(x) berechnet man aus den Koeffizienten von (2) mit Hilfe der ersten
drei Grundoperationen, und folglich ist sie mefibar. Da ist aber wegen (5)
Sv+1(X)

auch £ (x) -

und zugleich

lim SS;'(S‘;) == p(%)

auf der Menge 22— E, melibar. Also ist Z,(x) auf der Menge E\U(£2—Ey)—£2
mefbar.

Um nun die Mebbarkeit von Z,.,(x) zu zeigen, geniigt es nach dem
vorangehenden zu zeigen, dall die Koeffizienten des Polynoms

1
h—Ap(X)

Det (1E—£(x))

auf der Menge £ mefibar sind. Dies folgt aber sogleich daraus, dab sich
diese Koeffizienten aus den Potenzsummen s,(x)—4;(x) mit Hilfe der ersten
drei Grundrechnungsarten berechnen lassen, und dafi wegen der MeBbarkeit
von Z,(x), sowie von s,(x) auch s,(x)—4;(x) auf der Menge £ meBbar ist.

Durch sukzessive Anwendung &hnlicher Gedankengdnge konnen wir
die MeBbarkeit samtlicher Funktionen (1) beweisen.
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Aus unserem Lemma ergibt sich das

Korollar 1. /st f(x) eine auf der Menge £2 definierte L-integrierbare
nichtnegativ definite Hermitesche Funktionenmatrix, so sind auch die fiir jedes
x in die nicht abnehmende Folge (1) geordneten Eigenwerte dieser Funktionen-
matrix auf der Menge £2 integrierbar.

Ist namlich f(x)= (fix(x)), so gilt nach dem wohlbekannten Satz von
Frobenius

P ]’_1
(6) h@=U X6
wo der Ausdruck auf der rechten Seite die obere Einhiillende der voraus-

P,
setzungsgemiB integrierbaren Funktionen > [fu(x)] (j=1,...,p) bedeutet,
1

die ihrerseits wiederum integrierbar ist. r

Korollar 2. Ist die Funktionenmatrix f{(x) Hermitesch und auf der
Menge €2 mefibar und beschrinkt, so sind seine fiir jeden Wert von x nicht
abnehmend geordneten Eigenwerte (1) auf der Menge &2 integrierbare Funk-
tionen.

Dann sind namlich gemadB (6) die Funktionen (1) beschrankt, und wenn
« eine positive Zahl ist, fiir welche s

L@ <e (LK) <e

gilt, so ist die Matrix f(x)4«E positiv definit, also sind nach unserem
Lemma e+ 4. (x) und folglich auch 4y(x) (k=1,...,p) auf der Menge £
mefibare, nach dem Korollar 1. integrierbare Funktionen.

Korollar 3. Ist f(x) eine Hermitesche, mefbare und beschrinkte Funk-
tionenmatrix auf der Menge L2,z ein Zeilenvektor der Ordnung p,

inf zf(x)z* =m, supzf(x)z*=M, x€2,z2'=1

und F(A) eine im Intervall [m, M| definierte stetige Funktion, so sind im Falle
von Eigenwerten, die fiir jedes x nicht abnehmend geordnet sind, die Funk-
tionen F(Z.(x)) (k=1,...,p) und folglich auch die Funktion SpF(f(x)) auf
der Menge £2 mefbar und beschrdinkt.

§ 2. Quasi-Hilbertscher Raum

1) Die Menge R der (Punkte und Vektoren genannten) Elemente f, g, h, ...
nennen wir einen linearen Raum, wenn

a) In R eine Addition genannte und mit dem Pluszeichen bezeichnete
Operation definiert ist, beziiglich welcher R eine Abelsche Gruppe bildet. (Das
Nullelementh bezeicnen wir mit 0.)
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Es bezeichne M die Gesamtheit der Matrizes p-ter Ordnung, die sich
aus komplexen Zahlen bilden lassen. E bzw. O sei die Einheitsmatrix bzw.
die Nullmatrix.

b) Eine Linksmultiplikation der Elemente von R mit denjenigen von M
gegeben ist, die auf folgende Weise definiert wird: Ist e, B, y,...€M,
f,gh,...€R, dann ist

1) af€R, 2) a(f+g)=caftag, 3) a(Bf)=(«p)f,
4) (e +p)f=cf+Bf 5 Ef=f, 6) O0f=0.

Die Vektoren
(7) fi €R (k=1,...,n)
werden linear unabhdingig genannt, falls

efit+-teafi=0, a.€M
dann und nur dann gilt, wenn
Oy == o+ *_—_—_“nzo
ist. — Im Gegenfalle sind die Vektoren (T) voneinander linear abhdngig.

Kommt unter den Vektoren (7) auch die O vor, so sind diese Vektoren
voneinander linear abhingig.

Wir nennen den linearen Raum R metrisiert, falls jedem Elementenpaar
f, & € R eine wohldefinierte Matrix (f, g) € M derart zugeordnet ist, daf diese
Zuordnung die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. (f’g):(gvf)':
(8) 2. (af+pg h)y=c(f, )+ (g h),
3. (f,f) ist eine nichtnegative Hermitesche Matrix, welche dann und
nur dann verschwindet, wenn f=0 ist.
Die Matrix (f, g) nennen wir das innere (skalare) Produkt der Vektoren
f und g.
Aus (8) folgt
9) (f, eg+ph) = (f, g)e* +(f, h) B".
Der metrisierte lineare Raum R soll mit S bezeichnet werden.
Unter der Gramschen Matrix, bzw. der Gramschen Determinante der Vek-

toren f.€8S (k=1,..., p) verstehen wir die Matrix
(S, 11) =+ (1, o)

(10) ( 1 e ’ )=G(f1!---:f")
.(fmfl)"'(f"’f"),

bzw. die Determinante derselben.
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Satz 1. Die Gramschen Matrizes sind nichtnegativ definite Hermitesche
Matrizes.

Dali (10) Hermitesch ist, ist auf Grund von (8) 1. offenbar. Fiir beliebige
Matrizes ee. € M (k= 1, ..., n) gilt unter Beriicksichtigung der Rechenregeln (8)

(1) 2wl fei—( et )
d. h. nach (8) 3. ist die Matrix
(12 > alf fyed

eine nichtnegativ definite Hermitesche Matrix. Dann folgt aber aus (12), wenn
wir noch den ersten Zeilenvektor von e mit x. bezeichnen, die Ungleichung

X X X0,

Jik=

welche bereits unsere Behauptung ergibt.
Die sich als Folgerung aus diesem Satze ergebende Ungleichung

Det G(fi,...,f0)=0

ist nichts anderes, als die Verallgemeinerung des wohlbekannten Gramschen
Determinantensatzes.

Satz 2. Damit die Vektoren f. € S (k=1,...,n) linear abhingig sein
sollen, ist es notwendig und hinreichend, daf

(13) Det G(/fis..., f5)=0
sein soll.

BEwEIs. Es sollen ndmlich die Vektoren f,€S (k=1,...,n) linear
abhingig sein, d. h. es soll die Beziehung

(14) erfi+ o+ e fu=0

derart bestehen, dall zwischen den Matrizes e auch von der Nullmatrix
verschiedene vorkommen. Multiplizieren wir nun beide Seiten von (14) skalar
mit e fi, und summieren danach beziiglich k, so folgt unter Beriicksichtigung
der Rechenregeln (8) die Beziehung

L

) 2 a(fi, e =0.

NE

Da die Matrizes e nicht alle Nullmatrizes sind, gibt es zwischen den Rei-
henvektoren mit gleichem Index dieser Matrizes einen solchen, welcher nicht
aus lauter Nullvektoren besteht. Ist z. B. z,...,z, so, dann gilt nach dem
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vorangehenden

(16) > 5 (5, g =0,

hk=

d. h. die nichtnegative Hermitesche Form

2 %0, fyxi
verschwindet aufler dem Nullpunkt noch mindestens an einer Stelle. Dies ist
aber nur moglich falls (13) gilt.
Nehmen wir jetzt an, daf (13) gilt, so muf es Vektoren z,...,z,
geben, fiir welche zizi+ +-- 42,2z, >0 ist und (16) besteht. Bezeichnen wir
nun die Matrix der Ordnung p, deren sidmtliche Zeilen gleich z; sind, mit

e, so gilt (15). Auf grund der Identitit (11) und von (8) 3. ist > e;f; =0,
j=

d. h. die Vektoren f; (j=1,..., n) sind linear abhéngig.
Aus den Sitzen 1. und 2. ergibt sich der

Satz 3. Damit die Vektoren f.€S (k=1,...,n) linear unabhdingig
sind, ist es notwendig und hinreichend, daf ihre Gramsche Determinante
positiv ist.

2) Ist f€ S und linear unabhingig, so ist nach Satz 3. Det (f,f)>0,
und so existiert (f,1)".

Es bezeichne |/f|| = (f, f)? diejenige gleichfalls nichtnegative Hermitesche
Matrix, welche wir aus (f, f) gewinnen, indem wir in der Jordanschen Nor-
malform desselben die Eigenwerte durch ihre positive Quadratwurzel ersetzen.

Die Matrix ||f|| nenne wir die Norm des Vektors f, und ist noch f linear
unabhdingig, so nennen wir den Vektor |f|'f—q €S die Normierte von f.

Satz 4. ||¢||=E.
BEWEIS.

@ D)=L A7 D=IATENUATY = IIA" DI =E,

da ||f|| Hermitesch ist, ist auch |f]|™ so, also gilt (|.f]™")" =f|".

Auf Grund der Rechenregeln (8) ist es klar, daB fiir f€¢S, g€S und
(f, &) =0 zugleich auch (g, f) =0 gilt.

Ist €8, g€8 und (f,g) =0, so sagen wir, dass die Vektoren f und
g orthogonal sind.

Indem wir das iibliche Verfahren einigermalien modifizieren, konnen
wir die folgende, auf unseren Fall beziigliche Verallgemeinerung des sog.
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens bewiesen:
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Satz 5. Sind die Vektoren f. € S (k=1,...,n) linear unabhingig, so
konnen wir mit ithrer Hilfe solche Vektoren ¢, €S (k=1,...,n) bilden, die
den Relationen (¢, ¢:;) = 0uE geniigen und von denen sich f. durch die
ersten k Vektoren und ¢, durch die ersten k der Vektoren f; (j=1,...,n)
linear ausdriicken ldsst.

Auf Grund von (8) 1. ist es klar, dass es geniigt, die Relationen
(¢, 1) =0y E nur fiir den Fall K=/ zu fordern.

Beweis. Da die Vektoren fi linear unabhidngig sind, ist (fi, fi) reguldr,
und so ist

p1=|fi] A
Im Ausdruck v = fo—ea1¢; soll die Matrix «; so bestimmt werden, daf
(Y2, 1) = (f2, g1) —eer (1, ¢1) = 0

gilt. Hieraus folgt e = (f:, ¢1). ¥2€ S kann nicht linear abhdngig sein.
Wire er ndmlich so, dann wiirde es eine von der Nullmatrix verschiedene
Matrix € M geben, fiir welche

Bapa = Bfo—Peu||fil =0

ist, was jedoch der linearen Unabhingigkeit der Vektoren f. widerspricht.
Also ist v reguldr. Es sei

P2 = ||| e

Nehmen wir an, daB unser Satz fiir m—I<n bereits gilt. Es sollen die
Matrizes e, € M (k=1,...,m) so bestimmt werden, dafi der Vektor

(17) Q;Dm:fm_“m—lq’m-l_“’_“l(pl

auf die Vektoren ¢, (k=1,...,m—1) orthogonal ist. Da diese letzteren
Vektoren nach Induktionsvoraussetzung paarweise orthogonal und normiert
sind, folgt aus den Relationen (¢.,¢)=0 (k=1,...,m—1), dai
et = (fu, ). Wie vorher im Falle von ., folgt ebenso auch hier, dal
W, || reguldr ist. Darum ist ¢, = |, "'y, normiert, auf die Vektoren gy
(k=1,...,m—1) orthogonal, und nach (17) la6t sich f. durch diese Vek-
toren linear ausdriicken. Es ist aber auch die umgekehrte Behauptung rich-
tig. Es sollen ndmlich auf Grund unserer Induktionsvoraussetzung die Vek-
toren ¢, (k=1,...,m—1) mit Hilfe der Vektoren f; (j=1,...,k) ausge-
driickt werden, und die so erhaltenen Ausdriicke sollen in die mit :i%ll'l
multiplizierte Identitdt (17) eingesetzt werden, womit wir bereits auch die
zweite Hdlfte unserer Behauptung bewiesen haben.
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Die Vektorfolge f. € R (k=1,2,...) nennen wir ein linear unabhingiges
System, falls jeder endliche Schnitt dieser Folge aus linear unabhdingigen
Vektoren besteht.

Korollar. /st f,€S (k=1,2,...) ein linear unabhingiges System, so
ldsst sich dazu mit Hilfe des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens ein
orthogonales und normiertes System ¢. € S (k=1,2,...) derart konstruieren,
daf3 sich @, durch die ersten m Vektoren f; und f, durch die ersten m Vek-
toren ¢ linear ausdriicken Idft.

Ist f€S, g€8, so kann der Abstand o(f g) der Vektoren f und g
durch ||f—g| gemessen werden. Also:

Wir sagen, daf3 f. €S (k=1,2,...) im Mittel gegen den Vektor f€S
konvergiert, falls | f.—f|— 0, n— o ist, und bezeichnen dies durch f,— f,
wobei unter dem Grenzwert einer Matrixfolge der Grenzwert der entsprechenden
Elemente der Matrizes verstanden wird.

Satz 6. Damit die aus nichtnegativ definiten Hermiteschen Matrizes
bestehende Folge A, (n=1,2,...) konvergiert und die Nullmatrix als Gren-
zwert besitzt, ist es notwendig und hinreichend, dafi Sp A, eine Nullfolge ist.

Beweis. Die Bedingung ist trivialerweise notwendig. Sie ist aber auch

hinreichend. Ist namlich A, = (a{?) und Sp A, eine Nullfolge, so ist Sp A, <s

und umso mehr afy <& falls n>N(e) gilt. A, ist aber eine nichtnegativ
definite Hermitesche Matrix, so dass alle seine Hauptminoren nichtnegativ
sind, und folglich ist a}}al’—|au|*=0, woraus sich & —|a.[*>0 ergibt, d.h.
es ist |au|<e& fiir n> N(e).

Hieraus ergibt sich

Satz 7. Damit die Folge f,€S (n=1,2,...) im Mittel zum Vek-
tor f€8 konvergiert, ist es notwendig und hinreichend, daffi Sp|f.—f|
(n=1,2,...) baw. Sp | fu—f|® (n=1,2,...) eine Nullfolge ist.

Wir sagen, daf3 die Elemente f, g, h, ... der Menge H einen Quasi-Hil-
bertschen Raum bilden, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) H ist ein linearer Raum iiber dem Matrixring der Ordnung p mit
komplexen Elementen.

b) In der Menge H ist ein inneres Produkt mit den Eigenschaften (8)
definiert.

¢) H ist beziiglich der soeben eingefiihrten Konvergenz vollstindig.

d) Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es n linear unabhdngige Vektoren.

Satz 8. Das skalare Produkt ist beziiglich der Normkonvergenz eine
stetige Funktion.
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Ist ndamlich f,— f, g.—g so werden wir auf Grund der Relation

(fﬂs g*')_(fr g) . (fﬂ: g’*_g)"i"(fn_frg)

unseren Satz bewiesen haben, falls wir noch zeigen, dass

(fu; 8+—8)—0, (fi—/f,8)—0, n—oo
ist. Wir betrachten zu diesem Zweck die Gramsche Matrix

(18) ((fmﬁ-) (f, 8:—8)
(&n—8&f) (8.—88—8)

Ist entgegen unserer Behauptung (f., g.—g)—~0, so ldsst sich leicht zeigen,
dall bei geniigend grofiem n die zur Matrix (18) gehorige quadratische Form
auch negative Werte annehmen kann, was unserem Satz 1 widerspricht.

Unter der Fourierschen Reihe beziiglich des orthonormierten Systems
g€ H (k=1,2,...) des Vektors f€ H verstehen wir die Reihe

I~ S

wobei e, = (f, ¢,) ist.

Es gelten die Identitdten

(% Py, ,'2:_,: a,-%] == (f! %“r‘?r] o (é “r%-,f] S g:“"“"'
und so ist
(lg) [f_réaa-q’:"f_r%:“:'¢l’J:(f’f)_rzs:-:a"“:"

Diese nichtnegativ definite Hermitesche Matrix ist nichts anderes, als die
Besselsche Gleichung in H. Sagen wir, wie iiblich, daf eine Hermitesche
Matrix A nicht kleiner ist als die ebenfalls Hermitesche Matrix B, wenn
A—B eine nichtnegativ definite Hermitesche Matrix ist, so kann (19) auch
in der Gestalt

0= a,at=(f,f),
=1
bzw.

(20) 0= }; eve; =(f,f)

geschrieben werden, und diese beiden Formeln stellen die Besselsche Ung-
leichung in H dar. Steht rechts in (20) das Gleichheitszeichen, so erhalten
wir die Parselvasche Formel.

Das orthonormierte System ¢r € H (k=1, 2,...) nennen wir vollstindig,
wenn die Parsevalsche Gleichung fiir jeden Vektor fe H gilt.



104 B. Gyires

Satz 9. Ist das orthonormierte System ¢.€ H (k=1, 2, ...) vollstindig
und ist g € H, dann gilt

to=Seat (g~30g).

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der Parsevalschen Gleichung
auf die iibliche Weise.

H, ist ein Unterraum von H, falls Hyc H ist und die Forderungen
a)—d) auch in H, erfiillt sind.

Im folgenden definieren wir den Abstand eines Unterraumes H,c H
von einem Vektor. Besteht der Operatorbereich von H nur aus den skalaren
Matrizes der Ordnung p, so gelangen wir in diesem Raum vom verallgemei-
nerten inneren Produkt zum inneren Produkt im gew®hnlichem Sinne, falls
wir dieselbe auf die bekannte Weise durch <{f,g>=Sp (f, g) definieren.
Definieren wir nun, auf Grund der sich daraus ergebenden Metrik, den Ab-
stand der Elemente f und g von H durch

e(f,2)=1VSp (f—g,f[—9),

so befriedigt dieser Abstandsbegriff auf natiirliche Weise die dem Abstand
gegeniiber zu stellenden Forderungen. Mit Hilfe dieses Abstandsbegriffes
konnen wir den Abstand von H, und f wie iiblich durch den Ausdruck

o(Hh, f)= inf (4, )

definieren. Da H und so auch H; in der Konvergenz der aus dem inneren
Produkt <f,g> stammenden Metrik vollstindig ist, gibt es einen Vektor
hy € H, derart, dass

Q(Hle)zp(hl’f)! <k:f_hl>=0: h E Hl

gilt.
Satz 10. (h, f—h) =0, h€ H,.

BEWEIS. Es sol! die Matrix (h, f—h;) von links mit einem solchen
orthogonalen Matrix @ multipliziert werden, welche des Element mit den
Indizes j, k in die Diagonale {iberfiihrt, und dann mit einer diagonalen Matrix
«, in deren Diagonale dort, wo in der Matrix @ (h, f—h,) das Element mit
Indizes j, k der Matrix (h, f—h,) steht, die Einheit steht, und an den tibrigen
Stellen die Null. Da nun ewh, € H, ist, gilt

Spaw((h, f—h)=Sp (ecwhy, f—h)=0,

d. h. das Element mit Indizes j, k der Matrix (&, f—h,) ist gleich Null. Da
dies aber ein beliebiges Element unserer Matrix ist, haben wir unseren Beweis
bereits vollendet.
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Es sei h € H;. Dann ist
(f—h, f—h)=((f— M) + (hi—h), (f — hs) + (hs— h)) =
= (f—h, f—h) 4+ (f—h, lh—h)+ (h—h, f—h) + (hi—h, hi—h).
Es ist aber hy—h € H;, und so wegen Satz 10
(f—h, hi—h)y=(—h, f—h)=0
If—h|*= || f— |+ As—R|?,

was nichts anderes ist, als der in unserem Raum giiltige Pythagoreische
Lehrsatz. Hieraus folgt

und folglich

f—h|P=|lf—h|P,

wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn /i, = h ist.

Nach dem gesagten konnen wir nun die matriziale Entfernung eines
Unterraumes von einem Vektor wie folgt definieren:

Unter dem Abstand des Unterraumes H, vom Vektor f € H verstehen wir
die untere Grenze der Matrixmenge |\f—h|| (h € H,), wobei die Ungleichung
zwischen Hermiteschen Matrizes auf die iibliche Weise zu definieren ist.

Wir sagen, daff g € H auf den Unterraum H, orthogonal ist, falls g
auf alle Vektoren von H, orthogonal ist.

Satz 11. jeder Vektor f von H ldpt sich in der Gestalt f=e-+g dar-
stellen, wobei e € H, ist, und g auf H, orthogonal ist. Diese Darstellung ist
eindeutig bestimmt.

Die erste Behauptung ist auf Grund von Satz 10 klar, die zweite wie-
derum kann auf die iibliche Weise bewiesen werden.

Satz 12. In jedem Quasi-Hilbertschen Raum gibt es vollstindige ortho-
normierte Systeme.

Der Beweis stimmt wortlich mit demjenigen {iberein, der in Handbiichern
fiir den Fall p=1 gegeben wird.

§ 3. Uber die Matrixspur der verallgemeinerten Toeplitzschen
Matrizes

1. Es bezeichne L die Gesamtheit der Matrizes der Ordnung p, deren
Elemente auf der Menge £ beschrdnkte und messbare Funktionen sind.
Es bezeichne O die Matrix, deren sdmtliche Elemente auf der Menge £2 fast
iiberall verschwinden. Verstehen wir unter der Summe dieser Matrizes die
gewohnliche Matrixsumme, und unter der Multiplikation mit Matrizes aus M
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die Matrixmultiplikation, so bildet L einen linearen Raum. Offenbar befriedigt
der Ausdruck

(f, 2) = Ql' f()g ()dx, f(x)€EL, gx)eL

die Forderungen (8) beziiglich des verallgemeinerten inneren Produktes. Da,
wie man leicht einsieht, auch f(x)g(x) € L gilt, kommt zu den Eigenschaften
(8) auch noch

(22) (fg, h) = (f, hg")

hinzu.

Es sei {w,(x); ein orthonormiertes vollstindiges System in der Menge
der auf £2 definierten beschrankten und messbaren Funktionen. Offenbar ist
auch die Funktionenmatrixfolge {®,(x)E} in L orthonormiert. Wir zeigen,
dass sie auch vollstindig ist. Ist ndmlich

(0~ X ae() (00— onWE)

und wird der n-te Abschnitt davon durch s,(x) bezeichnet, so gilt nach (19)

~»

(23) | (£(x) — 8, (x)) (F(x) —s.(x))" dx = Q] f(x)f* (x)dx— ,;: a,a,.

]

Wegen f(x) € L konvergiert die Spur der linken Seite von (23) fiir n— o
gegen Null. Dann konvergiert aber wegen Satz 6. die auf der linken Seite,
und folglich auch die auf der rechten Seite von (23) stehende Matrix gegen
die Nullmatrix, d. h. die Parsevalsche Gleichung ist erfiillt.

Ist {e(x)} ein auf der Menge €2 definiertes, beschrinktes und mess-
bares linear unabhingiges Funktionensystem, so bildet offenbar auch {«.(x)E}
eine linear unabhdngige Funktionenmatrixfolge in L. Es ist aber leicht ein-
zusehen, dass ausser dieser auf triviale Weise linear unabhdngigen Matrixfolgen
auch noch andere Folgen linear unabhédngig sind, z. B. die durch

wirls)—l.u»u (x) - f')m!!wl (x)

ﬁ,(x)_— : i 5
o) ol
definierte Folge, falls w)'(x) (r=1,2,...) eine auf der Menge £ linear
unabhingige Funktionenfolge bildet. So ist die Funktionenmatrixfolge
xt-rf(x) (k=1,2,...) auf der ganzen reellen Zahlengeraden linear unab-
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hangig, falls hier

1 eee 1 T X aai xpedy

sea -1 s -2
(W= ¥ | oder g=|7" ¥
X1 o es yP-1 X X2 ... 1

ist.

2. Es sei f(x)€L und @:(x)€L (k=1,2,...) ein vollstindiges ortho-
normiertes System, ferner sei

@ (x)f(x) ~ 2? a,@,(x) (k=1,2,...),
wobei offenbar B

: a, = (p:f, 9,)
sein soll.

Unter der durch die Funktionenmatrix f(x) erzeugte Toeplitzsche Matrix
verstehen wir die unendliche Matrix

1 1 1 3
a, a: ag ...)

M(f)z(af a; ap -

und unter dem n-ten Abschnitt derselben die Matrix

1 1 14
a az -+ a,

M.(f)—|® &
ai ax---a,
Es sei nunmehr g(x)€ L,

7.0~ X big. ),

ferner

?.(Of(X)g() ~ 2 €, 9.(x).
Da nach (22)

. ¢l = (p.fg, @) = (.1, @.g")
ist, und da

(g 9,) = (9, 92) = (9:g @)= (b))’
gilt, haben wir nach Satz 9
(24) o = fa:th:'
und folglich ;
(25) M(fg) = M(f)M(g).
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Diese Formel besagt auch, dali zwei unendliche Toeplitzsche Matrizes,
die durch zwei zu L gehdrigen Funktionenmatrizes erzeugt werden, immer
ein Produkt besitzen. Die Multiplikation dieser Matrizes ist assoziativ. Ist
ndamlich f(x) €L, g(x) €L, h(x)€ L, so haben wir auf Grund von (25)

(M(f)M(g))M (h) = M(fg)M (h) = M((fg)h) = M(f(gh)) =
= M(f)M(gh) = M(f)(M(g) M(h)).
Ist f(x) Hermitesch, so ist in Hinblick auf den Ausdruck

|99t dx = (| @ fx)gid]
offenbar auch M. (f) Hermitesch.
Unter der Matrixspur der Matrix M, (f) verstehen wir die Matrix

(26) SM..(f)= > ai.
k=1
Der Satz, der die matriziale Verallgemeinerung des in der Einleitung
erwdhnten SzegOschen Satzes als Spezialfall enthdlt, lautet nun wie folgt:
Satz 13. Ist f(x) € L und Hermitesch und gilt
inf zf(x)z* =m, supzf(xX)z*=M, xcQ. zz'=1,

so fallt der Wertevorrat von M, (f) zwischen m und M. Ist ferner F(i) eine
im Intervall [m, M] definierte stetige Funktion, und gilt fiir jede mit f(x)
vertauschbare Hermitesche Funktionenmatrix g(x) € L die Beziehung

@7) lim - [SM..(fg)— SM, ()M (g)] 0,
so ist s
(28) lim ; [SM. (F(f))— S F(M., (£))] = 0.

Die erste Behauptung des Satzes kann wie folgt bewiesen werden:
Es seien die Vektoren z. (k=1,...,n) solche Zeilenvektoren des

p-dimensionalen Raumes, fiir welche > zzi= 1 gilt. Wir bilden die zur
k=1
Matrix M, (f) gehorende Hermitesche Form
H(Mu(f)) — kzl Zy “?2?0

Da f(x) eine Hermitesche Funktionenmatrix ist, d.h. sich auf die Gestalt
f(x) = Ux)(41(x), ..., 4(X))U*(x), UE)U*(x)=E
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bringen 14Bt, gilt

H(M,(£)) = | A®) (41 (x), . - ., £, (X) A* (x))dx,

|
i
wobei

AW =[S ne.w|UE

fiir jedes x ein Vektor des p-dimensionalen Raumes ist. In Hinblick auf

_[A(x)A‘(x)dx = g“l‘z:.-(%, )z =1,

folgt nun
(29) m = H(M,(f)) =M.

Ist N eine Normalmatrix, und bezeichnet Z ihren Eigenwert mit grosstem
Absolutwert, so ist — wie man sich leicht iiberzeugt — |[N|=|4|E;, wobei
E; diejenige Matrix ist, deren sdmtliche Elemente gleich der Einheit sind.
Indem wir darauf Riicksicht nehmen, folgt aus (29) auch

(30) % ISM.(f)| = KEi,

falls nur
max (|m|, | M|) = K.
Um die zweite Behauptung unseres Satzes zu beweisen, gehen wir von der
Bedingung (27) aus. Hieraus folgt sogleich:
Sind die f.(x) (»=1,...,k) meBbare, beschrinkte und paarweise
vertauschbare Hermitesche Funktionenmatrizes, so gilt

lim - [SML(fi ... £)—SML(£) ... M, ()] = 0.

Ist hier fi(x)=-.- =fi(x) =f(x), so gilt unser Satz bereits fiir F(1)=7*,
und zugleich auch im Falle, wo F(Z) ein beliebiges Polynom ist.

Nunmehr sei unseren Bedingungen gemdl F(Z) eine im Intervall [m, M]
definierte stetige Funktion, und P(4) ein Polynom, fiir welches

31) lF(Z)—P(Z)_<—§—, m=i=M

gilt.
Es soll M,(f) die Jordansche Normalform

(32) M.(f)=U4U°, UU'=E

haben, wobei die hier auftretenden Matrizes sich aus quadratischen Matrizes
der Ordnung p gemdfi der Formel

A=(A4y,..., 4,), U=(uu)
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aufbauen lassen. — Aus (32) folgt

(33) ai= 2w, Ayul,.

—

Nehmen wir jetzt darauf Riicksicht, dal w, ..., w:, die k-te Hypermatrix-
reihe der Matrix U ist, so ergibt sich

n

(34) ay| = : gy A, 0| = max AVE;,
¥=l (%, 1)
wobei _
Ar — (O;-u']:i), “wey ZE:;,)) (]’ L ——| 1, T n)

ist, und A (k=1,...,n; [=1,...,p) die Eigenwerte von M,(f) bedeuten.
Auf Grund von (33) ist

SF(M.(f))= 2 w,F(4)ui,
und so gilt wegen (31) fiir jedes n die Beziehung

L= [SF(M,(£)—SP(M.() =

= > [un(F(4)—P(4,))uis|< 5 Er.

n ky=1

Da
SM.(F(£))—SM.(P(f)) = S[M.(F(f)) — M.(P(£)) =

ist, gilt wegen (30) fiir jedes n die Beziehung
L= - [SML(F())—SM.(P()) | < 5 E.

Indem wir endlich darauf Riicksicht nehmen, dafi im Falle, wo F(4) ein
Polynom ist, auch die zweite Behauptung unseres Satzes gilt, erhalten wir

I: z%|SM..(P(f))—SP(M,,(f))| < % E;, n= N(¢).
Auf Grund der gesagten ist nun
L ISML(F()—SF(M.(D)| =i+ L+ L <¢Ei, n=N),

womit wir auch die zweite Behauptung unseres Satzes bewiesen haben.
In Hinblick darauf, dab

SML(F(1) = | X g F(EW)gt () dx

2
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ist, kbnnen wir die Behauptung (28) unseres Satzes auch in der Form

@ iim LSFOL®)— [ Se@AE@)sieoax| =0

schreiben. Ist auch noch
¢(X)gr(x)=E (xcf, k=12,.,.)

und ist jede ¢, (x) mit f(x) vertauschbar, so gilt
(36) lim - SF(ML(D)) = [ F(F()dx.
== o

3. Es sei nunmehr 2= [— =z, 7, 920 (x) = —o— 6" E, Qa1 = e~ E
V2 V2

(r=0,1,2,...) und f(x) eine in diesem Intervall definierte beschrankte,
mefibare, Hermitesche Matrix. Mittels einer gleichen Anzahl von Reihen- und
Spaltenvertauschungen ldt sich M,.;(f) in die Matrix

an a; es Ay -
a.; a ves 8.1

l ; -iyax
(37) T.N=|"" . ... | s=g5] fx)e*dx

-7
\@-n a-n41 *** Q0

iiberfiihren. Also gibt es eine nur von n und von p abhdngige orthogonale
Matrix O, fiir welche
0Mn+l(f) 0‘ SR Tn(f)

gilt. Auf Grund von (37) ist es klar, dall
(38) SM1r+l(f) - STn(f), SMII+1 (f) Mn +l(g) _ STn (f)Tu(g),
; t SF(MIH—I (f)): SF(TM (f))
ist.

Jetzt beweisen wir den Satz, welcher eine matriziale Verallgemeinerung
des in der Einleitung erwidhnten SzegOschen Satzes und zugleich eines
gleichfalls in der Einleitung formulierten Satzes des Verfassers darstellt.

Satz 14. Ist f(x) eine im Intervall |— wt, 7t] definierte beschrinkte mess-
bare Hermitesche Funktionenmatrix, so fallt der Wertevorrat von T, (f) zwischen
m und M, falls nur

m=infzf(x)z*, M=supzf(x)z*, x€[—m, ], zz"=1
ist. Ist ferner F(Z) eine im Intervall [m, M) definierte stetige Funktion, so gilt

1 4

o | F(E)dx.

o
-7

lim %Jrl S F(M.(f)) —

n—e o
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BEwEIs. Die erste Behauptung des Satzes folgt aus Satz 13. In Hin-
blick darauf, dass im gegenwartigen Falle g.(x)gi(x) =5 E (k=1,2,..)

ist und die Elemente von {g.(x)} mit f(x) vertauschbar sind, wird die zweite
Hilfte unseres Satzes ebenfalls aus Satz 13, und zwar aus der speziellen
Form (36) der zweiten Behauptung des Satzes folgen, falls wir nur das
Erfiilltsein von (27) zeigen konnen. Die Giiltigkeit dieser letzteren Relation
ergibt sich nun auf Grund von (38) aus der folgenden, auch an sich selbst
interessanten Tatsache:

Lemma. Falls f(x) und g(x) beschrinkte, mefibare Hermitesche Funk-
tionenmatrizes sind, so gilt

lim ﬁ [ST.(fg)—ST.(f)T.(g)] = 0.

n—+o

Ist ndmlich

T by 4
1 [ -ipr Fe— L -ivr
(39) S It(x)e dx, b,=— o Jg(x)e dx,
-7 -2F
T
c.-z-él-;T—_ [ f(x}g(x)e-™dx, (r=0,+1,+2..)
so gilt auf Grund von (24) =
(40) c,= 2 aib,..

ke=-m

Nach (39) und nach (40) ist nun
ST.(fg)—ST.(f)T.(g) = (aib_i1 +a_1b))+2(a:b_o+ash:) +

+ yre -1:‘}‘1(8,. b—ll + a-n l)n) + (n “i“ l) Z (akb—k + a-k hk).
k=n+1
Da f(x) und g(x) mefibar, beschriankt und Hermitesch sind, und da {¢"*E)}
im Intervall [—zr, 2] ein vollstindiges orthonormiertes System bildet, gilt

1 4

1

E-‘_- l f(x)g(x)dx: ﬂﬂb(l‘i‘Z(ﬂkb-k‘{‘ﬂ_.kbf;)
P 4N k=1

-

und folglich
(41)

Es sei nunmehr », eine der Bedingung »,= N(¢) geniigende festgewihlte

;;?(a;_.b_k—{—a.kh:.-) < %El, )’%N(S).
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natiirliche Zahl, und es soll n so gewihlt werden, dass n>»;, ist. Nach (35)

ist dann
1

| STn(fg)— ST"(f)T.. (g) -

n+1
= n-:— 1 [(aib_;+a.ib)+ - +ri(a,b_,,+a,b,) +
+ p- -ll- 1 |(1'|| + ])(al",ﬂ b—(l’.-.-bl) + A_(r,41) b‘ln,H) + e + n(a“ b_" + a., bn) +

®

—I—(H-I—l) 1.~1(a;.-b_,‘.-'{*!l...:.");.-)’.

k=n
Wihlen wir nun n so, dal sie der Bedingung n>N(e¢) geniigt und grob
genug ist, so kann das erste Glied auf der rechten Seite unserer Ungleichung

kleiner als % E, gemacht werden, und das zweite Glied ist nach (41) wiederum

kleiner als %El. So ist tatsdchlich
1

i1 /ST —ST.(OT.() <¢Es,  n>N(e).

§ 4. Uber die Spur im gewdhnlichen Sinne der
verallgemeinerten Toeplitzschen Matrizes

1. Bezeichnen wir die Spur im gewdhnlichen Sinne mit Sp, so ist auf
Grund von (26)
Verwenden wir dies im Zusammenhang mit Satz 13, so erhalten wir den
folgenden
Satz 15. Ist f(x) eine mepbare, beschrinkte Hermitesche Funktionen-
matrix auf der Menge L2, und ist
m=inf zf(x)z*, M=supzf(x)z’, x€$2, zz'=]1,

so fallen die Eigenwerte von M, (f) zwischen m und M. Ist noch F(.) eine
im Intervall [m, M) definierte stetige Funktion, und gilt fiir jede gleichfalls
messbare, beschrinkte, mit f(x) vertauschbare Hermitesche Funktionenmatrix
g(x)

lim % [Sp M..(fg)— Sp M., (f) M. ()] — O,

n-+00

so ist
(43) tim % [Sp M.(F(£))— Sp F(M.(£))] = O.

D8
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Dies ist wiederum offenbar eine Verallgemeinerung des Satzes von SzEGO,
bzw. des in der Einleitung erwédhnten Satzes des Verfassers.

Werden die Eigenwerte von M,(f) durch 4" (k=1,...,np), die
Eigenwerte von f(x) hingegen mit 4,(x),...,4,(x) bezeichnet, so tritt an
Stelle von (43) auf Grund von (35) bzw. (36) die Beziehung

lim % [% FQ")— Sp‘[ éqp (x) F(£(x))pt(x)dx ] =
bzw. ;
tim L 3 )= [ (R ) + -+ Flay ()l dx

und falls wir die Funktionen 4;(X),...,4,(x) mefibar wdhlen, so ftritt an
Stelle der letzten Formel

uﬂ P »
lim - > (L") = > | F(u()ax.
] k=1 =1

Wenden wir aber die Gleichheit (42) im Zusammenhang mit Satz 14.
an, so erhalten wir den in der Einleitung formulierten Satz des Verfassers, falls
die stetigen Funktionenmatrizes durch messbare und beschrankte Funktionen-
matrizes ersetzt werden.

Satz 16. /st f(x) eine im Intervall [—:, x| definierte beschrinkte
messbare Hermitesche Funktionenmatrix, so fallen sdmtliche Eigenwerte der
Matrix T,(f) zwischen m und M, insofern

m=infz2f(x)z°, M=supzf(x)z’, x€—[x,7], zz'=1

ist. Ist ferner F(Z) eine im Intervall [m, M| definierte stetige Funktion und
sind 4" (k=1,...,(n+1)p) die Eigenwerte von T.(f), so gilt

(n+1)p

@) lim i STFOE) = 5l | [P @)+ o )

Fi=w 00

Wihlen wir die Funktionen 2,(x),..., 4,(x) auch noch mefbar, so ist

b g
(n+1)p

. " ‘ﬂﬂ 1 g -
lim 3 PO = 3 | Flatoyx.
=T

Vom Satz 16. ausgehend erhalten wir den
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Satz 17. Es sei f(x) eine den Bedingungen von Satz 16 geniigende
Funktionenmatrix, und «<g seien reelle Konstanten. Ist

mes {x:a<i(x)<8 (k=1,...,p)}>0,

so fillt bei geniigend grossem Index n mindestens einer der Eigenwerte von
T.(f) in das Intervall |e, 8].

Diesen Satz hat fiir den Fall p=1 G. SzEGH bewiesen. Sein Beweis
ldBt sich auch auf diesem allgemeineren Fall wortlich {ibertragen ([6], 216—217).
Aus diesem Satz ergibt sich das

Korollar 1. Ist i) bzw. A5 der kleinste bzw. der grisste Eigenwert
der Matrix T,.(f), und sind die Eigenwerte von f(x) in nicht abnehmender
Reihenfolge geordnet i,(X), ..., 4,(x) und gilt

inf Zu(x)=my, supl(x)=My, x€[—m,x], (k=1,...,p),

so ist
lim Ay =my, limi)=M,.

L 2+ L g ]

Gleichfalls aus Satz 17 ergibt sich das

Korollar 2. /st f(x) eine im Intervall [—o, «t] stetige Funktionen-
matrix, deren in nichtabnehmende Reihenfolge geordneten Eigenwerte in die-
sem Falle ebenfalls stetig sind, so fiillen die Eigenwerte der Matrizes T, (f)
(n=0,1,...) die Intervalle [m,., M) iiberall dicht aus.

Es sei im Satz 16 m >0, dann ist F(Z)=1log 4 eine im Intervall [m, M]
stetige Funktion Bezeichnen wir die Determinante der Matrix T,(f) mit
D, (f), so gilt auf Grund von (44) der

Satz 18. /st f(x) eine im Intervall [— =, 7t] beschrinkte, mefbare, den
Bedingungen
zf(x)z2'=m>0, x€[—m, ], 22"=1
geniigende positiv definite Hermitesche Funktionenmatrix, so ist

n+1

lim D, (f)—exp=2 J log Det f(x)dx .

(L ]

Wir bemerken, dafi ebenso wie bei SzeG6 im Falle p=1, auch in
unserem allgemeineren Falle Satz 16 aus Satz 18 folgt.
Gehen wir ndmlich von den Bedingungen des Satzes 16 aus. Ist « eine

der Ungleichung O0<e < 3}- geniigende Zahl, wobei % =max (|m|, M|) und

g(x)=E + «f(x) ist, so ist g(x) eine im Intervall [—zr, ;7] beschrinkte,



116 B. Gyires: Uber Toeplitzsche Matrizes

mefbare, positiv definite Funktionenmatrix, deren Wertevorrat eine positive
Zahl zur unteren Grenze hat, Somit gilt nach Satz 18 der Ausdruck

(n+1)p

- Q.
lim =iy ; log (1 +ei”)

n-+o

o % f[log(l + @i (X)) + -+ +log (1 + e, (x))]dx.

Der weitere Verlauf des Beweises stimmt wortlich mit dem von G. SzEGO
fir den Fall p=1 gegebenen Beweis {iberein ([6] § 1).
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