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Uber die konform-kovariante Ableitung der Vektoren
Von ARTHUR MOOR (Szeged)

1. Einleitung. In einem Riemannschen Raum mit dem metrischen
Fundamentaltensor gi(x) wird eine Transformation der Metrik von der Form

(L1} Zn—=60"guy, 0= g(X5 X, -0y X%)

eine konforme Transformation genannt.') Geniigt ein Tensor 7 nach einer
konformen Transformation (1.1) der Transformationsformel

T=e"T,
so nennt man 7 einen relativ-konformen Tensor vom Gewicht: A (vgl. [1]).
Im folgenden wollen wir die konform-kovariante Ableitung der Vektoren
mit Hilfe der Theorie der geometrischen Objekte, bzw. der Funktionalgleichun-
gen bestimmen. Unter einer kovarianten Ableitung der Vektoren verstehen
wir eine Ableitung die den folgenden Forderungen geniigt (vgl. [2]):

A) Die kovariante Ableitung eines kontra- bzw. eines kovarianten Vektors
soll ein gemischter bzw. rein kovarianter Tensor zweiter Stufe sein;

B) Die kovariante Ableitung des kontravarianten Vektors v bzw. des
kovarianten Vektors w; soll von ', axv' bzw. w;, d,w; und auperdem vom Hilfs-
objekt g, und seinen Derivierten od.g; abhdngig sein, wo g einen in i, j
symmetrischen Tensor darstellt ;

C) Die kovariante Ableitung des kontra- bzw. kovarianten Vektors v* baw.
w; soll eine in den Verdnderlichen ', dit", dxgij bzw. Wy, dxW:, 0,gi; Stetige
Funktion sein. In den Verdnderlichen gi; fordern wir dagegen die Stetigkeit
nur bei solchen Wertsystemen g, fiir die

Det (g,) #0
besteht.

Fiir eine konform-invariante Ableitung stellen wir aufierdem noch die
zusdtzliche Forderung:

1) Im folgenden werden wir die konformen Transformierten immer durch die Wellen-
linie: ,,~" bezeichnen.
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F) Die kovariante Ableitung eines relativ-konformen kontra-, bzw. kova-
rianten Vektors vom Gewicht h ist ein gemischter bzw. rein kovarianter Tensor
zweiter Stufe, der auch relativ-konform vom Gewicht h ist.

Die Form der konform-invarianten Ableitung werden wir dadurch be-
stimmen, daff wir den Zusammenhang der Komponenten der vorkommenden
Grofien in verschiedenen Koordinatensystemen angeben. Die verschiedenen
Koordinatensysteme sind miteinander durch zuldssige Koordinatentransforma-
tionen verkniipft. Wir wollen jetzt und im folgenden unter einer zuldssigen
Koordinatentransformation eine solche Transformation

(1.2) X O vy )

der Koordinaten verstehen, deren Funktionen mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar sind, und von Null verschiedene Jacobische Determinante be-
stimmen.

Konform-kovariante Ableitung und konform-invariante Ubertragungspa-
rameter beziiglich solcher Koordinatentransformationen, deren Jacobische De-
terminanten konstant sind, haben J. M. THOMAS und T. Y. THOMAS bestimmt
(vgl. [4], [5]. [6].

2. Konform-invariante Ubertragungsparameter. Da aus den g
aufer den Christoffelschen Symbolen keine weitere Ubertragungsparameter
gebildet werden konnen [2], so miissen wir neben g; noch eine weitere
HilfsgroBe voraussetzen und zwar ein Vektorfeld a,(x). Dieses Vektorfeld
wird aber kein relativ-konformes Vektorfeld sein. Wir setzen voraus, dall die
Transformation a,—a;. die folgende Gestalt hat:

2. 1) a = Py(as, 0.), 0.2 4.0,
und aufierdem dab die Gleichungen
(2. 2) (D;.-(ab, U,_-) — 0

beziiglich o, auflosbar sind.

- Satz 1. Die allgemeinsten konform-invarianten Ubertragungsparameter
A7y die aus 'Y, und ay gebildet werden konnen, haben die Form

(2.3) APy =T+ Gliby,
I‘;J-k d_Ef_ % grj(dﬁ'gir + i, igkr 3 Urg:'k):
wo
(2. 3a) Gil 5 0/ 0, + 0l —gug” (0! : Kronecker-0)
und

(2.3b) b = o (x)au
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ist. G/} ist gegeniiber den Transformationen (1.1) invariant, o(x) ist ein ska-
larer Faktor, dagegen unterliegt a, bzw. by der Transformation

2. 4) Go=t—0i baw. Bi—bi—o..

- Bewers. Nach der Annahme des Satzes sind die ./, Funktionen von
I’;‘Jk und ax, 1 T, ) .
A= F:}R(I’trb-'; ﬂb)o

AuBerdem miissen die .1/, in Bezug auf eine zuldssige Koordinatentransfor-
mation (1.2) denselben Transformationsformeln, wie die 77/, geniigen, da die
A7, beziiglich (1.2) affine Ubertragungsparameter sind.

Nach einer konformen Transformation (1.1) det Metrik wird die Trans-
formierte von .1/, die Form:

(2.5) A= F(IS e, @)

haben, da die .1/, offenbar dadurch entstehen, dab man in die Funktionen
F’, statt 1"/, und a; die Veranderlichen 7', und @, substitutiert. Beachten
wir jetzt, dafi auf Grund der Definitionsformel

F;Jl ‘M ; g (af.'gr‘r‘l_ aa'gkr_fjrgdr)
fiir 7, die Relation

(2.0) Fhv=Th+ C:;:i Ot, Oy 0
besteht, weiter, daB .1, konform-invariant d. h.
(2.7) T s R

sein soll, so bekommt man aus (2.5) und (2.1) fiir die Funktionen F;’; das
Funktionalgleichungssystem :

(2.8) FIW T o+ Gaiow, Po(ar, 0)) = Fiu(lde, @),
das fiir jeden Wert von o, bestehen mubl. In einem Punkte x' kénnen ndm-

(m
lich die Werte a,,(x') beliebig vorgeschrieben werden.

Wir haben vorausgesetzt daf die Gleichung (2.2) in o, losbar ist:
O} = Yy (aj)r

o, ist also eine Komitante des Vektors a;. Sie ist folglich auf Grund des
Satzes 1 von [3] von der Form

(2.9 o = o(x)ay,
wo o(x) ein Skalarfeld ist.
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Wird (2.9) in (2.8) eingesetzt, so bekommen wir:
(2.10) AS=F (IS o, @) = F(I e+ 0Gacay),
wo die Funktionen F’s

Fou(X: )& Fu(X. ., 0)

bedeuten.
Fiithren wir nun die Bezeichung
(2.11) I3 E I+ o Giia

ein, so driickt (2.10) aus, daB .47y ein allein aus /7.’ bestimmter symmet-
rischer Ubertragungsparameter ist. Wir zeigen jetzt, da aus /I, aufier den
11/, selbst, keine weitere symmetrische Ubertragungsparameter gebildet werden
konnen, daB also F/u(X.")= X/ ist.

Von den Formeln (2.10) und (2.11) bekommt man nach einer zulds-
sigen Koordinatentransformation die Gleichungen

(2.12)  FA(ALA) AL+ AL A)) = FA(IT) ) AT Al A+ AL AL,
wo

rdef 0X"

A A0 det ax® AT gt L
i =T — 8
ax!f

ax’ X gx*

gesetzt wird, da die I7,'. und die F/; nach unserer Annahme Ubertragungs-
parameter sind. In einem beliebigen Punkte x' konnen die A; und die A},

©
beliebig gewihlt werden. Setzen wir also in der Gleichung (2. 12)
A;:d:, Aub*——_'!larb:

was wegen der Symmetrie von A7, und /1", in den Indizes a, b erlaubt ist,
so wird wegen

A:l Z!b = d::
auch A/ =0, bestehen, und aus (2.12) wird:
Fii(IT, ) = Fx(0) + IT.

Da F/i und II/; dieselbe Transformationsformel haben — beide sind nédmlich
Ubertragungsparameter — miissen die Konstanten F.,(0) einen Tensor bilden.
Dies ist aber nur im Falle F/,(0)=0 moglich. Widrigenfalls miifte nimlich
nach einer zuldssigen Koordinatentransformation

F,:j;.-(O) — Frsr(O)A: A?:Ai

bestehen, woraus nach der Substitution Ai= xd; die gewiinschte Relation
F/,(0)==0 schon leicht gefolgert werden konnte.
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Es ist also
F;'ix(nube) = ljijk

und somit erhdlt man aus (2.10) und (2.11)
(2.13) Av=Ti+eGlia.

Wir sind jetzt schon imstande, die explizite Transformationsformel (2. 1)
zu bestimmen. Nach (2.1), (2. 6) und (2.13) bekommt man — da @;‘;ﬁ gegen-
iiber konformer Transformation invariant ist — aus (2.7) die Relation:

L?::.(Ut +o0 (pf—()ﬂt) =0.
Eine Verjiingung auf i,j gibt nach (2. 3a):

(2.14) &, —a—

-

;.

Aus (2.1) und (2.14) bekommt man somit nach der Bezeichnung
bxﬂgm

eben die Transformationsformel (2.4); die Formel (2.13) geht somit in die
Formel (2. 3) tiber. Das beweist unseren Satz.

Die durch (2 3) angegebenen konforminvarianten Ubertragungsparameter
beniitzte R. S. CLARK fiir die Bestimmung einer konform-kovarianten Ableitung
in allgemeinen metrischen Rdumen. In diesen Raumen war die Konstruktion
eines Vektors &, (vgl. [1]; unser b bezeichnete R. S. CLARK mit @) von den
Grundelementen des Raumes moglich.

In den Riemannschen Rdumen verschwindet aber der CLARKsche Vektor
«; und deswegen haben wir die Existenz eines von g;; unabhdngigen Vektor-
feldes a, voraussetzen miissen.

Wir konnen in einem Riemann—Raum das Objekt

(2 15) ) =— — —,11' O log l-"l'E, B ﬁ det (g;,)

als eine Komitante des Grundtensors g;; ableiten. «; ist aber im allgemeinen
kein Vektor, sondern ein Objekt zweiter Klasse mit der Transformationsformel

(2. 16) G —Aie,— - dilogd, 4% det(A})

Die durch
(2.17) C QGBI+ Gl
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bestimmten Parameter (die sogenannten Parameter von T.Y. THomAS) sind
zwar konform-invariant, ihre Transformationsformel lautet aber

ﬁi‘fk = Qr-sf A:" AZ;{ A:.' c AL.- E;f—
(2.18) § g ; v
s (07 95 log 4+ 0i.0;log 4— g g0, log A),
ist also verschieden von der Transformationsformel der Parameter einer line-

aren Ubertragung. Man sieht leicht, daB fiir die Untergruppe der Koordinaten-

transformationen
4= Konslt.

die Transformationsformel (2.18) in die der linearen Ubertragung iibergeht,
und nur in diesem Spezialfalle ist es erlaubt das Feld a; nicht extra angeben,
sondern es ist automatisch aus den g;; ableitbar.

BEMERKUNG. Existiert im Riemannschen Raume auBler dem metrischen
Grundtensor gi noch ein von der konformen Transformation (1.1) unab-
hingiges Vektorfeld ¥'(x) als Grundgrofie des Raumes, so wird nach (1.1)
Y=eY, wenn N
yae Vgu YT Y*

die Lange des Vektors Y ist. Offenbar besteht dann fiir den Vektor
b * —ailog Y

die konforme Transformationsformel (2. 4).

3. Die konform-kovariante Ableitung. In der Arbeit [2] haben wir
gezeigt, dabl die Forderungen A)—C) die kovariante Ableitung derart bestim-
men daf die Ableitungen d,g; nur in den Christoffelschen Symbolen vor-
kommen. Nun stellen wir die folgende Bedingung:

~ G) Die konform-kovariante Ableitung o+ ist von den g nur durch die
I’y abhingig, und aufier den 1Y, kommt in der Formel von o' noch eine

Hilfsgrife b, mit dem Transformationsgesetz (2.4) vor.
Vor der Untersuchung der Formel der allgemeinen konform-kovarianten

Ableitung werden wir die Abhdngigkeit von d.+* von der Hilfsgrofie b, be-
stimmen. Es besteht das folgende

Lemma. Die allgemeine konform-kovariante Ableitung 0.+' des relativ-
konformen Vektors +* vom Gewicht h ist von den I/, immer durch die durch
(2. 3) bestimmten A/, abhingig.

BEwkis. Die allgemeine konform-kovariante Ableitung d;+' eines relativ-
konformen Vektors + ist eine Funktion von 7., und &,, d. h.:

Ot = P (", pv?, T, ba).
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Nach einer konformen Transformation (1.1) der Metrik bekommt man
O = pi(e v, e (a4 hay?), I+ (.J"fi ¢Gt, ba—0,).
Beachten wir die in der Einleitung gestellte Forderung F), so erhalten wir
@3.1) Oy 7 = e" 017
Aus den beiden letzten Formeln bekommt man fiir die Funktionen p',
das Funktionalgleichungssystem
e""pi(v", v rah‘- » bo) =
= pi(e" 0", &7 (02" + hon?), I+ (g‘,':f. o1, ba—0,),
welches fiir alle 0,, o bestehen muli. Fiir die Werte

0=0, 0,==b,
wird
(3. 1a) o' Epik C ['“",., b.) Zpik (°, aut" + hby0°, A% 0),

wo .1,". durch (2. 3) bestimmt ist. Die letzte Formel beweist eben die Be-
hauptung unseres Lemmas.

Nun sind wir schon imstande zu beweisen, daB die allgemeine konform-
kovariante Ableitung die Funktion einer sogenannten fundamentalen konform-
kovarianten Ableitung ist. Es besteht der folgende

Satz 2. Die allgemeine, in den Verdnderlichen stetige konform-kovariante
Ableitung Oy des relativ-konformen Vektors ' vom Gewicht h ist eine von
erster Dimension positiv-homogene Funktion einer sog. fundamentalen konform-
kovarianten Ableitung o} :

(3. 2) d: '!" = (Jk#‘i + ;f:ik pt +hbx '!"_.
b, ist ein Vektor mit dem konformen Transformationsgesetz (2. 4).
BEwEIS. Die konform-kovariante Ableitung d; ¢’ ist nach der Forderung

F) (vgl. die Einleitung) ein gemischter Tensor. Nach einer zuldssigen Koor-
dinatentransformation bekommt man das folgende Transformationsgesetz:

3.3) Oxri = A} Aid, "

Die konform-kovariante Ableitung d,+' ist nach dem Lemma eine Funktion
von ", gyv", Ao und b, d. h.:

(3.4) Ot =15 (0", 850", Ao’e, ba).

Man erhilt das transformierte d,»* wenn man in die Funktionen ¢, statt

o', anr”, 4. und b, die transformierten GroBen: i, 937 1., und b, einsetzt,
. h.:

T i e P d
f)k vt = )‘!;;(-*' y 0BV, -In €y bei)o
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Beachten wir ;etzt (3.3), (3.4) und die entsprechenden Transformations-
formeln von #°, 9; &, A", ba, SO ergibt sich fiir die Funktionen t. das Funk-
tionalgleichungssystem

ALANE (", 0u0”, A, ba) =
= (A, AL Ao — AL AT AV, AL A AL A+ AL A7, ARD,).
Fiir die Werte

(3.5)

" b ]
A: = d:u Aw_‘ — -Iu e

die in einem Punkte x' moglich sind, wird aus (3.5) wegen A= d;:
©

(3.6) £ (v, 0s0", Aa'e, ba) = £2(t", du2", 0, ba),
mit
(3.7 dyv" &L 91" + A

Die Formel (3.6) bestimmt die Abhingigkeit der allgemeinen konform-
kovarianten Ableitung von den Ubertragungsparametern .1,.. Die Formel
(3.7) bestimmt auch eine kovariante Ableitung von ¢/, doch geniigt diese
kovariante Ableitung der Forderung F) nicht. Nach einer Transformation
(1.1) wird:

(3.8) dyv" = €' (dyr" + hayr?).

Fiihren wir jetzt die Bezeichnung:

Tl‘k(i'", db’ﬂ’ )de{ rj‘-(f'ﬂ, dhf_'d, 0, ba)
ein, so wird nach (3.4) und (3.6):
Ov' = T%(v", dut”, bs)

bestehen. Nach einer konformen Transformation (1.1) der Metrik bekommt
man aus (3.1) im Hinblick auf (3. 8)

(3.9) T5(e" ", & (dt" + how "), bo—0,) = €" T (", dyr”, b.)
(Vgl. (3.1a)). Nach der Substitution 6 =0, o,=b, gilt

O’ = T (", dst”, ba) = T (2", 03", 0).
O,v' kann also nur von ¢* und dj¢* abhdngig sein, d. h. es ist
(3.10) Opv' = (0", o5 ).

Wir miissen noch zeigen, daf die Funktionen f'; von den »* unabhéngig, und
in den dy»" positiv homogen von erster Ordnung sind.

Beachten wir den Tensorcharakter von g+, so bekommt man nach
einer zuldssigen Koordinatentransformation fiir die Funktionen f'; das Funk-
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tionalgleichungssystem :

(3.11) AALL (7, 00"y = [ (Al Ay AL o).

Nach der Substitution A, = o0, wird A =0"9:, und aus (3.11) wird:
0", 050") = fi(er”, 03r").

Beachtet man die Stetigkeit von f% in »°, so bekommt man nach ¢—0, daf
f'% nur von den dj:” abhidngig ist. Es ist also

(3.12) dir' = ¢ (11").

Nach einer konformen Transformation (1.1) wird wegen (3. 1) nach der

Substitution x=¢"">0:

(3.13) @ (xO0") = x @' (00"),

und das driickt nach (3. 12) die positiv-Homogenitit von erster Ordnung der
kovarianten Ableitung aus.

Damit haben wir den Satz 2 vollstindig bewiesen.

Die allgemeine konform-kovariante Ableitung J,+ wird also immer mit
Hilfe der fundamentalen konform-kovarianten Ableitung di:* konstruiert. Die
positiv-Homogenitdt von erster Ordnung (3. 13) ist zwar eine Beschrdnkung,
doch kann noch d;»* mannigfache Formen haben. Wir zeigen das durch
einige Beispiele:

i ————— o o .
dk ‘f"‘ == Vd: 'l" d: o frﬁ-, dk?'; = % d:;,
l?'r_f: v'of v o
Vdf-r“"d??

Der kovariante Fall kann bis zu der Formel (3.10) entsprechenden

Formel :

dir.

fjk P =

(3- 14) O W; =fm(wu, o W,.)
in vollstdndig analoger Weise behandelt werden. Es ist aber im kovarianten Fall
(3.15) SWo &L 9y o — A, s Wi+ hbyW,.

Beachten wir jetzt, daf J,w; ein rein kovarianter Tensor sein muB, so
erhalten wir nach einer zuldssigen Koordinatentransformation das dem Glei-
chungssystem (3.11) entsprechende Funktionalgleichungssystem :

(3.16) AL A frs(Wa, O3W,) = fu (Auw,, AL ALOSW,).
Nach der Substitution
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wird aus (3.16)

(3. 17) fu(@Wa, 003 Wo) = 0 fur(Wa, O3 Wa).
Die Formel (3.1) gibt fiir (3.14)
(3. 18) fik (9 wﬂ, .,Od;wn) e .,Dflk (wu; d’;w!f))

wo €' =90>0 gesetzt wurde. Die Gleichung (3. 18) driickt aus, dafi die Funk-
tionen f; in den Verdnderlichen positiv-homogen von erster Ordnung sind.
Aus (3.17) wird aber dann nach einer Division mit ¢*:

‘fi'k (‘;_ Wa, (};wﬁ] — _fik(wn ’ (j;} wrl)-

Wenn jetzt —;——»0, so beweist unsere letzte Relation, dall f; von den w, un-

abhidngig ist. Es ist somit
O Wi = @i (b W.),
WO
@ik (d; wu) défr'k (0) d; wu)
ist. (3.18) driickt dann die positiv-Homogenitdt von erster Ordnung der kon-
form-kovarianten Ableitung in den diw, aus.

Diese Resultate fassen wir im folgenden Satz zusammen :

Satz 3. Der Satz 2 ist auch fiir die relativ-konformen kovarianten Vek-
toren giiltig, die fundamentale konform-kovariante Ableitung ist aber statt (3. 2)
durch die Formel (3.15) festgelegt.

Beispiel : y™ soll diejenigen in b, c symmetrischen Funktionen bedeuten,
fiir die
(3.19) Oy (Ohwn) = 0}
gilt. Offenbar sind die Funktionen v’ homogen von (—1)-ter Ordnung. Losen
wir ndmlich das Gleichungssystem (3.19) auf v, so wird

Abc
be
Y= et Oawy)

wo 4™ die zum Element Jf,w, gehorige Unterdeterminante in det(d}iw;)
bedeutet, woraus die Homogenitit von ¥ folgt. Es ist nun

Ok W; = OL W, Y Os w;
eine konform-kovariante Ableitung.
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