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Elementare Losung einer mehrere unbekannte Funktionen
enthaltenden Funktionalgleichung
Von Z. DAROCZY (Debrecen)

Es ist eine interessante Erscheinung in der Theorie der Funktional-
gleichungen, daf sich aus einer einzigen Gleichung oft mehrere unbekannte
Funktionen bestimmen lassen. Durch Verallgemeinerung der Cauchyschen
Grundgleichung ergibt sich eine der einfachsten solchen Gleichungen, die

Gleich
eichung f(x+y):g(X)+h(y)’

welche drei unbekannte Funktionen enthalt ([1]).
Diese Gleichung stellt wiederum einen Spezialfall der Funktionalgleichung

L]

Fixty)=2 & (x)h(y)

dar, welche durch C.STEPHANOS [7] und ST. FENYO [4] mittels Zuriickfiihrung
auf eine Differentialgleichung untersucht worden ist. Unter Voraussetzung von
Differenzierbarkeitsbedingungen hat sich D. S. MrTrINOVITCH [5] mit der Funk-

tionalgleich
ionalgleichung F()+g(y) = h(x)k(p)

beschaftigt, deren Losung durch J. AczéL in [2] auf elementarem Wege an-
gegeben wurde.

Die Losung von Funktionalgleichungen 146t sich in verschiedenen Fillen
auf die Cauchyschen Gleichungen zuriickfiihren. Geschieht diese Zuriickfiihrung
mittels elementarer Operationen, so konnen wir die allgemeinesten LOsungen
erhalten, da fiir diese Gleichungen die allgemeinesten Losungen bekannt sind,
und es geniigt um allgemeine Losungen von einfacher Gestalt zu gewinnen,
z.B. nur die Mefibarkeit der Funktionen vorauszusetzen.

In der vorliegenden Arbeit 16sen wir die Funktionalgleichung

(M Jx+p)=2(x)+h(y)+k)I(y)

auf dem oben erwidhnten elementaren Wege.
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An dieser Stelle mochte ich Herrn Professor ]. AczéL, dem ich die
Problemstellung und wertvolle Hilfe bei der Losung desselben verdanke,
aufrichtigen Dank sagen.

§ 1. Die Losung einer einfacheren Gleichung

Zuerst beschaftigen wir uns mit einem Spezialfall der Gleichung (1),
und zwar mit der Funktionalgleichung

(2 F(x+y) = F(x)+F(y)+«L(X)L(y).

Unsere Ergebnisse enthalten diejenigen von R. D. BOoSwWELL [3] und I. STAMATE [6].

Satz 1. Sdmtliche Lisungen der Funktionalgleichung (2) haben eine der
Jolgenden Gestalten
\ L(x) = beliebig =0

(3) | F(x) = ,(x)
oder
L(x) = v (x) @0
) F(x) = () + 5 ¥ (2
oder .
# L(x) = B[1—g(x)] @0

L F(x) = s(x)—efF[1—g(x)]

wobei 3 ein konstanter Wert ist, und die Funktionen v; (i=0,1,2,3) der
Funktionalgleichung

(6) Y(x+y) =y @) +v()
und die Funktion ¢ der Gleichung

(7 g(x+y) =9(X)9(y)
geniigen.

BEWEIS. Ist in (2) «=0, so folgt offenbar (3). Ist hingegen « =0 und
L(x)=0, so erfiillt F(x)=y,(x) die Gleichung (6), also gilt (4) mit v,(x)=0.
Ist nun L(x)=£0, so gibt es einen solchen Wert x =&, fiir welchen L(§)=0
gilt. Indem wir nun in (2) y = & setzen, erhalten wir

F(x+9— Fx)—F@©
« L(5) 4

Mit der Bezeichnung L(&) ==& ergibt sich jetzt unter widerholter Verwendung

L(x)=—

D1
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von (2) bzw. wegen der Symmetrie der linken Seite

L(x+y)— F(x+y+§)—“f;(x+y)-—F(;) ~

® _FEEDHFO)+el(x+HLO)—FEO—FG)—eL@LG)—FE) _
ab

Hieraus folgt wegen L(x)s£0

| L+ —L(X) 1— LO+H—L(K)
b - b =
L(x) L(y) :
wobei ¢ einen konstanten Wert bezeichnet. Daraus folgt
L(x+8)=L(x)(1—bc)+b.

Indem wir dies in (8) wieder einsetzen, erhalten wir fiir L(x) die Funktional-
gleichung

©) L(x+y)=L(x)+L(y)—cL(x)L(»).

Im weiteren unterscheiden wir zwei Fille.
Zuerst sei ¢=0. Dann folgt aus (9)

L(x) = (%),
wobei v, der Gleichung (6) geniigt. Wir definieren die Funktion v, wie folgt:

L)Ly +H—LWI
5 ;

Yu(x) = F(x)— 5 v (x)"

Wie man auf Grund von (2) leicht einsieht, geniigt v, der Gleichung (6),
woraus sich das LOsungssystem (4) ergibt.
Ist ¢~ 0, so erhdlt man aus (9) durch direktes Rechnen, das die Funktion

g(x) = —cL(x)+1
der Gleichung (7) geniigt. Hieraus folgt

1
LW=pl—g@).  (3=L0)
Es sei
¥s(x) = F(x) + a3 [1—g ()]
Wie man leicht zeigt, geniigt dann v, der Gleichung (6), woraus sich das
Losungssystem (5) ergibt. Durch Wiedereinsetzen erbringt man den Nach-

weis, daf die Losungssysteme (4) und (5) die Gleichung (2) in der Tat
befriedigen. Damit haben wir unseren Satz vollkommen bewiesen.



Elementare Lésung einer Funktionalgleichung 163

Bekanntlich sind die mefibaren Losungen von (6) von der Gestalt
P(X) = ex
und die mefbaren Losungen von (7) von der Gestalt
p(x)=ev oder O,

wobei « und 7 reelle Konstanten sind. Daraus, sowie aus unserem Satz 1
ergibt sich der folgende

Satz 2. Sdmtliche mefbare Liosungen der Funktionalgleichung (2)
entstehen in der folgenden Form:

| L(x) = beliebig «=0
(]0) | F(X) = X
oder
L(x)=a,x @40
(11) F(x) =r.¢.2x-i-%t'f?x2
oder
2 | L(x) = 3(1—er) sl
(12) | F(x) = a;x—e3*(1—e)
oder
I L(x) o Pl ({4 a‘= 0
(13) F(x) = e;x—e B,

wobei 80, y=0 ist, und die «; (i=0, 1, 2,3) beliebige reelle Konstanten
sind.

§ 2. Die allgemeine Losung der Gleichung (1)

Nunmehr fithren wir die Losung der Gleichung (1) auf diejenige der
Gleichung (2) zuriick. Die Zuriickfithrung geschieht mit einer sehr einfachen
und dabei lehrreichen Methode, die wir im wesentlichen bereits bei der Losung
von Satz 1 verwendet haben.

Satz 3. Ist die Funktion [(x) nicht konstant, so entstehen sdamtliche
Ldosungen der Funktionalgleichung (1) in der folgenden Gestalt

f(x)=F(x)+a
Jg(X) = F(x)—beL(x)+a,
(14) h(x) = F(x)+ a;L(x)+a,—a,+ ba;,
Ik(x) =aL(x)—a;
[(x)=L(x)+0b
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wobei «, b, a; (i=1, 2, 3) beliebige Konstanten sind, die Funktionen F(x) und
L(x) der Funktionalgleichung (2) geniigen und L(x) nicht konstant ist.

BeEwels. Da die linke Seite der Gleichung (1) in x und in y symmetrisch
ist, muB auch die rechte Seite symmetrisch sein, d. h. es gilt die Gleichung

g(x)+ () + k) I(Y) =)+ h(x)+ k() (x).
Fiihren wir jetzt die Bezeichnung H(x)= g(x)—h(x) ein, so ergibt sich
(15) H(x)—H(y) = () k(y) —k(x){(y).
Indem wir jetzt fiir y den Wert O einsetzen und H(0) = a, [(0) = b, k(0)=c
setzen, ergibt sich
(16) H(x)—a = cl(x)—bk(x).

Da I(x) nicht konstant ist, gibt es einen Wert &, fiir welchen [(§)=£1(0)=0b
gilt. Indem wir jetzt in (15) fiir y den Wert £ einsetzen und ausserdem
HE)=a, 1(§)=0b=b und k(§)= ¢ setzen, ergibt sich

(17) H(x)—a=cl(x)—bk(x).
Wir bilden jetzt die Differenz der Gleichungen (16) und (17):
a—a = I(x) (c—7¢) + k(x) (b—b).
Hieraus folgt wegen b—b 0.
a

(18) k(x) = ;:g [(x)+ ‘;:5 = al(x)+ A.

Indem wir (18) wieder in (1) einsetzen, erhalten wir

f(x+y)=gx)+h(p)+ [el(x)+ AlL(D).

Es sei
(19) m(x) = h(x)+ Al(x).
Indem wir von der Symmetrie der linken Seite der Gleichung
f(x+3)=gxX)+m(y)+el(x)I(y).
Gebrauch machen, erhalten wir
g(x)+m(y)=g(y)+m(x).
Hieraus folgt nun durch die Substitution y =0
(20) gx)=m(x)+d.  (d=g(0)—m(0))
Fiihren wir die Bezeichnung

(21) G —g(®)—4
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ein, so nimmt unsere Gleichung die Gestalt
f(x+y)=Gx)+G(y)+el(x)(y)

an. Falls wir jetzt fir y den Wert Null setzen und G(0)=d schreiben, so
ergibt sich A
f(x) = G(x)+d+ ebl(x).
Hieraus folgt
(22) G(x) = f(x)—ebl(x)—d.
Indem wir (22) in unsere Gleichung wieder einsetzen, ergibt sich
f(x+) = f(x)—ebl(x)—d+f(y)—ebl(y)—d+el(x)(y) =

=) +F() +e[l(x)—b) [I(y)—b] —eb'—2d.
Fiihren wir jetzt die Bezeichnungen

(23) L(x)=I(x)—b
und
(24) F(x) = f(x)—ab*—2d

ein, so nimmt unsere Gleichung die Gestalt

F(x+y)=F(x)+ F(y)+e¢L(x)L(»)

an, d.h. F und L gentigen der Gleichung (2). Nunmehr bestimmen wir die
Gestalt der unbekannten Funktionen der Gleichung (1) mit Hilfe der Funk-
tionen F und L. Aus (24) folgt

f(x) = F(x)+«b*+2d = F(x)+a,.
Aus (23) folgt
[(x) = L(x)+b.

A 18
us ( ) k(x)= (;[L(x)+b]+«4 :(:L(x)-—ﬂa-

Aus (22)
G(x) = F(x)+a,—eb[L(x)+ b]—d
und aus (21)
d
g =G+
Ein Vergleich dieser beiden Ausdriicke ergibt
g(x)=F(x)—eabL(x)+a,
und aus einem Vergleich zwischen (19) und (20) folgt
£(x) = m(x) +d = h(x)+ Al(x)+d.
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Hieraus ergibt sich
h(x)=F(x)—abL(x)+a,— A[L(x)+ b]—d= F(x)+a;L(x)+C.

Den Wert der Konstanten C erhalten wir, indem wir die soeben bestimmten
Ausdriicke fiir f, g, h, kK und [ in (1) wieder einsetzen, und zwar ergibt sich dann

C=a,—a,+ba;.

Dabei wird auch ersichtlich, daB die Funktionen der Gestalt (14) der Gleichung
(1) geniigen, womit wir den Satz bewiesen haben.

Im Falle f(x)=0 ist F(x) konstant. Ist also /(x) nicht konstant, so ist
«=0, F(x)=0, und so erhalten wir aus (3) und aus (14) die allgemeine
Losung bei nichtkonstantem /(x) der Gleichung von MITRINOVITCH

0=g(x)+h(y)+ k() (y)
und zwar ist diese LOsung
g(x)=a,, h(x)=a;l(x)—a,, k(x)=—a,, [(x)=Dbeliebig.

Hier ist k(x) konstant /(x) nichtkonstant. Ist /(x) konstant, so erhalten wir
noch eine Losung, welche sich aus der soeben angefiihrten durch Vertauschung
von k(x) und von [(x) sowie von g(x) und von A(x) ergibt. Weitere Losungen
gibt es nicht.

Nunmehr konnen wir auf Grund von Satz 2 und von Satz 3 den fol-
genden Satz aussprechen:

Satz 4. Ist die Funktion [(x) nicht konstant, so entstehen sdmtliche
mefibare Losungen der Funktionalgleichung (1) in der folgenden Gestali:

f(xX)=ea,x+a,

g(x)=«a,x+a,
(25) 1 h(xX) = aox + asl(x) + a,—a, «=0
k(x) =—a;
[ (x) == beliebig (nicht konstant)
oder
f(x)= ;_,—‘ EXE+ ax+a
g(x)= % @x + (t;— bea)x+a,
(26)

h(x) = 5 €X'+ (@ + @) X +a,—a,+ ba;

k(x) = aea,x—a,
[(x)=a,x+b
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oder
f(x) =—eaf*(1—e") 4 asx +a,
l g(x)=—(ep*+bad) (1—e")+ a;x +a,
(27) h(x) =—(es3*—a,8) (1—e") 4+ a;x +a,—a, + ba,

k(x) = eg(1—er)—ay
[ 1(x) = B(1—ev) + b,

wobei b, =0, ¢;%0, §5£0, y#0, a (i=1,2,3) ‘ f)=vy(x)+8+7
beliebige konstante Werte sind. 8(x) =y(x)—Ak(x)+7

BEwEis. Die Richtigkeit des Satzes folgt unmittelballh(l)' : I‘IJ(J_C)-_*’#
der Formeln (14) mit (10), (11) bzw. (12). K (x) = beliebig

Jetzt bleibt nur noch der Fall {ibrig, wo in (1) die Funktion /(x) kon-
stant ist. Es sei /(x)=A, dann hat unsere Gleichung die Gestalt

(28) F(x+y) =g (x) +h(y)+ Ak(x).
Fiihren wir die Bezeichnung m(x)=g(x)+ Ak(x) ein, so ergibt sich

f(x+y)=m(x)+h(y).
Die allgemeinen Losungen dieser Gleichung haben die Gestalt

( f(x)=yp(x)+B8+7y

M) = v+
9=y ey
wobei die Funktion v ;’"("):‘P(")‘*‘?’ niigt ([1]). Auf Grund des ge-
zeigten koénnen wir den' h‘(,x)="1”(x)+9’ , rechen:

o

f

Satz 5. Sdmtliche Lisungen der Funktionalgleichung (28) entstehen in
der Gestalt

‘ f(xX)=vy(x)+8+7y
)2 (X) =y(x)—Ak(x)+7
(29) ?h(x) — ()48

. k(x) = beliebig

wobei 3 und v beliebige Konstanten sind, und die Funktion v der Gleichung

(6) geniigt.
Die meBbaren Losungen von (28) ergeben sich aus (29) sofort, indem

man y(x)=w«x setzt.
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