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Die Darbouxschen Formeln der Eichfliche eines
Minkowskischen Raumes

Von 1. SANDOR (Budapest)

Die Darbouxschen Formeln bestehen aus den Ableitungsformeln des n-
Beins einer Flichenkurve. Nach D. LauGwirz [1] ist die Flachentheorie der
zentroaffinen Geometrie mit der Differentialgeometrie der Eichfliche einer Min-
kowskischen Geometrie dquivalent, falls die Flache in Bezug auf den Ursprung
eines cartesischen Koordinatensystems sternférmig ist und die Flache mit einer
transversalen oskulierenden Metrik versehen ist [2].

Da die Eichfliche eines Minkowskischen Raumes eine dhnliche Rolle
spielt, wie die Sphire in einem euklidischen Raum, kann man erwarten, daf}
eine Reihe von Sitzen, die sich auf sphédrische Kurven beziehen, ihre Giiltig-
keit in unserem allgemeineren Falle behalten. Diese Behauptung scheint, falls
man die Resultate beziiglich der Kriimmungsverhiltnisse der Eichfldache in
Betracht zieht [2], in gewissem Mafie gerechtfertigt zu sein.

Aus unseren Untersuchungen folgt, daB die Kurven der Eichfliche die-
selben charakteristischen Eigenschaften besitzen, die im Falle sphérischer Kur-
ven schon bekannt sind. Sie haben konstante Normalkriimmung und ver-
schwindende geodétische Torsion.

Wir betrachten in einem n-dimensionalen Raum eine Fliche, die in Bezug
auf den Ursprung eines cartesischen Koordinatensystems (x', x% ...,x") stern-
formig ist. Die Fliche kann man entweder durch die Gleichung

(1) LA 2 iy, X ]
oder mit Hilfe der Parameter «', &%, ..., u"' in der Form

: : li=1.2..,0—Ln
(2) x' = xi(u”) Sl Cae]

angeben. Bekanntlich muf L(x) in den x' von erster Dimension positiv ho-
mogen sein. Nach (2) bekommen wir die Identitit

(3) L(x'(u%))=1.
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Wir fiihren die Grofen
1 a*L*(x)
) 3 X g x*
ein. Mit Hilfe dieser Grofien definieren wir eine Riemannsche Metrik in dem
Raum:

(5) ds® = gadxidx".
Die induzierte Metrik der Fliche (3) wird
(6) ds’ = yapdu*dub,
mit

ax' gx*

Vap = &Zix au® oub”
Nun konnen wir die Darbouxschen Formeln herleiten. Einer Flachenkurve

kann man zwei n-Beine zuordnen, falls man die Kurve einmal als Raumkurve
und einmal als Flichenkurve betrachtet. Wir bezeichnen mit 1" (i, r= ) dle

r)
Vektoren des rdumlichen n-Beins und mit £'(i, s=1,..., n) die Vektoren des
)
n-Beins auf der Fliche. Es bestehen die Relationen

(7) ki=c,t.

(s) (r)

Nach Voraussetzung ist k' =¢' daher ist ¢;, — dy,. Aus (7) folgt, dal
M @

(8) Cor =gt k6 = cos (t, k)

(r)(s) (r) (s)
ist. Die Matrix mit den Elementen c,, ist orthogonal, da

gl'm kl km gn cspf ch‘tm - cspci'rgmlt tm
= @ (mn (r) (P)(r)
also

0400 ==ConCiy== Calir
besteht. Bildet man in (7) die absolute Ableitung, so erhdlt man
©) T i
¥ i T T

Unter Beniitzung der Frenetschen Formeln und des Ausdruckes #' = ¢, k', kann
(r) (%)

man die Gleichung (9) in der Form

DKk

: \ deod .,
10 2 — ‘r-1Cs,rCp, r- TrCs, rCp, r+ o r = s{ :
( ) ds .y 1Cs,rCp, r-1 -+ %1 Cs, rCp, 1+c1.- ds ‘kp)
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schreiben. Die Vektoren k' sind Fliachenvektoren, daher haben sie eine Dar-
(5)
stellung mit den Fldchenkomponenten

AR ol
! K=" K.
( ]) () 0”9 (%)

Wir verwenden fiir die invariante Ableitung eines Flichenvektors die aus der
Riemannschen Geometrie bekannte Formel

Dkl Ok o
(@) (o) i
(12) ds ds 0u9+N"{f,
wobei N, die durch
N, = bopk“i’

(1) (@)

definierten Normalkriimmungen der Fldache bedeuten; o ist der invariante
Operator beziiglich der Metrik y.s; ferner sind die Grofien

- 4 D - D' .
gu® guf  guoub

bap =

die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform der Fliche. Fiir sie bestehen
die Relationen

(13) baﬁ e —}’ﬂﬂr
die man aus der Gleichung

Dni  gnf
qu* gu”

und aus L*(x'(u®))=1 durch zweimalige Ableitung leicht herleiten kann. Auf
Grund der Frenetschen Formeln und der Relationen

}'aﬂkﬂkﬂ: dl(r
() (@)
bekommen wir aus (12) den Ausdruck
(14)
Dk yo _ : .

@ :["—?-a-l K 470 B —— —7upk" Kk = — Tk + Tk —yap K K K.
ds (e-1) (o+1), O L° (1) (=) (1) (r-1) (or+1) M (@) ()
Daraus folgt, daB

Ne=—vap K I

(1) (=)
ist, also hat die erste Normalkriimmung den Wert — 1, die anderen den Wert 0.
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Dk
Den Ausdruck fiir 7‘;—’ erhalt man folgendermafen. Da k' der Normal-
Q)
vektor der Flache ist, so gilt nach den Weingartenschen Formeln
Dk ,
T M
ds (ny aue
Wir beniitzen die Darstellung der g;’ mittels der A*:
&)
ax a9 X

aue — P gur
r e ax*
Multiplizieren wir mit g5 —:
gu*

Ten= Yﬂypv'g‘k:-

Daraus folgt

Pro= }'g#({f’:n
d. h.
Dk
") — Ry kK =)
ds /9”(1) @ W

Dann haben wir die folgende Formelgruppe:

Dkt

e T arelteel

Dk

il SR
(15) '

DK

G| FRalohy

Dk

s e

Der Vergleich von (10) und (15) ergibt die Gleichungen
T = %,Cxn

(16) Ty = %i-1{Cy, i-1Cr41,i=Cy,iCys1,i-1}»
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rv=23,...,n—2,i=3,4,..., n—1, nicht summieren {iber »!)
1

(17) N1:Z|C,.3=—], o= —

cid,
Co
(18) T, — — E-E:,
(19) Ny = 2;{Cs,iCh, i+1=—Co, i+1Cn, i} + Cni % ==
ds
(0,i=2,3,...,n—1, nicht summieren iiber a!). Aus (19) folgt
(20) #;==Cni %/{C‘a i+1Cni —Co, iCn, i1}

Die Zahlen auf der rechten Seite von (16) sind die Cosinus der Winkel zwi-

schen den Ebenen (k¥ k) und (¢ ¢). Ahnlicherweise sind die GroBen auf der
() (-1) ) (i+1)
rechten Seite von (19) die Cosinus der Winkel zwischen (& &) und (¢ ¢)

’ (o) (n) (i) (i+1)
[3] (insb. S. 801).

Bemerkungen: 1. In der euklidischen Geometrie ist die Formel bezii-
glich k&' nichts anders, als die Rodrigues’sche Formel. Die letzte Gleichung

()
im (15) zeigt, daB das fiir spharische Kurven gewonnene Resultat bei uns

fir jede Kurve der Eichfliche giiltig ist.
2. Ist u*=u*(s) eine geodatische Kurve, dann ist definitionsgemif

ok Dk
(1) A n _ PO
e 0 und -7 zfz€ ({.{1 ‘

Daraus folgt, daf der Normalvektor der Fliche und der Hauptnormalvektor
in einer Gerade liegen. Folglich sind die GroBen c.; Konstanten. Also sind in

(19) (wegen N, =0 undd;;i=—-0) #=0 (i=23,...,n—1) und 7,=0
(»=23,...,n—2).

Jetzt fassen wir unsere Resultate zusammen.

1

a. Die erste raumliche Kriimmung der Kurve ist »x, e

b. Die anderen rdumlichen Kriimmungen der Kurve konnen nach Formel
(20) bestimmt werden.
¢. Die geoditische Kriimmung der Kurve ist
Caz

’r1=——

Cn2’
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d. Die Normalkriimmungen der Kurve sind Konstanten.

e. Die sich auf die sphirische Kurven beziehende RODRIGUES’sche For-
mel gilt in unserem Falle fiir jede Kurve.

f. Ist die Kurve eine Geoditische, dann ist », —0 (i=2,...,n—1)
und 7,=0 (v=2,...,n—2),
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