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Uber den inneren und induzierten Zusammenhang fiir
Hyperflichen in Finslerschen Riumen

Herrn Prof. S. GoLaB zum 60. Geburstag gewidmet
Von O. VARGA (Budapest)

E. CARTAN wies darauf hin, daB man in der Hyperflichentheorie in
Finslerriumen — falls man dieselben als Linienelementmannigfaltigkeiten
auffasst — diese, auf zwei verschiedene Weisen euklidisch zusammenhédngend
machen kann'). E. Cartan hat auch einige Sdtze angegeben die sich haupt-
sdchlich auf solche Invarianten von Fldchenkurven beziehen, die fiir beide
Zusammenhdnge ungedndert bleiben.

In vorliegender Abhandlung bestimmen wir alle Hyperflichen fiir die,
die beiden Zusammenhinge identisch sind. Wie Satz 2 zeigt gibt es nur zwei
verschiedene Typen von Flichen dieser Art. Die einen sind die Totalgeo-
datischen, wihrend die anderen durch ein besonderes Verhalten des A
Tensors ausgezeichnet sind. Ein befriedigendes Bild iiber den Unterschied
dieser beiden Fldchenklassen bekommt man aber erst falls man zu jeder
Stellung des Raumes die Existenz einer beriihrender Fldche der einen oder
anderen Klasse fordert.

Es zeigt sich dann (Satz 3), daf die unbeschrdnkte Existenz von total-
geoddtischen Flichen mit dem Finslerraum vertraglich sind, wihrend die
unbeschriankte Existenz von Flichen der zweiten Klasse die Reduktion des
Raumes auf einen Riemannschen nach sich zieht.

Im n-dimensionalen Finslerschen Raum F, mit der Grundfunktion L(x, dx)
und dem zugehodrigen Bogenelement

(1) ds=L(x, dx)
betrachten wir eine durch die Parameterdarstellung
(2) Xi=x(u,..., u*?) {ie=l o)

bestimmte Hyperfliche.

1) Siehe E. Cartan, Les espaces de Finsler, (Actualités scientifiques et industrielles
79) Paris, 1934, 1—42, insbes. S. 24—26.
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Nach E. CArTAN kann diese Hyperfliche auf zwei verschiedene Arten
zu einer euklidisch zusammenhédngenden Linienelementmannigfaltigkeit gemacht
werden. Der erste, nach E. CARTAN als induziert bezeichnete Zusammenhang
ist folgendermafien definiert:

1) Der metrische Tensor der Hyperfliche ist die Projektion des rdum-
lichen metrischen Tensors auf die Hyperfldche.

2) Das invariante Differential eines Hyperflichenvektors ist die Projektion
des — im F, erklirten — invarianten Differentials dieses Vektors auf die
Hyperfléache.

Der zweite sogenannte innere Zusammenhang der Hyperflache ist der
aus der Grundfunktion

3) L(a, du)=L (x(u) ox(a) , ) O (A
zu bildende E. CArTANsche Zusammenhang dieser Hyperflache. Derselbe

stempelt die Hyperfliche zu einer F,_;. Sowohl der induzierte als der innere
Zusammenhang besitzen denselben Malitensor,”) was aus

x(@) .o, ok
Juﬂ(u i)=g, (x(u) o i Jxaxﬂ=
g2y X .0
@) IO Ll T dhe
2 dx' 0X* i ey

1 #*Lu,0) | o def ax
2 0uven® ' Y gur’
trivialerweise folgt.
Die Ubertragungsparameter des inneren Zusammenhanges sind durch

1 ayeP
A"JBY:L‘Ca_:L'y: 2—'L?}E:?:

ag.n(x(u) T uf')

axr

4 . ; ; L(x(ﬂ)r o "‘"] '

.

xLxﬂx;:
iR

= L - CxyXa Xp XYy

2) Siehe E. Cartan a. a. O. S. 24—26, wo die hier benutzten Gleichungen (3') und
(4) schon vorkommen.

D 14
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und

__ 1 (08ap agﬂy_agw)
(5) Fapy = 2 (am £ au® dub +

+ Cuvu G:f; — Cﬁyu GE

bestimmt. Dabei sind die Gz bekanntlich folgendermafien bestimmt.
Werden die aus den EULER—LAGRANGEschen Gleichungen

g (1,,) d d [l K
© au«(?L] #Harlz)=0
durch Auflésung nach den, hinsichtlich des Bogenparameters s gebildeten
zweiten Ableitungen u”“ gewonnenen Relationen, in der Form

d*u” «
7 e
geschrieben, so ist
) Gt —9 G"(u, ir) :

au”
Neben den Ubertragungsparametern /.5, werden auch die durch
(8) & :rﬂ?"':I 1¢5Y_Caﬂu G$

erklarten symmetrischen Parameter verwendet.

Um die Ubertragungsparameter des induzierten Zusammenhanges zu
erhalten, benotigen wir die Ableitungsgleichungen der Tangentenvektoren
X der Hyperfliche sowie seines von jeweiligen Linienelement abhingigen
Normaleinheitsvektors n'.

Dazu gehen wir vom Ansatz

Dxt — wlxt + @.n'
9) i -
Dn =—0"x,

aus, wobei die wg und (). Pfaffsche Formen in den du® und di“ sind.
Da n' senkrecht zu x. ist, gilt natiirlich

(10) 6" =1""0..

Ist & ein Hyperflichenvektor im Linienelement (u, i), so ist sein invariantes
Differential in der induzierten Ubertragung gemal der obigen Festsetzung
gleich der Projektion des invarianten Differentials DE' des Vektors

(11) E' = xaE*



Uber Hyperflichen in Finslerschen Riumen 211

im Linienelement

(12)

Xt == (1)

X' = x5 (u) "

auf die Hyperfliche. Beachten wir, daff der Operator D angewandt auf “ sich
wie ein gewohnliches Differential verhdlt, so kommt demnach

(13) DE' — (d¥ + 02E") x; + @',

Die Projektig))n von DE auf die Hyperfliche ergibt daher als invariantes
Differential DE” der induzierten Ubertragung

(2) o P o =0
(14) DE = dE° + olE".

Somit sind die Ubertragungsparameter der induzierten Ubertragung durch die

Pfaffschen Formen m, bestimmt. Wir weisen nun nach, dal dieser Zusam-
menhang metrisch ist d. h. dal

2)

gilt. Zum Beweis ist der Operator D auf (3") anzuwenden und wie oben zu
beachten, dall dieser Operator auf Hyperflichengroffen angewandt, sich wie
ein gewodhnliches Differential verhidlt. Auf Grund dieser Bemerkung, so wie
den Ableitungsgleichungen (9), folgt unmittelbar die mit (15) &dquivalente
Relation

(16) dYup = W Xo Xp + 83X WG X; = OFY 5+ 05 oq,

die unsere Behauptung beinhaltet.

Wir gehen jetzt dazu iiber, den Zusammenhang zwischen der induzierten
und inneren Ubertragung festzustellen. Dazu miissen wir zundchst die in den
Ableitungsgleichungen auftretenden Pfaffschen Formen, durch die rdumlichen
Ubertragungsparameter und solche Grolien ausdriicken, die sich durch Dif-
ferentiation der x‘(u) von (2) ergeben. Fiihren wir die Ausdriicke

o= Kudu” + Qupd it
] l‘n .
‘L'_' . @nﬁduﬁ
in (9) ein und vergleichen die Koeffizienten von duf und daf mit den ent-
sprechenden Koeffizienten von
Dxi = (Xog+ Tinxixg+ Chxixis i'ydu’ +

62xk

gu“gu®

a7

(1)
O = Qupduf +

(18)

+ Chxixidi®; xip—=
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Beachten wir die Gleichungen (3) und (4), so erhalten wir

Yoo Kap=8&ir(Xap + [ i XXz + Cjx X Xupti") X,
() i i i Kk i .

Oz = (Xap+ T XX+ Ciu X o Xup ") i
Qep=Cap

(2) e B —
- K
Qap=L-CjxXaXsn; = AjxXaXpn;.

(19)

(1) @
Die Griofien (.s stellen somit keinen Tensor dar, hingegen gilt dies von @.g.
Dieser Tensor ist symmetrisch und es gilt

2) 2)

(2
(20) (...)aﬁ l'.}r' = O (@aﬂ = (-)ﬁa).
Wir vermerken noch, daB fiir die Kriimmungsform

(1) : ogd o 3
(21) 039 @ gt = (X53" + Gixp)n’,
und die Normalkriimmung N

(1 5 .
(22) Nt @i — (Xipit® i’ +2G)n,
gilt. Weiter erhalten wir aus der Formelgruppe (19) falls
(23) K% Kopi®
und
(24) K™ Kegit"if
gesetzt wird,
(25) 7&9 K; — gir (x:.rﬁ i-l“ + G;.: x;’) le E]
und
(26) Y of =g,-,(% Xeptl” i + G") -

Somit sind wal* und ©,.1" Pfaffsche Formen allein in den du” und es gilt
27) Df = (d!" & % Kﬁdu“)xH (Ol n' = DI°x. +% Opdu’n'.

Wir beweisen, dafi fiir die Parameter der induzierten und inneren Ubertragung
(28) =K

gilt. Zum Beweis hat man
1, ,(L a]
lxe)  alye

def 94 8 — . _ R
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mit Hilfe von (3), durch die Ableitungen von L hinsichtlich x’ und X' auszu-

driicken. Dies fiihrt zu
e L
6(2 L) A "("2"L] ) ,
'y

Y o :'w L s :-' - % 4
(30) 2G. =8 Xpoll ' X —+—( T ke o

Wegen der Definition von G' kommt somit:
(31) 27a3G’ = 2G, = Zu(xuo " i’ +2G") x5.

Diese Gleichung zusammen mit (26) enthélt die Behauptung (28).
Fithren wir das zu dem n-Bein x.,n' adjungierte n-Bein x{, n; ein, so
gilt fiir dasselbe
xaX =05, n'xl=0
(32) P o i i
XaXi = Op,—n' ny.

Fiir x! gilt die Darstellung

(33) xi =&a?"xs.
Uberschieben wir die Gleichung (31) mit y**, so erhalten wir
(34) 2G" = (X" i” +2G)x;.

Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen den Objekten Gﬁ und Kg
herstellen. Dazu {iberschieben wir zundchst (34) mit C.s und beachten die
Relationen (32), sowie die Definitionsgleichungen (22) und (19) von N bzw.
(2)
(ap. Dies gibt

(21 4
%@aeN"l" Ciksx;;gifuﬂaxix;.
Differentiation von (31) hinsichtlich &7, gibt bei Beachtung von (35) und (25)
die gewiinschten Relationen

(35) 2 Caﬂ? Gﬂ =2C s G"xﬁ x:, —

@
(36) o8 G = TepKly+ - Oug - N,
die man auch in der Form
(2)
(37) Gi=Kj+7 O%-N

darstellen kann. Aus den Ableitungsgleichungen (17) und der Formelgruppe
(19) folgt die Gleichung

(38) Xou il = Ko Xo— GiXg+ O,nt'.
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Eliminieren wir aus dieser Gleichung K, vermoge (37), so kommt
" ; g 2) . ,
(39) Xou ' = G‘;x;—GQx;—-% Oexs+O,pn'.

Wir konnen nun den Zusammenhang zwischen den Parametern I'.pp und Koy
des inneren bzw. dufieren Zusammenhanges angeben. Dazu berechnen wir bei
festgehaltenem a* die gewohnlichen Christoffelschen Symbole erster Art [«o 3]
der ya3. Unter Beniitzung der Gleichungen (3) ergibt eine einfache Rechnung
[ o8] = &ixXapxy + [ir k] xaxp x5+
(40) + Citr XaXiip 1" Xg + Citr Xp X Xiall" — Citr Xa XpXlio 11",
'I"L-l‘eraxuﬁ u xg"i‘ L-f‘kt'xﬂxgxgau. ‘_Lr‘kl‘xn‘xﬂi,ug u.
Fiihren wir in dieser Gleichung fiir xsi" die Ausdriicke aus (39) ein, so
ergibt sich schliefilich

N (ﬂ}rr (2)0 1 @ 2)
(41) ragﬂ . Kagﬁ + r (Caﬂc' @g_ Cﬁqa % tl) + r (Oa@ﬁg_ Og @al‘i‘)-

Aus den Relationen (37) folgt als notwendige Bedingung fiir die Uberein-
stimmung des induzierten und inneren Zusammenhanges, dall entweder die

(2)
Normalkriimmung N oder der Tensor (.s verschwinden mufi. Aus (41) folgt

@)
bisher nur, dafl das Verschwinden von (4 auch eine hinreichende Bedin-
gung ist. Wir beweisen nun folgendes

Lemma. Verschwindet die Normalkriimmung N einer Hyperfliche dann
verschwindet auch ihre Normalkriimmungsform Q.

Dali aus dem Verschwinden der Normalkriimmungsform die der Normal-
kriimmung folgt, ist eine triviale Folgerung aus den Definitionen (21) und
(22) dieser Grofen.

BEWEIS. Betrachten wir statt der Parameterdarstellung (2) der Hyper-
fliche eine implizite Darstellung

(43) XS, x 5585 =0
derselben, so folgt aus der Identitat
(43) D (x(u))=0
durch Differentiation

ad
(44) axr' Xa _—_0
Demnach ist
(45) p, 01 9P

%
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Normalvektor fiir ein beliebiges Linienelement der Hyperflache. Der Einheits-
normalvektor fiir ein Linienelement /' der Hyperfliche ist somit

1 1
46 Ni=—re—-—0;=—- D,
(46) | g @, @, i
Fiir die Grofien
2 (1) ; o Ll "N e

(47) Oup=C- Oup= C- (Xag+ Ijuxsxs + Cpxhxipi") D;
gilt wegen der Voraussetzung des Lemmas
(48) Oupit*i? =0
und demnach auch .

d (")“gfl“ﬂﬂ a
(49) T_O'
Aus dieser Gleichung folgt wegen (47)
(50) (Xiy i + Gix}) @, =0.
Demnach ist wegen (47) und (21) auch
W, 'Z.. D W,

Aus unserem Lemma folgt somit:
Diejenigen Flichen, fiir die die induzierte und innere Ubertragung iiber-

(2)
einstimmen, sind entweder diejenigen, fiir die der Tensor ©.s, oder die Normal-
kriimmungsform O, verschwindet.

Wir wollen jetzt eine geometrische Deutung derjenigen Flichen geben
fiir die die Normalkriimmungsform verschwindet. Dazu bringen wir die rechte
Seite der Ableitungsgleichung (9) auf eine invariante Form in der die Pfaff-
schen Formen 7 und O, nicht als Formen in du“ und da“ sondern als

1)
Formen in du® und DI dargestellt werden, wobei

(1) 1 «ip
(52) DI*=dl*+ 3 Gpdu
ist. Nach dieser Umschreibung erhalten wir
; - I TNTIROR | R 2 P
(53) Dxo = (Kupdt® + A% D) x; + (Oedu® + Qg D).
Dabei ist
(54) «=Kap—Ca G,

(n (1) 1 @

(55) (:):‘li ——— @aﬂ_—f (-)a_u Gg.
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Es gilt wegen (54) und (55)
K S K = K,

o, .ow
@aﬂu“ = @aﬁu“ - Oﬁ-

(56)

(1,
Die @ stellen einen Tensor dar. Fiir das invariante Differential des Hyper-
flichenvektors &“ mit den rdumlichen Komponenten & gilt jetzt

poBlce R kL 8 Ll s
(57) DE =D& x; + (OupE du” + O3 D)0,
2) . 1)
DE — dE + KSE du’ + A%E* DI

Wihlen wir eine auf ihre Bogenlinge s als Parameter bezogene Kurve

(58) u* = u*(s)
und als Stiitzelement ihre Tangentenvektoren

2, aus
(59) L e -
so folgt

(2)

szi D2U" i i
(60) T Xo+N-n'.
Verschwindet N so ist wegen (28)
Dw D

‘ui:r 2ucr

o) s — ds

Aus (60) und (61) folgt, dali eine geodatische Linie der Hyperfliche dann
und nur dann auch eine riumliche geodatische Linie ist und umgekehrt falls

(62) N=0.
Daraus und wegen Lemma 1 folgt
Satz 1. Eine Hyperfliche ist dann und nur dann totalgeoditisch, falls

ihre Normalkriimmungsform identisch verschwindet.

(2)
Das Verschwinden von @, hat folgende Bedeutung. Ist ¢ ein beliebiger
Hyperflaichenvektor und n‘ der im gleichen Linienelement erkldrte Normal-
einheitsvektor, dann ist

(63) Aptint = an',

Aus dem Lemma, den Gleichungen (41) und den unmittelbar danach aus-
gefiihrten, sowie aus Satz 1 folgt
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Satz 2. Diejenigen Hyperflichen, fiir die die innere und induzierte Metrik
iibereinstimmen, sind entweder totalgeoditische Flichen, oder solche Fldchen, fiir

(2)
die der Tensor (). identisch verschwindet.

Den Unterschied dieser zwei Flichentypen konnen wir dann iibersehen,
falls wir fragen, wann es zu jeder (n—1)-Stellung mindestens eine Fliche
des einen oder des anderen Typus gibt. ®

Soll es zu jeder Flichenstellung eine Fliche mit verschwindendem .4
Tensor geben dann muB der Tensor A verschwinden. Um dies einzusehen
hat man nur bei festem Linienelement (n—1) zu einander orthogonale (n—1)
Stellungen zu wihlen und die Gleichung (63) zu beachten. Der Raum ist
sonach ein Riemannscher.

Der Fall, dafi es unbeschrédnkt totalgeoddtische Flichen gibt, zieht, wie
an anderer Stelle bewiesen wurde”) nach sich, dafl der Raum ein Finslerscher
von konstanter Kritmmung ist. Daraus folgt

Satz 3. Soll in einem Finslerschen Raum der kein Riemannscher sei, zu
jeder (n—1)-Stellung eine Hyperfliche existieren fiir die aie innere und
induzierte Metrik iibereinstimmen dann miissen die Hyperflichen totalgeoditisch
sein.

Zusatz bei der Korrektur. Als diese Arbeit im Druck war, bemerkte ich,
dab auf S. 211—214. des Buches The Differential Geometry of Finsler Spaces
von H. RUND eine Relation zwischen den Ubertragungsparametern des inne-
ren und induzierten Zusammenhanges angegeben ist. Die Formel unterscheidet
sich von der von uns gefundenen. Diesem Umstand ist es wohl zuzuschreiben,
dali die in meiner Arbeit sich an diese Formel anschliefenden Ergebnisse
in dem zitierten Buch nicht zu finden sind.

(Eingegangen am 5. Dezember 1960.)

%) Siehe O. Varaa, Uber eine Charakterisierung der Finslerschen Riume konstanter
Kriimmung, Monatsh. Math. 65.



