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Uber die bahntreuen Abbildungen affinzusammen-
hingender Riume

Von A. RAPCSAK (Debrecen)

1. Gegeben sei ein affinzusammenhdngender Bahnraum') AP, und das
Differentialgleichungssystem
a*x PR
(1) - ——2G(x, X)

der Bahnen.®) In (1) soll G(x,+) in »* positiv homogen zweiten Grades sein.
Bekanntlich”) ist eine Transformation G, welche einen Bahnraum P, in
einen Bahnraum P, iiberfiihrt, dann und nur dann bahntreu, falls

(2) Gi(x, v) = G'(x, v)+ p(x, v)v'
gilt, wobei p(x, ») eine in +* positiv homogene skalare Funktion ersten Gra-
des ist.

2. Wir beweisen den folgenden Satz:

Satz 1. Damit sich ein affinzusammenhdngender Bahnraum P, auf einem
Bahnraum P, bahntreu abbilden lasse, ist das Erfiillstein der folgenden Iden-
titaten notwendig und hinreichend:

3) i

(3) Wiseti— Winji— 53 Win(Gir—Gb)
- ﬁ Wiist' (Gonior— Giuar)—
B ﬁ Weikt* (G — Gonie) —
S }z—|+1 Wi’ (Goyr— G

1) Es sei n =3.

2) Alle in dieser Arbeit auftretenden Funktionen seien in ihren Variablen zumindest
dreimal stetig differentierbar.

3) 8. z. B. Berwarp [1].
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(3:) D = Diyi
(3) Dijivi— Diji )i = ﬁ—:—ll Dy (Gi,—Gy,).
In den Identititen (3) sind die Grofen 7; GroBen des Raumes P,,
GJd—e' 07 ° Gﬂcdjf a,_,'..’,...,
T ‘3; : Tf Tt 11 Gl
p— OT:‘ dTl —r i Ar —
?'}“‘,: Oxi‘ — 3 : Gk_TrG_jk+ 7}' Gr!.-,
(4) W}:;k K‘IM + dh (k:.k Kk_i) +
: 1 :
- B (K — Kin)— 5 Oh( Ko+ Kn) +
] d (K;!. — KJ.-_;) ‘ i d Kkm .m s, 1 &0 K .m
+n+] avt + =— j n*—1 O gt ;
i [}3 i i 1 r \
©) D= Gwswae @ —ﬁ‘ﬁG"J’
(6) ](l:.jk . d{)(if’ e ddgm‘ — Gh_}r Gk + thr G GM’ Gh} G:J G;k .
(7) KM s k'hrjr .

In (4) bedeutet Wi, den veraligemeinerten Weylschen Tensor?), in (5) Di
den Douglasschen Tensor ‘), und in (6) Kj; den Berwaldschen Kriimmungs-
tensor.”)

BEwEIs. Die Notwendigkeit der im Satz ausgesprochenen Bedingung
ergibt sich auf Grund von (2) durch eine Rechnung, falls noch

0P gt

e PTq +1

gesetzt wird. Nehmen wir umgekehrt an, daBf die Identititen (3) erfiillt sind.

Zwecks Vereinfachung des Beweisganges fiihren wir K. YANO") folgend ein

(G:.?" G:J)

4 S, ] Dovaras [2] (6 das Kroneckersche Symbol).
58S 2.8 L BERWALD [1].
%) S. z. B. K. Yano [6], 194—199.
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solches neues Koeffizientensystem fiir den Zusammenhang ein, aus dessen
Transformationsformel das den Ausdruck

e ap;
enthaltendes Glied fehlt.
Es sei namlich
] I s i
(8) G g Gﬂ. n+ | Gs_;‘k r.

Offenbar ist Gji eine positive homogene Funktion O-ten Grades in +, deren
Koordinatentransformationsformel mit der Transformationsformel von Gj. tiber-
einstimmt, so dass man mit G den Kriimmungstensor (6) (in Zeichen:
Ky, Ki) und die kovariante Ableitung (in Zeichen: 77,,) bilden kann.

Aus (6) und (8) folgt:

(g) K'l‘?i . *_;J. + l (Gaﬂ. |i— G:__:'f | I.') !‘}‘.

Auf Grund von (2) und von (8) kdnnen wir also unseren Satz folgen-
dermafien formulieren: P, ldlit sich dann und nur dann auf P, abbilden,

falls es einen kontravarianten Vektor pj--—-v(,’—ﬁ gibt, fiir welchen

(10,) Gjx = G+ pi0 + pi0;
gilt. Wir bestimmen zuerst die kovariante Ableitung bzw. diejenige hinsicht-
lich +* von p;.

Aus (10,) erhalten wir:

avk

ap; 1 = .
(104) p — m[ijk—'ijk].
Anderseits ergibt sich auf Grund von (9), (6) und (2):
(4G 3G )

(12) i?,:f Kuk "PJ-LJ pj-idt'll‘(piak_pﬁ'v')d;"_I T R T )Psv".
Indem wir die Indizes 2 und k kontrahieren, erhalten wir:
— * —] r
(13) Kij—Kij=npjsi+pi.j+ YN | Grijpsv*

Indem wir jetzt (13) durch n multiplizieren, die Indizes i und j vertauschen
und sodann den erhaltenen Ausdruck zu (13) addieren, erhalten wir:

1 S —* Pk :
(10)  piej=— 7 [(nKii + Ki) —(n K;i+ Kij)] + Giijt' pr .

b
n+1
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Die Gleichungssysteme (10,), (10,) und (10,) bestimmen offenbar ein Tho-
mas—Veblensches gemischtes System.”) Zwekcs Untersuchung der Integrier-
barkeit des Systems bilden wir die Integrierbarkeitsbedingungen von (10,)
und (10;). Dazu benutzen wir die Gleichungen (10,) und (10,) sowie die fol-
genden Vertauschungsformeln:

& ke
(13) ?‘Ik. ewm T ﬂk. man — K:mr 7-!,-‘_ K:ml T: = K:‘ms T"” (:,)—?:f )
a ﬂk m 0 T}k k r r k r 5 a Tf
(14) ‘3"3— b ﬁ,‘_ *Mm= Hrnur Tl' - Hmrrf Tr _Hirmsl' PG
wobei
i def 0 G..l
Hi e 30

gilt. Auf Grund der Gleichungen (10,), (10;), (13), (14), (4) und (5) erhalten
wir:

(HK:.;—f—K,u.).r-}* = (HKA;‘i‘]{;J)‘E‘f*

(1) a7 Kij+ Ki)a— —(n K+ Ki)ax +
~ +1(K*7“ Gonri— K Gnri) +
+ Wiip, =0,
e nﬂl—l( ",fi'+'”("]+na.'. ( "’“’+"”’“]
— "d‘f" o G2+ Digpe =0,

(In (15) und (16) bezeichnet Tj;. die Kovariante Ableitung nach Gj;!)
Leiten wir jetzt (10,) zuerst auf kovariante Weise und dann hinsichtlich
v* ab, und machen wir von (10,) und (10;) Gebrauch, so erhalten wir:

(161) W;M e M'Ill;r
(162) D.__;:H — D_:H .

") Thomas—VEBLEN [4].
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(16,) und (16,) sind Folgen von (3,) und (3;). Wir zeigen noch, daB (15,)
und (15,) Folgen von (3,), (3;), (3;) und (3,) sind.

Bekanntlich gilt fiir den Kriimmungstensor (6) die folgende Bianchische
Identitit.”

(17) ;(Skll + K::jik -+ Kjl.-:]j + K;fk-““Gi:.;x + Ka;' Gha+ Komv? G::n'j == (),

Durch kovariante Derivation von (4) erhalten wir auf Grund von (5),
(9) und (8):

1 * * ] * .
(18) pi—1 (1K — K)ot + 5 (1 Kij + Ki)ax +

*r g 0 l r
-+ st}.‘ v G:m'_; p— m [_ Wka’_;'-r_ W:km 1-'3‘0;;‘:'_'}" Wa:;m i-stz}r]-

Durch kovariante Derivation von (5) ergibt sich wegen (8) und (9):

1 (, aKe 0K 1 5 4
(19) __n2 1( _07 [];_J)—ﬂ—i—l GrU-kT
. 1 (;‘G::s moo_ 1 L
+m_ﬂ_:’t‘! Gmr_;‘—_ﬁD“J'r'

Wie aus den Identititen (18) und (19) ersichtlich, folgen (15,) und (15,) aus
den Gleichungssystemen (3,), (3,), (3;) und (3,). Damit haben wir unseren
Satz vollstindig bewiesen.

Aus dem Satz 1. folgt der

Satz 2. Im Falle bahntreuer Abbildungen bilden die Grifien W,’I;.-r, Dfm
und ihre Ableitung nach ', sowie ihre mit den Grifien

I}, = Gh— %—t—l (Ghdi+ G 8i + Glar))

gebildeten kovarianten Ableitungen ein vollstindiges Invariantensystem.")

) L. Berwarp [1].
9 (3,) und (3,) konnen auch so geschrieben werden:

usr r A" =i
hjkir — wn‘;'l.';r’ Dh.jkir_ D;jk;r’

hier bedeutet ; die kovariante Derivation nach ITJ-';‘,, und ; diejenige nach ij. Wie man
leicht einsieht sind diese kovarianten Derivationen im allgemeinen keine Tensoren mehr.
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