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Uber die bahntreuen Abbildungen metrischer Riaume
Von A. RAPCSAK (Debrecen)

1. Mit bahntreuen oder geodatischen Abbildungen metrischer Réume
haben sich zuerst DINI') und dann DARBOUX®) beschaftigt.

Fiir Riemannsche Ridume ist das Problem in allgemeiner Form durch
LEvi—CiviTa gelost worden.”) LEvi—CiviTA hat festgestellt, welche Gestalt
die Malitensoren zweier solcher Riemannscher Raume haben miissen, die sich
aufeinander bahntreu abbilden lassen. In der vorliegenden Arbeit beschéftigen
wir uns mit den geoditischen Abbildungen Finslerscher Rdume,) und be-
stimmen die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal zwei Finsler-
sche Rdume aufeinander geodatisch abbildbar seien.

Alle in unserer Arbeit betrachteten Funktionen gehoren zur Klasse
Ct (k=4).)

2. Bekanntlich lassen sich zwei mit den Grundfunktionen L(x, ») und
L(x, r) gegebene Finslersche Riume F, und F, dann und nur dann aufei-
nander geodatisch abbilden, falls es einen Skalar p(x, ») gibt, positiv homogen
erster Ordnung in +, fiir welchen

(1) G'= G+ p?f
gilt. In (1) ist

NB % J’_.: ol ; Lf
e 7 N S " e s
(2) 20 i Qi s ax* J

Das Differentialgleichungssystem der Geodatischen in F, ist:

d-x' o
3) o =—2G(x, X).
1) S. U. Dint [B].
) S. G. Darsoux [5].
) 8. Levi—Cmita [11].
1) S. P. Finsier [10].

%) C* bezeichnet die Klasse der in ihren Verdnderlichen k-mal stetig derivierbaren
Funktionen.
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Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

. oG . G
(4) GJ."-' 5—“';‘ ﬂ‘-—:ﬁ, s
(5) Tin=20 20 Gi—TiGh+ T} G

Wir werden auch die folgende, in Finslerschen R&umen giiltige Identitat’)
ndtig haben

(6) Li;=0.
Satz 1. Ein mit der Grundfunktion L(x, ) gegebener F, lipt sich

dann und nur dann auf den mit der Grundfunktion L(x, r) gegebenen F, geodi-
tisch abbilden, falls das folgende partielle Differentialgleichungssystem besteht

(1) L L. YO

wobei die kovarianten Ableitungen bzgl. F, zubilden sind.

BEwels.”) Die Bedingung ist notwendig. Setzen wir ndmlich voraus,
dafl sich F, geodatisch auf F, abbilden ldfit. Wegen (6) und (1) erhalten wir

4L oL & 0L o 9(LD)

(8)

f’ xﬂl oo I(l ’.l' L. ‘J.'.I' ‘) rm
Komponieren wir jetzt (1) mit ‘j:L def /. 50 erhalten wir wegen der Homo-
genitdtsbedingung
) G'l,=G'lL+pL.

Indem wir (9) nach * ableiten und den erhaltenen Ausdruck Y (f-’p) in (8)

f.IJIl
einsetzen, erhalten wir
L (.G 2
ax® g dvtar™

Nunmehr komponieren wir die (6) entsprechenden, auf L beziiglichen Glei-
chungen mit ', so ergibt sich

gL
v’

(11) 20, G =

f) S. E. Carran [4].
) Die mit einem Strich bezeichneten Grifien sind diejenigen des Raumes F , die
ohne einen Strich diejenigen des Raumes F, .



Bahntreue Abbildungen 287

Falls wir jetzt noch (11) nach « ableiten und das Ergebnis in (10) einsetzen,
gelangen wir zu (7).

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, daf (7) fiir L erfiillt ist. Bekanntlich)
gilt in F,,

PN i ) L il
(12) 2G;——2gqu = ;3:" W v+ L f}p:-",}x-i'. L—rj;}.
Setzen wir jetzt aus (12) den Ausdruck fiir "‘:‘:“r in (7) ein, so erhalten wir
aL oL 3 = 9L »
(13) 2G:—wa +2L G
Indem wir nun (13) mit ¢ kontrahieren und die Identitit
al;

| R —
rl_?"" e r (g'.—;.*-v!;h.‘)

beriicksichtigen, erhalten wir

(14) G =G+ 2—]1-‘ Livv*.
Es sei noch
(1) plx, 1)Ly

Aus (14) und (15) ergibt sich unsere Behauptung.
Aus Satz 1 und aus (15) folgt der

Satz 2. Ldpt sich ein Raum F, geoditisch auf F, abbilden, so wird der
bei der Abbildung auftretende Skalar p(x,v) durch (15) dargestellt.

Da sich ein partielles Differentialgleichungssystem erster Ordnung leichter
behandeln IaBt, werden wir jetzt statt der notwendigen und hinreichenden
Bedingung (7) eine solche Bedingung angeben, in welcher nur partielle
Ableitungen erster Ordnung auftreten.

Satz 3. Damit sich ein Raum F, auf einen Raum F, geoditisch abbilden
lasse, ist die Existenz eines solchen Raumes F) notwendig und hinreichend,
dessen Grundfunktion den folgenden Bedingungen geniigt:’

(16)) Mot —0
(]ﬁ_;) M:K:,; R M:K:J., vt {- MI,« K:, p* = ()

% S. 7. B. E. Carmay [4).
aG;, 0G4
H) 'KJ:_IL" - :

e T G;_'»I Gi” _T- G;Lu, G;I 1:‘ GIWG:I;._ G;m G‘:
ist der Berwaldsche Kriimmungstensor. S. z. B. Berwaip [1].

axt axi
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wobei

ist. Sodann lipt sich die Grundfunktion L des Raumes F, auf folgende Weise
darstellen :

a7 L=L"+ Bi(x)r.

BEWEIS. Nehmen wir an, dali sich F, auf F, geoditisch abbilden lalit,
und so wegen (1)

(18) lij—l=0
gilt.

Indem wir (7) nach + ableiten und (17) beriicksichtigen, erhalten wir
(16,). Nunmehr leiten wir (18) auf kovariante Weise ab, nehmen eine zyklische
Vertauschung der Indizes vor, und addieren die erhaltenen Gleichungen. Falls
wir noch die zyklische Symmetrie des Kriimmungstensores K., beriicksichti-
gen, sowie von der Identitdt beziiglich der Vertauschung der kovarianten

Ableitungen') Gebrauch machen, gelangen wir zu (16,).
Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Setzen wir ndamlich voraus,

dafi es einen Finslerschen Raum F} gibt, dessen Grundfunktion, L*(x, ),
sowohl (16,) als auch (16,) befriedigt. Falls L* das Gleichungssystem (7)
befriedigt, ist der Satz bereits bewiesen. Es sei

(19) 0i(L*) %! LY — ‘%" .

Nehmen wir also an, daf
0. (L") 0

ist. Durch Nachrechnen beweist man, dall im Falle wo L* (16,) befriedigt,
die Identitit

(20)

erfiillt ist.

Indem wir jetzt (20) nach +* ableiten, die Indizes zyklisch vertauschen
und aus der Summe der beiden ersten so erhaltenen Gleichungen die dritte
subtrahieren, erhalten wir

(21)

] \‘..F. ' ar

-0

d*o.(L") o

artarv!
Wegen der Homogenitdtsbedingung ist also
(22) 0i(L*Y) = ;. (x)r".

1) S. z. B. L. Berwarp [1].
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Wegen (20) ist £, schiefsymmetrisch.
Leiten wir jetzt (22) nach +* ab, so erhalten wir mit Riicksicht auf (16,)
(23) Qu(x)=lji— L.

Wir leiten (23) auf kovariante Weise ab, nehmen eine zyklische Vert-
auschung der Indizes vor, und addieren die erhaltenen Gleichungen; beriick-
sichtigen wir noch (16.) und die ldentititen beziiglich der Vertauschung der
kovarianten Ableitung"), so erhalten wir mit Riicksicht auf den schiefsym-
metrischen Charakter von

r}.‘-.’,‘.i.-+rjf..)_,'.' . rJ.{-)j;_,'_ )
ax' axt ' ax

Auf Grund von (24) ist also das partielle Differentialgleichungssystem

0B;(x) i Bi(x)
o Xy, ax!

(24)

. —

-l T

vollkommen integrierbar. Es sei Bi(x) eine Losung desselben. In diesem
Falle gilt fiir die Funktion

L(x, r)=L*(x, r) + B;(x)r’
wegen (19) und (22) _
0:(L) = 0.
Damit haben wir unseren Satz wollstindig bewiesen.
Leiten wir (23) nach + ab, so erhalten wir auf Grund der Vertauschungs-

identititen™
M:"; T :;'II.' 0

Satz 4. Damit sich ein F, auf einen F, geodditisch abbilden lasse, ist
das Erfiilltsein der folgenden Identitit notwendig und hinreichend :

(25) Lije— Ty = 0.

Bewkls. Die Notwendigkeit der Bedingung wird durch (18) ausge-
sprochen. — Nehmen wir also an, dafl (25) erfiillt ist. Indem wir mit »
komponieren, erhalten wir (7), und damit ist der Satz bewiesen.
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