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Uber projektive geometrische Invarianten
Von A. MOOR (Szeged)

Einleitung

Ein geometrisches Objektenfeld £2'(&', ..., &) im n-dimensionalen Punkt-
raum P, ist ein System der r Funktionen £2'(§), die bei einer zuldssigen
Koordinatentransformation
(1) EFeg'@,...E) (@=1,...,n)"
der Transformationsformel

QLEO=r (2,884, .... 8.0, A8 ..., Ab,..8), @Gj=1...,1)
geniigen, wo

o def
Aﬂl'"ﬁ_;—

o N
d?' i r!Eﬂ'l unry r!Eﬁt so sl Eﬂ-’

ist, und die Form der Funktionen f' von der zuldssigen Koordinatentransfor-
mation (1) unabhédngig ist.

Wie gewdohnlich, werden in unseren folgenden Untersuchungen die
Funktionen 77,%,(§) immer affine Ubertragungsparameter bedeuten, die in den
unteren Indizes symmetrisch sind.

Im folgenden werden wir einige Probleme der projektiven Invarianten
mit Hilfe von Funktionalgleichungssystemen untersuchen. Die projektiven In-
varianten sind durch die folgende Definition festgelegt:

DEFINITION. Eine projektive Invariante P*,(A-—1,...,r) ist ein geomel-
risches Objektenfeld, welches aus

v B + B ¥ N
LayyOundaygyeosyy.v,day

gebildet ist, und bei einer projektiven Verdnderung der affinen Ubertragungs-
parameter I',f., d. h.:

(2) rf=rt 4+ 8.4y,
sich nicht verdndert. 1, bedeutet in (2) einen beliebigen Vektor.

1) Die griechischen Indizes werden immer die Zahlen 1,2, ..., n durchlaufen.
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Eine projektive Invariante geniigt also immer dem Funktionalgleichungs-
system

(3) P.‘(!“aﬂ‘." 'jh l.‘-'fﬂ'.-" ol ﬂtp--"s !“SB}') iy P.‘(Fﬁﬂ;'l d"|£‘!ﬂ}'} LS | U:I...rs!‘aﬂ:’)’

wo fiir 1,7, die durch (2) angegebenen Werte eingesetzt werden sollen, und
d,, die partielle Abletitung nach & bedeutet.

Wir werden in einigen Féllen untersuchen, wasfiir projektive Tensoren
aus den /,f, gebildet werden konnen. Unser Hauptergebnis ist das folgende:
der aus den 7', und 4./,7, gebildete projektive Tensor V.7 ; ist allein vom
Weylschen projektiven Kriimmungstensor W,? ; abhéngig. Eben das behaup-
tet unser Satz 4 in § 3.

§ 1. Die projektiven ijbertragungsparameter

Die klassischen projektiven Ubertragungsparameter //,%, bestimmen eine
projektive Invariante, die bei einer zuldssigen Koordinatentransformation (1)
dem Transformationsgesetz:

(4) 2, =10, AL A + A A — - J’-r_l- (08 A%, A5+ o A%, AT)

geniigt’). Wir wollen alle sich nach (4) transformierende Objektenfelder pro-
jektive Ubertragungsparameter nennen. Die klassischen projektiven Ubertra-
gungsparameter sind aus den affinen Ubertragungsparametern /7.7, gebildet.
Es ist

p def 4+ B ey :l___ ] T B T
5) 12, ) — S O+ 0T

Es entsteht nun das folgende Problem: konnen aus den /., auch andere,
d. h. von (5) verschiedene projektive Ubertragungsparameter /1,%, gebildet
werden, oder aber ist (5) der einzige, aus I,f, gebildete projektive Ubertra-
gungsparameter? Auf diese Frage antwortet der folgende

Satz 1. Aus den affinen Ubertragungsparametern I',f, kinnen nur die
klassischen, d. h. durch (5) bestimmten projektiven Ubertragungsparameter 11,0,
gebildet werden.

BEwEIs. Nach der Bedingung des Satzes 1 sind die aus den /77, ge-
bildeten projektiven Ubertragungsparameter 17, von der Form:

(6) ', = o,(IY,),
¥ -)?gl L. P. Eisennart, Non-Riemannian geometry, (Amer. Math. Soc. Coll. Publ. VIIL.)

New York 1927, insbesondere die Formel (35.5), die mit unserer Formel (4) in Wesentlichen
iibereinstimmt.
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d. h. die @/, sind Funktionen von /I°%,. Nach einer Koordinatentransforma-
tion erhdlt man die transformierten Komponenten 7/;#, dadurch, dafi man in

die Funktionen @,/ statt /%, die I'.”, substituiert, d. h.

(7) ﬁ:ﬁ.' — q),p?(fx;ﬂ)'
Beachten wir jetzt einerseits die Transformationsformel von 77/, d. h.
(1%) IS =1,"AACA; + AL A,

andererseits die Transformationsformel von //77,, die mit (4) iibereinstimmt,
so ergibt sich nach (6) und (7):

(8) @ () ALAL AL+ AL AY) = @, (I )AL A A +
1 . T
+A$Aﬁ—-n+l@ﬁAﬁAprﬁAaAg.

Von nun an fixieren wir den Punkt & und betrachten alle in (8) auftretenden
(1
GroBen in diesem Punkte.

= 4

In dem Punkte & konnen nun die AY und AX, beliebig angegeben wer-

den. A{ und A, sind also in (8) die unabhingigen Veranderlichen. Hinge-
gen sind die A; durch

) ATAy=8;
schon eindeutig festgelegt. Die Relationen (8) bilden also ein Funktionalglei-
chungssystem fiir die unbekannten Funktionen @, , und die Verdnderlichen

sind eben die A7 und A5;. Setzen wir nun in dem Funktionalgleichungssys-
tem (8) im Punkte &":

{th

A: — (’;l) A:‘; = S, l‘lp-’- 3y

was wegen der Symmetrie von Az, und /7,7, in den Indizes «, y moglich ist,
so wird in Hinblick auf (9):

| gl v 1 B gyt S 1 [
(]0) {pi’ '.J(!*‘ﬂ)' li}' n_*_l((’zir‘;—i“d:"r:)'l'(‘: ¥
mit
(10a) ¢’ 4 @ (0).

Unsere Formel (10a) bedeutet, dafi die c¢,”, Konstanten sind, da auf der
rechten Seite in (10a) fiir jede Verdnderliche von @, Null gesetzt werden soll.

Beachten wir jetzt (8), so folgt, dafi die durch (10) bestimmten Funk-
tionen @, dann und nur dann projektive Ubertragungsparameter bilden
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konnen, falls die ¢,”, Tensorcharakter haben. Wir zeigen jetzt, dal die ¢/,
den Nulltensor bestimmen. Wegen des Tensorcharakters muB

el =c, AL AL A}

bestehen. Da aber nach (10a) die ¢,”, Konstanten sind, folgt aus unserer
letzten Gleichung:

(11) el =,  ALALAL.

i

Wiihien wir jetzt in einem Punkte &: A7 — x0%, so wird nach (9) A =x '0%

i

—

und aus (11) wird:
el =Xy

wo x eine beliebige Zahl ist. Das bedeutet aber, dafi ¢,”, identisch Null ist.
Die Relation (10) gibt somit nach (6) und (5): /17%,— I1,’, und das
beweist unseren Satz.

BEMERKUNG. Aus den 7,7, kinnen also nur die durch (5) angegebenen
projektiven Ubertragungsparameter gebildet werden. Die Gesamtheit dieser
Ubertragungsparameter ist zwar eine projektive Invariante, diese Eigenschaft
haben wir aber bei dem Beweise des Satzes 1 nicht ausgeniitzt.

Wir zeigen nun, dal} aus

!‘“ def !‘r:,

tiberhaupt keine wesentliche nicht triviale projektive Invariante gebildet wer-

den kann; z. B. ist /17, keine wesentliche projektive Invariante. Es besteht
der folgende

Satz 2. Ist eine projektive Invariante allein von I, abhdngig, so ist sie
eine Konstante.

BEwEIs. Es sei die projektive Invariante P+ von /', abhingig, d. h.:
e @Ml ouilek

Da P eine projektive Invariante ist, miissen die Komponenten P+ nach einer
projektiven Verdnderung (2) der Ubertragungsparameter invariant bleiben.
Nach (2) wird aber
=t (n+ 1),
bestehen, somit wird
g4+ (n+ 1)) =g4(l)
giiltig sein. Wéhlen wir jetzt wieder in einem Punkte &

it
; 1 ,
b, (& — —— F(8),
l. "1(“-") n __]IL ] ﬂ((;]))

D 23
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so wird
gAY =g*(0)=g4(0,...,0)
gelten, d. h. g'— konst. w. z. b. w.

Setzen wir z. B. in (5) @« =4, so bekommt man nach einer Summation
auf g: I1,f =0, wie das nach dem Satze 2 sein muB.

§ 2. Uber die aus R/, bildbaren projektiven Tensoren
vom gleichen Typ

Der aus den /1%, und 9;7°7, gebildete affine Kriimmungstensor
def ' T R
R’.s= 2(o, s+ ol )

ist keine projektive Invariante, es ist aber bekannt, dall aus R,” ; ein projek-
tiver Tensor — ndmlich der Weylsche Kriimmungstensor — gebildet werden
kann. Wir beweisen den folgenden

Satz 3. Ist ®.,F ; aus dem Tensor R, gebildet, und ist D, s projektiv
invariant, so ist @} ; nur vom Weylschen Kriimmungstensor

ef 2 1 |
WA, % R+ Y] 2 Ry + < [0%(n R+ Rss) — 05(n Ry 4 R..)

abhdngig, wo
f
R.;* R/s

ist.

Beweis. Nach einer projektiven Verdanderung (2) von /7%, wird

(]2) R-:ﬂ;'ci = R:ﬂ‘;é—2‘,’2'{!’[;'6!_2‘]?‘;‘;bl:l|6]
bestehen (vgl. L. P. EISENHART loc. cit. § 32), wo das Zeichen ,,-” die pro-
jektive Verdanderung, _

Yoo - /s W, — P, P,

und "/; die mit den /7”7, gebildete kovariante Ableitung bedeuten.
Nehmen wir jetzt an, dall die projektive Invariante @,%; aus R,/ ; ge-
bildet ist, d. h.
DL,y = V2 s (Re)

gilt. Nach einer projektiven Verdnderung (2) von /.F, wird:

(13) DLy = V. (Rt

Da @, eine projektive Invariante sein soll, wird nach (12) und (13)
(14) Vol s (R ) = Vil s (R v — 203 Wy — 2001 1)
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gelten. In einem Punkte konnen die w,, beliebig vorgeschrieben werden,
wenn aber

1
'.h;n' o= "J,___] (n er\‘ J" R\'p)

gesetzt wird, so bekommt man aus (14):
(p:ﬁ;'JE Vuﬂ;'&(px)_m' o Vzﬁ‘;ﬂ( Wxin\-)r

und das beweist den Satz 3.

§ 3. Uber die aus 11}, und 0;11,0, gebildeten projektiven
Tensoren vom Typ V.,

Der Weylsche projektive Kriimmungstensor W,”;, den wir im vorigen
Paragraphen in expliziter Form angegeben hatten, kann auch durch die pro-
jektiven Ubertragungsparameter /1,7, ausgedriickt werden. Es ist”)

1
n—I1

(]5) W,f‘}-.a =7 iy fl,;}”, - !!,ﬂ“ff}.]‘p —_ (jﬁ- el lfa;, -+

o F—-]—-—] )l‘;’ld]tp!’fﬂ: .

Wir beweisen das folgende

Lemma. /st
P»‘(!"Br’ d\ll I‘:ﬁ]‘, LA | (r)t"...\'_n;!‘aﬂ}')

eine projektive Invariante, so kiénnen die affinen Ubertragungsparameter in
der Formel dieser Invariante durch die projektiven Ubertragungsparameter
I11.P, ersetzt werden.

BEWEIS. Nach der Definition der projektiven Invarianten befriedigt P

das Funktionalgleichungssystem (3), wo I,f, durch (2) angegeben ist, und
W, beliebig gewidhlt werden kann. Es sei in einem Punkte &

(L]
I ex
l.I’I:(E‘) o e ﬂ _i-:l ”vlf T u({ﬁ))r LR

so bekommt man aus (3) in Hinblick auf die Definitionsgleichung (5) der /1,7 :

s AT TR,
Lo 0@ =—717
LBy PO 0l s B TR ) = PR W Tl v W)

und das beweist das Lemma.

--'*) Vgl. L. P. Eisexnarr, loc. cit.; Formeln (35. 11) und (35. 12).
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Hieraus folgt gleich in Analogie zu Satz 2 (vgl. die Bemerkung am
Ende von Satz 1) der

Satz 2'. Jede, allein von I')f, abhdngige projektive Invariante ist eine
Funktion der I1.f, allein.

Jetzt sind wir schon imstande, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4. Ist der projektive invariante Tensor V;? s aus I',f. und o,1°7,
gebildet, so ist der Tensor V;*., allein durch den Weylschen Kriimmungstensor
W,? s ausdriickbar.

BEwEgIS. Auf Grund unseres Lemmas, insbesondere nach der Formel
(16), ist es hinreichend, wenn wir statt der Abhdngigkeit von 7"/, fiir V;/ ;
die Abhdngigkeit von /1,7, bedingen. Wir nehmen also an, dafi V;? ; von /17,
und a;/1,7, abhdngig ist, d. h.: V0 ;= V.2 ;(11.%,, 0,11%,).

Nach einer zuldssigen Koordinatentransformation wird

(17) V. wl(IT . 0,01 ) AL AL A AS — VI o(IT s, 85110

bestehen, wo /1", durch (4) bestimmt ist, und oy die partielle Ableitung
nach £ bedeutet. Die Transformationsformel von g /1.7, ist:

(18) sI1!, = 0,1, AL AL A AL+ AL s Al —

1
n--

wie das nach einer partiellen Ableitung nach & von (4) leicht bestitigt
werden kann, und wo die Punkte solche Glieder bedeuten, in denen hoch-
stens A%, vorkommen, d. h. die von A7, unabhingig sind.

AB ist durch A%, ausdriickbar. Aus (9) folgt durch eine partielle Ab-

leitung nach &":
(19) AL A= —ALAL AT,
woraus nach einer Kontraktion mit A%A) die Grobe AZ, unmittelbar berech-

net werden konnte; fiir die folgenden wird aber auch (19) schon hinrei-

chend sein.
Wihlen wir jetzt eine zuldssige Koordinatentransformation, fiir die in

einem Punkte &:
©

1 (()fAf,(‘iA:J + (’BA;‘QJA:)) + 9

Aﬂ o d:c’) Af, — 09 '4:','6 — 0! A:lu :# 0
ist. Aus (17) wird jetzt in Hinblick auf (4) und (18):
(20) V:ﬁi'd (Ifh'zﬂ y Oy f!xi_u) i Vﬁﬂ;'é(!‘(x;—u: ty !!J\'}-.II + A:hll)
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Da AL in e, 7, d totalsymmetrisch und /1.”, in «, 7 symmetrisch ist, kann
Apw=—5 (0,110, + 0. I, + 0, 11)

gesetzt werden; aus (20) wird somit

(21) Veu(IT2,, 0, IL4) = VA (L2, 5 (0p T+ op I1,15)-

Wir substituieren nun in die rechte Seite von (17) die aus (21) bestimmten
Werte von V,2;; wir bekommen somit die folgende Relation:

(22) Vparw(!!x;.ju ‘j\!’n’u)A:AfrA:Agj - Vwﬂ;'ﬁ(}ix)._ur ,-;_ ("IFI-’NI;‘R-:"UII" ,’Jllfl.x))’

wo 1., und @:/1.°, durch die Formeln (4) und (18) bestimmt sind. Es kann
leicht verifiziert werden, dall nach einer allgemeinen zuldssigen Koordinaten-

transformation in (22) die Aj,s nicht vorkommen, falls in & Ap=d; und
(II|

folglich auch Aj=dj gilt. Es sind aber bei solchen Transformationen noch
ALy vorhanden. Wihlen wir jetzt eine solche Transformation, fiir die

_n+l
]

A: f).f, ;’ﬂ' == 0} Af;'é (U:”I;—ﬂﬂ"'}'()}'ll.:ﬁ(’i Js !l:rﬂ}')

bestehen, so wird wegen /1.",—0, und nach (19) A;. =0, aus den Glei-
chungen (22), (4) und (18)

(23) Vit oI 2y 0, 11,2, v,ﬂ}.‘,| s, g |.;[‘.uﬂf'-,,—

i T . A ] 7 - T .
A n—;—l (}I\-d r i;,\-“,—rn‘ll‘.[l“] r— n—1 fj[pd r l!m ,\))

Es kann unmittelbar verifiziert werden, dali wenn wir in dieser Formel
statt /1%, und o,/1.7, ihre transformierten Grofien: /1%, und d:/1.7, ein-
setzen, dann auf der rechten Seite A, schon nicht vorkommen wird. Das
folgt tibrigens aus der Tatsache, dali die Glieder

2

3 T 1 ]

d“'ll'“'l;“' Z L ().IAV"J!I" nh‘ltu T v [!ulﬁ.&:_ n-l- 1

n—1

in deren Transformationsformel die Aj,; vorkommen, mit den entsprechenden
Gliedern des Tensors

l} (wy)-\'x + "'Vx}.\‘_u)

(vgl. die Formel (15)) iibereinstimmen.
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Wir setzen nun in die rechte Seite von (17) den Wert von V,*, aus
der Relation (23) ein. Es wird:

(24) Vpa:w (nh'jp ] f.’v Ilulu)AzAfrA:A:iu —— V:“‘;d‘ ﬁx’lp ’ _g_ [ 0|“T l.,.ﬂ;'_u N

1 A . 4 n TT A 1 i - r‘.
71 Ovom s+ oslly'v— —— divip ”mh—“,

wo 1", und 4:11.", durch (4) und (18) bestimmt sind.
Wir betrachten nun diejenigen zuldssigen Transformationen 7, fiir die

;= 0, A7 =104 und folglich, nach der Relation (9), auch A,— o ist. Fiir
eine Transformation 7, ist nach (19)

AP _AP
af afl «
Nach (4) und (18) werden somit fiir eine Transformation 7, die Relationen

It =1ur,+ AL — '?:i]i 3 (BEAL, 400 AL),
0llr, =, 0017, + ), A% — 1.7, Abs -+ 1), ASs— AL, ADs -+

n “1 (05 AT ALy O AT AL

bestehen.
Wihlen wir jetzt fiir eine Transformation 7, im Punkte &
(Il.
£|5' _!!1"6»
so wird wegen /17, 0:
s =0,

o llt, = o, 11, — 11} 11.05— 110, 1175+ = 11 i (SR -0 I )
und aus (24) wird in Hinblick auf (15):
(25) V2= VA, (112, 0,11,5) = V250, 3 Witivie) = Ul u (Wi iaim)s
und das beweist den Satz 4.
BEMERKUNG. Die Formel (25) zeigt, dali die V3’ sogar nur von den
n‘—n;’(g) Komponenten des symmetrisierten Tensors W7, abhdngen. Das
ist auch mit W,”,; selbst der Fall, wie man es auch direkt sofort einsieht: Aus

w—aﬂra =- __-wsﬂa;-
(vgl. (15)) und aus
Wzﬂ;.-.i g B W}_f“,m — Wéﬂ:;- —y
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(vgl. L. P. EISENHART, loc. cit., Formel (32. 14)) folgt ndmlich
Wil = Jll (Wol5+ wéﬂ;'z_wrsﬁ;'_u’;'gé:) s -i' laﬂlrlé‘:"" -i W{aﬂlf‘h-:
ein Ausdruck von der Gestalt (25). (Wegen der schiefen Symmetrie der W, ,
in 7,0 hangt V)7, in (25) von noch weniger unabhingigen Grofien ab.)
Da im Beweis des Satzes 4 die projektive Invarianz nach Verwendung
des Lemmas nicht mehr ausgeniitzt wurde, gilt auch der

Satz 4'. Jeder einfach kontravarianter, dreifach kovarianter Tensor, der
aus 11,7, 0, 11*, gebildet ist, hingt nur von den Komponenten W ?* ., des
Wevischen Kriimmungstensors ab.

(Eingegangen am 2. Mai 1961.)



