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Untersuchungen iiber stetige, monotone Iterationsgruppen
reeller Funktionen
ohne Differenzierbarkeitsvoraussetzungen®)

Von HORST MICHEL (Halle/Saale)

1. Einleitung

Liegt der Wertebereich einer eindeutigen Abbildung « (z. B. der reellen oder
komplexen Zahlen) in ihrem Definitionsbereich, so hat jedes Element der Folge

a(x), x(x(x)), a(x(x(x))), ...

einen wohlbestimmten Sinn, sofern x im Definitionsbereich von x« liegt.

Schon im vorigen Jahrhundert fanden Probleme, die mit solchen iterierten
Funktionen (oder kiirzer ,,Iterierten”) zusammenhdngen, Beachtung und Interesse
(E. SCHRODER [16]). Die einschlidgige Literatur wuchs rasch an und so studierten
z. B. P. FAtou und G. JuLiA in umfangreichen Arbeiten ([7], [11]) das Verhalten
der Iterierten komplexer Funktionen o in bezug auf ihre Fixpunkte. Ihre Ergeb-
nisse sind von vielen anderen Autoren erweitert und erginzt worden (z. B. von
I. N. BAKer [2], H. Toprer [18]).

Fiir reelle Funktionen sind solche Untersuchungen in geringerem Umfang
angestellt worden. Sie finden aber neuerdings mehr Interesse (man vgl. B. BARNA [3]).

Neben der ganzzahligen Iterierten wurden schon lange auch Iterierte von
nichtganzzahliger Ordnung betrachtet. So hat man unter einer Iterierten etwa der

Ordnung '2 von « eine Funktion f zu verstehen, fiir welche f( f(x)) = 2(x) gilt. Durch

Benutzung gewisser Funktionalgleichungen (z. B. der Schréderschen und der Abel-
schen) gelang die Konstruktion von lterierten beliebig-reeller und fiir komplexe
a sogar von beliebig-komplexer Ordnung. Fiir letztere sei nur an die Arbeiten von
N. G. pe BrunN [6], G. KoeNiGs [13], G. SzZEKEeRES [17] und H. Toprer [18] er-
innert, wihrend die beliebig-reelle Iteration von reellen Funktionen « z. B. von
L. BErG [4], U. T. BopewADT [5], N. G. pe BRunN [6], F. B. FuLLer [21], H. KNESER
[12], W. ScHOBE [15], und M. WaRrD ([20], [21]) studiert wurde.

Besonderes Interesse findet in diesen Arbeiten iiber reelle Funktionen « die
Konstruktion einer einparametrigen Schar von Iterierten (als Parameter dient die
Ordnung der Iterierten). Da bekanntlich die Losung dieser Aufgabe nicht eindeutig
sein kann, stellen die Autoren geeignete Zusatzforderungen an die zu konstruie-
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rende Iteriertenschar (wenn auch meist nicht explizit). Fiir solche zusitzlichen
Bedingungen ist insbesondere die Umgebung eines Fixpunktes von o geeignet.
Es ist aber im allgemeinen Fall sehr schwierig, aus dem Verhalten einer Funktion
o in der Umgebung eines Fixpunktes auf das Fixpunktverhalten- ihrer Iterierten
zu schlieBen. Daher beschrinken sich die Autoren meistens auf solche Funktio-
nen o, die dort ein hinreichend einfaches Verhalten zeigen.

Es scheint daher niitzlich zu sein, einmal nicht von vornherein nur eine in
bestimmter Weise ausgezeichnete, einparametrige Iteriertenschar konstruieren zu
wollen, sondern eine méglichst genaue Ubersicht iiber die Struktur aller einpara-
metrigen Iteriertenscharen (in dieser Arbeit sind es Gruppen) zu gewinnen. Ein
solcher Weg soll hier beschritten werden. Dabei wird von « im wesentlichen nur
die Stetigkeit und strenge Monotonie gefordert.

In Abschnitt 2 wird allen Untersuchungen eine Gruppe S zugrundegelegt, in
der die Verkniipfung durch die Zusammensetzung von Funktionen gegeben ist.
Es wird der Begriff der Iterationsgruppe definiert und eine 7-Ordnungsstruktur
in S eingefithrt, mit deren Hilfe stetige, monotone Iterationsgruppen definiert
werden. Aus der Literatur bekannte Resultate sichern dann die Darstellbarkeit
jeder solchen stetigen, monotonen Iterationsgruppe mittels einer erzeugenden Funk-
tion (man vgl. fiir Spezialfille J. HADAMARD [8], fiir den allgemeinen Fall M. WARD
und F. B. FuLLER [20], [21]).

In Abschnitt 3 werden Eigenschaften der Iterationsgruppen untersucht, ins-
besondere die Frage, durch welche und wieviele ihrer Elemente eine solche Gruppe
eindeutig festgelegt werden kann.

In Abschnitt 4 werden vor allem notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir gesucht, daB eine Funktion aus S Iterierte von x ist, wihrend im Abschnitt
5 der EinfluB der Anderung von x auf die Iterationsgruppen von a untersucht wird.
Das ist fiir den Vergieich mit Resultaten anderer Autoren wichtig.

In Abschnitt 6 werden schlieBlich Eindeutigkeitssitze fir Iterationsgruppen
angegeben, die zeigen, daBl das Problem der Auswahl einer Iterationsgruppe G, ()
aus der Gesamtheit aller Iterationsgruppen G(x) auch dann noch sinnvoll bleibt,
wenn man gewisse Bedingungen, die beim Beweis des Existenzsatzes von anderen
Autoren benutzt werden, wegldBt. Jedoch beziehen sich diese Eindeutigkeitssitze
nur auf spezielle Klassen von Funktionen a.

2. Alligemeine Eigenschaften von Iterationsgruppen

Wir fithren eine Gruppe S ein, deren Elemente Funktionen sind. Dadurch
konnen wir bei vielen der folgenden Untersuchungen die vorkommenden Funk-
tionen argumentfrei schreiben.

Definition 2. 1. Es sei S die Menge aller auf [0, =) definierten, stetigen und
streng monoton wachsenden Funktionen f mit den Eigenschaften

(1 f(0)=0, f(ee)=ce.
Zwei Elemente f, g€ S mogen genau dann gleich heiBen, wenn fiir alle x€[0, =)
(2) S(x)=g(x)

gilt.
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In S sei eine Verkniipfung fg je zweier Elemente f, g erkldrt durch
3 [f2](x) =f(g(x)) fiir alle x€[0, ==).

Statt [fg](x) werden wir im allgemeinen kiirzer fg(x) schreiben.
Mit dieser Verkniipfung als Multiplikation bildet S eine nichtkommutative
Gruppe, deren Einselement e durch

e(x)=x fir alle x€[0, =)
gegeben ist.

GemiB dieser Definition wird man z. B. unter /2 diejenige Funktion zu ver-
stehen haben, die x€[0, =) auf f("f(x)) und nicht etwa auf [f(x)]*> abbildet. Um
Verwechslungen zu vermeiden, wird /2 immer im Sinne von (3) verstanden, wih-
rend das Quadrat von Funktionswerten nie argumentfrei, also immer in der Form
[/(x)]* geschriecben wird. Analog wird bei f", f~—" verfahren.

Die durch (3) definierte klammerfreie Schreibweise fiir die Zusammensetzung
zweier Funktionen f, g€ S wird spiter auch fiir Funktionen benutzt, die nicht in
S liegen.

Definition 2.2. Gilt fiir zwei Elemente f, g€ S und fiir alle x€ (0, =) die
Beziehung f(x) =g(x), so heiBe f<g.

Die so in S definierte Ordnungsstruktur, die natiirlich nicht je zwei Elemente
/. g€ S in eine Ordnungsbeziehung stellt, ist eine 7~-Ordnung mit den Eigenschaften

1) f=f,
4) 2) (f=g,g=h)—~f=h,

3) (f=g,8=f)+f=8
wobei, wie iiblich, = entweder = im Sinne von 2. 2 oder = im Sinne von (2) be-
deuten soll.

Diese 7-Ordnungsstruktur ist mit der Multiplikation in S vertridglich, wie der
folgende, leicht einzuschende Satz zeigt:

Satz 2.3. Sind f, g, h€ S und gilt f=g, so gilt auch fh=gh und hf = hg.
Es gilt aber auch
Satz 2.4. Sind f, g, h€.S und gilt f<g, so gilt auch fh= gh und hf < hg.

Unter der (natiirlichen) Iteration einer Funktion x versteht man (vorausge-
setzt, daBB er moglich ist) den ProzeB des wiederholten Zusammensetzens von o
mit sich selbst, also die Bildung der Funktionen

a(x), (x(x(x)), a(x(x(x))),...

Ist dabei 2 € S, so ist die Iteration von o mdglich und man erhilt die Funktionen
2

n

R T s PO AT

die simtlich wieder in S liegen. " nennt man auch die n-te Iterierte oder die Ite-
rierte der Ordnung n von «. Neben diesen natiirlichen Iterierten kann man auch
s-te von o abgeleitete Iterierte bilden, wobei s nicht natiirlich zu sein braucht, son-
dern eine beliebigerelle Zahl ist.
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Wir beschrinken uns im folgenden iiberall — auch wenn es nicht ausdriicklich
vermerkt wird — auf solche zu iterierende Funktionen «, die nicht nur in S liegen,
sondern fiir welche auch z=e gilt. Dann gilt wegen Satz 2.4 auch ...=a"2<=
<o~ l'=e<=a=a?=..., und alle diese Potenzen von « besitzen nur die Fixpunkte
0 und ee.

Definition 2. 5. Eine Gesamtheit von Funktionen /1] aus S mit s € ( — oo, + =)
heile genau dann eine Iterationsgruppe G(x), wenn

1) fiir alle s, 1€(—o0, + )

(5) FU1 10 = fls+0)
2) fM=a

gilt. Dabei heiBt /T eine s-te Iterierte oder Iterierte der Ordnung s von .

Zwischen den hier in Klammern gesetzten Parametern s und den Exponenten
bei Gruppenelementen von S besteht der folgende Zusammenhang: Ist m eine
beliebige ganze Zahl und 1€ G(x), so gilt

®) (fetym=from.

Bei der ersten der Gleichungen (5) handelt es sich um die sogenannte Translations-
gleichung (siche [la)).

Dal3 es solche Iterationsgruppen gibt, ist bekannt. Ist z. B. g=1 eine reelle
Zahl, so bilden die Funktionen

(7) f10) =g
eine Iterationsgruppe mit
8) a(x)=qx.

Neben diesem sehr einfachen Fall gibt es Untersuchungen iiber die Iteration von
Funktionen «, wenn

) lin;%\izq:»l

(man vgl. [4], [6], [17]), wenn

o(x

(10) lim 3_,,_‘—"=q=-0 (u=1)

x=0
([4], [17]) und wenn

a(:) =q=>0

(11) lim

x=0 -

s O=u=<=1)
gilt [17]. Dabei machen die einzelnen Autoren neben (9), (10), (11) noch weitere
Einschrinkungen und fithren ihre Untersuchungen mitunter auch in anderen Defi-
nitionsbereichen durch, so daB diese Fiille erst durch geeignete Ubertragung nach
S entstehen. Es ist leicht zu sehen, daB (vgl. (33) —(36)) jede Funktion o€ S (x=e)
nicht nur cine, sondern unendlich viele Iterationsgruppen G(«) im Sinne von 2.5
besitzt. Soweit dem Verfasser bekannt ist, haben aber bisher Untersuchungen
iiber solchen Gesamtheiten von Iterationsgruppen in der einschligigen Literatur
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kaum Beachtung gefunden. Vielmehr konzentrierte sich das Interesse der Auto-
ren auf die Frage, wie man von vornherein durch geeignete Fixpunktbedingun-’
gen aus der Mannigfaltigkeit aller dieser Iterationsgruppen G(x) eine ,,besonders
einfache” Iterationsgruppe G (), d. h. eine mit ,,schonen” Fixpunkteigenschaften
herausfinden kann. Dabei ist von der Mannigfaltigkeit aller dieser Iterations-
gruppen ausdriicklich nie die Rede. Es liegt in der Natur der Sache, daB man
sich bei einer solchen Problemstellung zunichst auf Typen von zu iterierenden
Funktionen beschridnkte, deren Fixpunkteigenschaften hinreichend einfach sind.
Dabei ist man — soweit dem Verfasser bekannt — nicht iiber die Fille (9),
(10), (11) hinausgekommen und muBte auch hier weitere einschneidende Voraus-
setzungen hinzunehmen. Aus diesen Griinden erscheint es interessant, die
Gesamtheit der Iterationsgruppen G(x) zu vorgegebenem « ohne Zusatzvoraus-
setzungen zu studieren,

Fiir Funktionen des Typs (8) lassen sich leicht Iterierte explizit angeben, die
nicht in der ,.trivialen”, durch (7) gegebenen Iterationsgruppe liegen.

So ist z. B. zu a(x)=2x die Funktion

x 172 y 1:2

(12) g(x)=1 ) "
? 6x—”2.2 fiir xG[% 2“’]

eine Iterierte der Ordnung 1 und die Funktion

> -2
X -I——6— filr x¢ [2“ o ]
10-2% 2k 4.0k
(13) h(x)=4 4 3 [—6 g ]

X 4.2k 4.2k st
2+3 fur\6[3 2 ]

eine Iterierte der Ordnung %— denn es gilt g2 =a bzw. h® =a (siche Abb. 1). Dall

zu jeder dieser Funktionen eine Gesamtheit /) mit f141=g bzw. f147 =#h existiert,
die eine Iterationsgruppe G(x) bildet, ergibt sich aus Satz 3. 2.

Aus der Definition 2. 5 ergibt sich leicht eine Monotonieeigenschaft der Iterier-
ten, die in einer Gruppe G(x) liegen. Sie geht aus den folgenden Sétzen hervor:

Hilfssatz 2. 6. Aus h"==e folgt h=e, wenn n eine natiirliche Zahl ist.

BEwErs. Sonst gibt es wenigstens ein x, € (0, =), fiir welches i (x,)=x, gilt.
Wiire dabei fiir alle x€ (0, =) h(x)<x, so wire nach 2.2 h—<e und daher nach
2.4 auch h"<e, was unmdglich ist. Wire fiir ein x, € (0, =) h(x,)=x,, so wire
h"(x,)=x,, was auch der Voraussetzung widerspricht.

Hilfssatz 2. 7. Aus h"=e folgt h=e, wenn n eine natiirliche Zahl ist.
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BewEels. Wire h=e nicht richtig, so wiirden zwei Zahlen x,, x, € (0, =) exis-
tieren, die die Eigenschaften /(x,) = x, und A(x,) # x, erfiillen. Wegen der strengen
Monotonie von h folgen aber daraus die Relationen A"(x,)=x,; und A"(x,) #x,.
Also ist A" =e unmdoglich, was der Voraussetzung widerspricht.

Aus diesen beiden Hilfssitzen ersicht man auch leicht, daB aus h,<e bzw.
h"=e die Relationen h<e bzw. h=e folgen. Insbesondere ergibt sich daraus die

Folgerung 2.8. Aus h"=e folgt h=e, wenn n ganzzahlig ist.

Abb. 1

Diese Folgerung steht in engem Zusammenhang mit dem Satz 3 in [19], man
vergleiche auch die dort angegebene weitere Literatur.

Satz 2.9. Ist G(x) eine Iterationsgruppe von o« und sind s und t beliebige rati-
onale Zahlen mit s<t, so folgt fiir f1, fIe G(a) stets 151 <f11,

m . y
BEwWEIS. Aus s=— und 7= % folgt wegen mg < np die Bezichung (f*))" =
= "l < "P :?f'{l])“q,
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woraus wegen der Vertauschbarkeit von fT¥1 und f™ und Gleichung (6)

[A(0) 1= (fUpa(f0D) - >
folgt. Daraus ergibt sich die Behauptung, wenn man Hilfssatz 2. 6 anwendet. Z. B.
konnen die beiden Funktionen g und /4 in Abb. 1 nicht in einer Gruppe G(x) liegen.

Obwohl der eben bewiesene Satz keine Aussagen iiber die Iterierten irratio-
naler Ordnung macht, legt er doch die folgende Definition nahe:

Definition 2.10. Eine Iterationsgruppe G(x) heiBe (im Parameter) streng
monoton wachsend, wenn aus s<t stets f151 <f11 folgt.

Da in dieser Arbeit durchweg x=e gelten soll, eriibrigt sich die Definition
monoton fallender Gruppen. Deshalb werden wir im folgenden von einer Gruppe
G(x), die 2. 10 geniigt, sagen, sie sei monoton.

Neben diesem Monotoniebegriff benutzen wir noch einen Stetigkeitsbegriff:

Definition 2. 11. Eine Iterationsgruppe G(x) heiBe (im Parameter) stetig,
wenn aus s, S stets

S1I(x) =f11(x)

fiir jedes feste x€ [0, =) und n —~<= folgt.

Von der durch (7) festgelegten Gruppe ist leicht zu sehen, daB sie sowohl mo-
noton als auch stetig ist. In der Arbeit [1b] wird sogar gezeigt, dall aus der Mono-
tonie der Gruppe immer die Stetigkeit folgt und umgekehrt aus der Stetigkeit der
Gruppe stets die Monotonie.

DaB es auch nichtmonotone (und also unstetige) Iterationsgruppen G(2) gibt,
folgt leicht mit den Resultaten von HAMEL in [9]. Ist ndmlich ¢(x) eine unstetige
Lésung von

(14) p(x+y)=p(x)+o(»),
die auBerdem der Bedingung
(15) p()=1

geniigt, so erhilt man zu einer vorgegebenen stetigen Iterationsgruppe G, (x) = {11}
eine unstetige Gruppe G,(x)={g!*}, indem man setzt

glel = flatn,

Man vergleiche hierzu auch [la; S. 256].

Im folgenden wird nur noch von stetigen, monotonen Iterationsgruppen die
Rede sein. Insbesondere wollen wir dabei eine Ubersicht iiber die Gesamtheit aller
stetigen, monotonen Iterationsgruppen G(z), die zu vorgegebenem x existieren, ge-
winnen. Dabei wird hiufig von Funktionen x+p und sx (x€(—es, 4+ ); p, s
beliebig reell) Gebrauch gemacht. Obwohl sie nicht in S liegen, werden fiir sie
besondere Funktionszeichen benutzt, um sie argumentfrei schreiben zu konnen.

Definition 2.12. Es sei e, (p beliebig reell) diejenige Funktion, welche
X€(—ee, +o) auf x+p abbildet:

(16) - e,(x)=p+x.
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Es sei d, (s beliebig reell) diejenige Funktion, welche x € (—ee, + =) auf sx ab-
bildet:

(17) dy(x) = sx.

Diese Funktionen besitzen, wenn man zwischen ihnen eine Multiplikation
genau so definiert wie in S (siche (3)), folgende Eigenschaften:

(18) ep(x)=e(x) fiir x€[0, <),
(19) €p€q=€p+q>

(20) le,/1(x)=f(x)+p mit fES,
21 [fe ] (x)=f(x+p) mit fES,
(22) di(x)=e(x) fir x€[0, ),
(23) : dd,=d,,

(24) [d.f1(x)=sf(x) fir fe€S,
(25) [fd](x)=f(sx) fur f€S,
(26) de,= e, d;.

Dabei ist e das Einselement der Gruppe S.

Definition 2.13. Eine auf (— e, + =) erklirte, stetige und streng monoton
wachsende Funktion A, fiir welche

(27) a) e, =al,
(28) b) A(x)>0 fir x€(—o, +)
gilt, heiBe eine erzeugende Funktion fiir «€ S.

Aus

lim A(—n)=lim2~"4(0)=0 und

L E ] LR

lim A(n) =1lim &"A(0) = =
ersicht man, daB A(—<)=0 und A(+ =) =< gilt.

Bei (27) handelt es sich um die Umkehrung der Abelschen Funktionalglei-
chung. Setzt man ndmlich Z=1 ', so erhilt man, wenn man beide Seiten der so aus
(27) entstehenden Gleichung sowohl von rechts als auch von links mit  multipli-
ziert, die Gleichung

e, T="1a
oder ausgeschrieben

(29) (x) + 1 =1(2(x)),

also die Abelsche Funktionalgleichung. Eine Losung 4 von (27) ist also die Inverse
einer Losung der Abelschen Funktionalgleichung (29).

DaB es zu jeder Funktion o =e erzeugende Funktionen A im Sinne von Def.
2. 13 gibt, ist bekannt. Mit diesem Problemkreis beschiiftigen sich die beiden Ar-
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beiten [20], [21], man vgl. fiir das folgende auch [la;S. 170 ff.]. Danach erhilt
man eine erzeugende Funktion A fiir #, indem man auf [0, 1] eine stetige, streng
monoton wachsende Funktion ¢ mit den Eigenschaften

(30) p(0)=1,

(31) p(1)=a(l)

vorgibt und A durch

(32) Ax)=a"p(x—n) fir x€[nmn+1)

definiert. Allgemein kann gezeigt werden, daB jede erzeugende Funktion A fiir
o aus einer auf [0, 1] definierten Funktion ¢(stetig, streng monoton wachsend)
gewonnen werden kann, die die Eigenschaften -

(33) 7(0)=x,>0

(34) ¢ (1) =a(x,)

(35) Ax)=d"p(x—n) mit x€[n,n+1)
erfiillt.

Mit / ist auch Ze, eine erzeugende Funktion fiir «. Die mit Hilfe von 4 konst-
ruierbare Gesamtheit von Funktionen

(36) fel=JeA~t, SE(—eo, + )

bildet eine stetige, monotone Iterationsgruppe G(x). Umgekehrt existiert zu jeder
stetigen, monotonen Iterationsgruppe G(x) eine erzeugende Funktion A derart,daB

(37) Sel=lea"1

fiir alle fT1€ G(x) gilt. Eine solche Funktion A ist mit
(3%) A(x)=fT(x,), x0€(0, )
gegeben.

Ist p='/i=e,, so sind die von i bzw. u erzeugten Gruppen G,(x) und G,(x)
identisch. Aber auch die Umkehrung ist richtig (man vgl. [la, S. 35]):

Satz 2. 14. Gilt fiir die Iterationsgruppen G, (x) = {le,i~'} und G, () = {peu=1}
fiir alle s € (— o=, =) die Gleichung

(39 de =1 = pequ!,

so gilt mit einem gewissen reellen p

(40) A= pe,.
BEwEIs. Aus (39) folgt ndmlich

(41) ey =eyQ

mit u~'2=p. Eine Funktion g, die 4 und p in diese Beziehung bringt, muB also
fir alle x und s aus (— <o, + ) der Funktionalgleichung

(42) o(x+s5)=0(x)+s
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geniigen. Insbesondere muB, weil man speziell s= —x setzen kann,

(43) o(x)=0(0) +x

gelten. (43) ist also eine notwendige Bedingung fiir eine Losung von (42). Umge-
kehrt befriedigt aber jede Funktion

(44) e(x)=x+p

der Form (43) die Gleichung (42). Die durch (44) gegebenen Ldsungen ¢ =e, von
(42) stellen also die Gesamtheit dieser Losungen dar. Daher gilt u~!'4A =90 =e, oder

i=pe,,
was zu zeigen war.

Mit diesem Satz 2. 14 ist nun die umkehrbar eindeutige Zuordnung von Aqui-
valenzklassen erzeugender Funktionen einerseits und stetigen, monotonen [tera-
tionsgruppen andererseits hergestellt, die fiir die weiteren Untersuchungen von
Nutzen sein wird.

3. Struktureigenschaften der Iterationsgruppen

Nachdem wir mit (37) in Abschnitt 2 eine Darstellungsmoglichkeit fiir alle
stetigen, monotonen Iterationsgruppen haben, wollen wir uns nun fir
Eigenschaften solcher Gruppen G(x) interessieren. Wegen der oben hergeleiteten
Zuordnung zu den Aquivalenzklassen erzeugender Funktionen ist klar, daBl die
Michtigkeit aller Iterationsgruppen G(z) zu festem o« gleich der Michtigkeit des
Kontinuums ist (man vgl z. B. [14], Kap. I, § 5, Satz 6).

Eine einfache Eigenschaft der Iterationsgruppen G(x) ist z. B. die. daB der
Durchschnitt aller dieser Gruppen gerade aus den ganzzahligen Iterierten von o
besteht, d. h. aus den Funktionen

(45) W S N ok W R U

Interessanter ist dic Frage, durch welche (moglichst einfachen) Bedingungen
aus dem Kontinuum der Gruppen G(2) eine Gruppe eindeutig ausgewihlt werden
kann. Mit dieser Problemstellung wollen wir uns in diesem Abschnitt hauptsich-
lich beschiftigen. Bevor wir das tun, definieren wir noch den Begriff der Iterierten-
klasse:

Definition 3. 1. Die Iteriertenklasse F(s; ) sei die Menge aller Funktionen
(46) AL

wobei A die Menge aller erzeugenden Funktionen fiir « durchlduft und s fest ist.
Z. B. hat man unter F(; ;) die Menge aller Iterierten der Ordnung :}- von
o zu verstehen.

Wir zeigen zunichst, dafl eine endliche Anzahl vorgegebener Iterierter rationa-
ler Ordnung von o« die Gruppe G(2), in der sie liegen, nicht eindeutig festlegen.
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Satz 3.2. Eine Funktion 7 erzeugt genau dann eine solche Iterationsgruppe
G(2), in der die Funktionen f,€F %;a (I=i=k:m;,n ganz; n>=0; m;=m;

fiir alle i#j mit 1=i,j=k; (my, m,, ..., my, n)=1) liegen, wenn
1. fiir je zwei Funktionen f, f; die Beziehung f,f;=ff; gilt,
2. A der Funktionalgleichung

(47) Aey = g)_

geniigt, wobei g=a' f{'fI*...ff* ist und py, ps, ..., Px,» q irgendwelche durch

k
2 pmi+qn=1
i=1
bestimmte ganze Zahlen sind.

Aus diesem Satz ersieht man, daB zu n beliebigen (paarweise vertauschbaren)
rationalen Iterierten von z immer eine Gruppe G(x) gefunden werden kann, in der
sie alle liegen. Eine solche Gruppe G(z) ist nicht eindeutig bestimmt, denn die Glei-
chung (47) besitzt ebenso wie (27) unendlich viele Losungen.

BEWEIS. Zunichst ist klar, daBl wegen f; € F! % : a) alle f; auch mit « vertausch-

bar sind. Weiter bringt die Forderung (m,, m,,....m,, n) =1 keine Einschrinkung der
m;

maoglichen Fille mit sich, denn man kann k Zahlen immer so darstellen, daB

dieser groBte gemeinsame Teiler gleich 1 ist. Daraus folgt, da g nicht von der
speziellen Wahl der Zahlen py, p,, ..., py, ¢ abhiingt. Ist ndmlich pi, pi, .., pi, ¢’
ein weiteres (k+ 1)-Tupel von ganzen Zahlen mit der Eigenschaft

l\ﬂr

pim;+q'n=1,

i

Il
—

so gilt fiir die Funktion g’ =o' £ fI*... f'k wegen der Vertauschbarkeitsforderung

(gfg.. I)n = (xq»_‘}:ﬁl’;—mf{;—p:mfkp,"—m)n
=@ =9 (Y=
£ am'—qhn(ﬂr)n; =P (fzﬂ)p;*p:_ ”(ﬁn)p;-pk B

=g (ann)P,‘ -n (1”!:)}?;— Pz (ae""‘)p': - Pr —

1m,p; + m_,pj + ot mypy +ng’ ) =(m p +m,py+...+mgpi+ng) __

= e,

woraus mit 2.8 sofort g’=g folgt.

a) Es sei f,f;=f;/; (1=i,j=k) und Zer=gi. Wegen (19) gilt e, =(e:)" und
wegen f'=o™ auch fP"=oP™,  Daher ist, wenn man die Vertauschbarkeit der
/i benutzt, nun leicht zu zeigen, dall A eine erzeugende Funktion fiir « ist:

Aey = A(eg)" = (AerA= YA =g"A=a%fP"f"... fP"A = aTa™P,, q"™Pc] = al.
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Weiter ist leicht zu sehen, daB fiir alle i, j mit 1 =i, j=k die Relation f; € F(%, f,)

j
gilt. Nach Satz 4. 5 ist ndmlich fiir diese Bedingung notwendig und hinreichend,
daB f,f;=f;f; gilt (was hier erfiillt ist) und daB

ﬁﬂlj i j!l'l.[
gilt. Diese letzte Gleichung ist aber leicht zu beweisen. Es ist

(ﬁf}ﬂli j-ﬂn)” :ﬁllm_'j-j—f"ﬂ'd — am;m;-m;m; =e,

woraus mit 2.8 die gewiinschte Beziehung f™/=/f™ folgt.
Nun kann man leicht zeigen, daB die f;, wie es sein muB, in der von / erzeugten
Gruppe liegen:

fi - (fl.)Pl"'l +...+ pumy+qn =fim|mf‘mm:”.f;‘mwkamff e
=f;l'T|’P1f;|IP:”.f;miPkaﬂli‘] =gm1 =gm)”1-l -

= )Llej_)"").‘ O
n n

Also liegt f; in G(x)={lei '}.

b) Es erzeuge 4 eine Iterationsgruppe G(x), in der alle die f;(i=1, ..., k) liegen.
Dann ist f,f; =f,f; trivialerweise erfiillt und die Funktionalgleichung Ae; = g4 ersieht
man aus

gh= aﬂf{"f;z...fk*"«/l:aﬂ(ieﬂ,i- : I’ (’Ze,:.i).' ! ]m...(Ae,L.tA-l )m;. =

= aqlefl_?_lﬂl_z_m‘i' b mepe = ’leqemml +mapat ...+ mp = /ey,
n n n

wenn man (19) beriicksichtigt. Das aber war zu zeigen.
Ist jedoch f eine irrationale Iterierte von 2, so liegen die Verhiltnisse ganz
anders:

Satz 3. 3. Ist s irrational und f¢ F(s; «), so gibt es genau eine lIterationsgruppe
G(x), in der [ liegt.

Bewels. Wegen der Zugehorigkeit von f zu F(s; o) gibt es wenigstens ein 4,
so daBl f=/le ="' gilt. Mit fund « liegen dann aber auch alle Produkte der Form
o"f™ in der von 4 erzeugten Gruppe G(x) und es gilt

A A e A = A
Ist u eine weitere erzeugende Funktion fiir « und gilt f'= pe,u~', so hat man auch
it F N S
Es gilt daher fiir beliebige ganze Zahlen n und m die Beziehung
(48) Ay s o™t = en s smpi™!
oder

(49) Qeu-!-sm = u+sta
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was mit (48) gleichbedeutend ist, wenn man p=pu~11 setzt. Befriedigt aber eine
auf (—ee, + =) definierte, stetige Funktion ¢ alle Funktionalgleichungen (49),
so geniigt sie wegen der Stetigkeit von ¢ und e,, ., (und weil die Zahlen n+sm
in der Menge aller reellen Zahlen dicht liegen) auch allen Funktionalgleichungen

(50) e(x+1)=0(x)+1,

wobei in (50) ¢ alle reellen Zahlen durchliuft.

Als Losungen von (50) kommen aber, wie wir aus Satz 2. 14 wissen, nur die
Funktionen ¢ =e, in Frage. Daher ist Z=pe, und u erzeugt die gleiche Iterati-
onsgruppe wie A.

Will man eine Iterationsgruppe durch rationale Iterierte eindeutig festlegen,
so mufl man unendlich viele rationale Iterierte heranziehen:

Satz 3. 4. Es sei eine beliebige Iterationsgruppe G () und eine unendliche Menge
R rationaler Zahlen gegeben. Besitzt die Menge

(51) R*={r+m:r€R und m ganzzahlig}
einen Héufungspunki, so ist die Gruppe G(x) durch die Teilmenge
(52) {fMeG(2): re R}

ihrer Iterierten eindeutig festgelegt.

BeEwels. Es sei 4 die erzeugende Funktion fiir G(x). Wenn der Satz richtig
ist, so muB fiir jede erzeugende Funktion y, fiir welche

(53) e '=pen~' fir alle reR

gilt, auch 4= pe, gelten. Das wollen wir zeigen. Ist m beliebig ganzzahlig, so gilt
wegen (53) und (27)

Ae, i mh™ ! =amle ™t =ompe u~ = pe, , 1”1,
so daB sogar
(54) le A~'=pe,u~' fir alle o€ R*

und daher auch fiir o,, ¢, € R*

(55) A LU R G -

gilt. Ist nun (a, b) ein beliebiges Intervall, so existiert sicher ein g€ (a, b) mit
(56) Ae A~1=peu-1,

Es gibt nimlich (da R* einen Hdufungspunkt hat) sicher zwei Zahlen ¢,, ¢, mit
|lo, — 05| =b—a. Daher liegt wenigstens ein ganzzahliges Vielfaches ¢ =mlg, — 0,|
in (a, b) und es gilt

;'eo}‘_l = [Aelez—mli'” o e [“elf.»:-‘tnlﬂ- = He 1t~ ¢

Also liegen die reellen Zahlen g, fiir welche (56) gilt, in der Menge der reellen Zahlen
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dicht. Da man aber mit den Elementen einer dichtliegenden Menge jede reelle
Zahl approximieren kann, gilt

(57) Ae ' =pep~!

fuir alle reellen s wegen der Stetigkeit von G(x). Aus (57) folgt nach Satz 2, 14. 4 = pe,,
Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt wegen R< R*, dal G(«) insbesondere dann
eindeutig festgelegt ist, wenn R einen Héufungspunkt besitzt. Das ist aber nicht

notwendig. Ist z. B.
1
R={n+—}, A=, Z o
n

so besitzt R keinen Héufungspunkt, wohl aber R*, denn es gilt

{-1—} R
n

AbschlieBend vermerken wir noch eine Eigenschaft von Iterationsgruppen,
von der spiter Gebrauch gemacht wird:

Satz 3.5. Jede Iterationsgruppe G(x) bildet eine schlichte Uberdeckung des
ersten Quadranten.

(Es sei hier nochmals an die durchweg gemachte Voraussetzung erinnert, daB
o =e gelten soll, ohne die dieser Satz falsch wiire!)

BeEwels. Es sei (x5, o) ein beliebiger Punkt der x, y-Ebene mit x,, vy €(0, ).
Ist A die zu G (a) gehdrende erzeugende Funktion, so verlduft die [A~ ' (vo) — A~ 1 (x,)]-te
Iterierte durch (xq.)o), denn es gilt fiir

s=4"1(po)— 471 (xo)
red(xg =A(271(xo)+ A1 (¥o) — A7 1 (X0)) =Yo.
DaB die Uberdeckung schlicht ist, folgt aus der Monotonie der Gruppe.

4. Struktureigenschaften der Iteriertenklassen

Nachdem im Abschnitt 3 Eigenschaften der Iterationsgruppen untersucht
wurden, wollen wir und nun den Eigenschaften der durch 3. 1 definierten Iterierten-
klassen F(s:a), deren jede also aus der Gesamtheit aller Iterierten einer festen
Ordnung s von o besteht, zuwenden. Dabei soll uns zunichst die Ordnungsstruktur
dieser Klassen im Sinne der in 2. 2 eingefithrten #-Ordnung interessieren.

Satz 4. 1. Liegt zwischen zwei reellen Zahlen s, und s, eine ganze Zahl k, gilt
also s, <k<s,, so gilt fiir je zwei Funktionen f, € F(s, ; ), f>€ F(s,: o)

(58) fi</f>.

Der Beweis dieses Satzes ist unmittelbar Klar.
Lassen sich jedoch s, und s, durch keine ganze Zahl trennen, so gilt (58) nicht
uneingeschrinkt. Zwar kann man auch dann Elemente f;, f, finden, fiir welche (58)
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erfiillt ist (man wihle sie etwa aus der gleichen Gruppe G(2)), jedoch gilt der fol-
gende

Satz 4. 2. Ist k eine ganze Zahl und sind s,, s, zwei reelle Zahlen mit k <s, =
=5, <k + 1, so existiert zu einem beliebig aus F(s, ; «) gewahlten f, stets ein f, € F(s;:2),
fiir welches

(59) fi</fa
nicht gilt.

Bewers. Wir behandeln zunichst den Fall k=0. Es sei 4 eine solche erzeug-
ende Funktion fiir 2, fiir die

fl = ’lesl)'- y
gilt. Wir definieren eine Funktion u durch die Bedingungen
1(0) = 2(0),

(60) i) = 28 2O

—

u(1)=4i(1)

und die Vereinbarung, daB u auf den Intervallen [0, 5,] und [s,, 1] linear ist. Damit
ist u auf [0, 1] festgelegt. Fiir x€[/, /4 1] (I ganzzahlig) gelte weiter

u(x) = (x —1).

Die so auf (— e, + =) definierte Funktion u ist eine erzeugende Funktion
fiir «. Setzt man nun f, = ue,,u~', so wire, wenn (59) gelten wiirde, insbesondere
J14(0)=£54(0). Es ist jedoch wegen (60) und 4(0)<Ai(s,)

J17(0) = Ae, i™12(0) = A(sy) = u(sy) = peg,pu ™" 1(0) = £22(0).

Der Fall k =5, =5, <k + 1 ldBt sich leicht auf den soeben behandelten zuriick-
fithren, wie man aus :

o F(s;a)=F(s+ k;a)

erkennt, wobei F(s; ), F(s+k: o) als Komplexe in S aufgefaBt werden. Die Abb. 1
in Abschnitt 1 veranschaulicht diesen Satz.

Der Satz 4.2 1d6t sich im Falle s, =s, erheblich verschirfen:
Satz 4. 3. Sind f,.f>€ F(sy: 2), so ist die Relation
fi<fh

unmaoglich.

Zwei Iterierte aus der gleichen Iteriertenklasse stehen also niemals in einer
Ordnungsbeziechung gemil 2. 2, was geometrisch bedeutet, daB3 es in (0, ==) Punkte
x* gibt, fir welche f,(x*)=/f,(x*) gilt.
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BEWEIS. Angenommen, es wire f; <=f, moglich. Es seien 4, u zwei erzeugende
Funktionen fiir «, fiir welche

fi=leg i~ fr=pe,u~?

gilt. Es sei weiter x, (0, =) beliebig gewihlt. Auf dem abgeschlossenen Intervall
[xy, a(x,)] seien nun zwei Funktionen f; und f; definiert durch

2f1(x)+f2(x) f1 () +2f,(x)
e g

(61) £ = .

,» Ja(x)=

Dann gilt dort f; (x) <f3(x) <f3(x) <f>(x). Es sei nun s, definiert als
(62) s, =inf {s: Ix€[x,, a(x,)] mit led-1(x)=1f;(x)}.

s, existiert, weil einmal nach Satz 3. 5 die Menge {s: ...} in (62) nicht leer sein kann
und weil s, eine untere Schranke fiir sie ist. Es gilt 5, <=s,. Weiter sei s, definiert
durch

(63) s2=sup {51 2x€ Pry, a(x,)] mit et (x) =1, (x)}.

Wie oben ist die Existenz auch von s, gesichert und es gilt s, <s,. Sind nun
ry, r, zwei rationale Zahlen mit

(64) Sap=<Fy=<Sfg=ry=<3§

und setzt man
(65) fll:)"er,)-“lo fzgziehfa._l,
so ist wegen (62) und (63)

() =fi11(0)=f3()=fu(x) =12, (x) < /f>(x)

fir x€[x,, 2(x;)]. Da alle in der letzten Ungleichung vorkommenden Funktionen
(mit Ausnahme von f; und f;) mit o vertauschbar sind, gilt

(66) hH<hi<hfa<fs,

also insbesondere fi, <=f,,, was aber mit (64) und (65) unvereinbar ist. Setzt man
ndmlich
m, m;
ry=—, ry=— (n;, n,=0),
1 ny 2 n, ( 1 2 )

so folgt mit (66)

b ad P =f1lll|ll2 }fznzmz — gm.’”l,

und daraus mn, =m,n,, also ry =r,, was der Annahme (64) widerspricht. Unter
der Annahme f, < f, konnten wir also zeigen, daBl aus r, =r, die Ungleichung
ry =r, folgt. Also war die Annahme falsch, was zu zeigen war.

In engem Zusammenhang hiermit steht die Eigenschaft jeder Iteriertenklasse
F(s; o) mit s€(k, k+1), das Innere des ,,Sektors”, der von «f und o**! aus dem
ersten Quadranten herausgeschnitten wird, zu iiberdecken (k& ganzzahlig):
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Satz 4.4. Ist x,€(0, =) und y,<(o*(xy), o**1(x,)), so existiert zu jedem
s€(k, k+1) ein f€ F(s; o) mit

(67) J(x) =Y.

BEWEIS. Wie in Satz 4. 2 kann man sich auf den Fall k =0 beschrinken. Man
hat dann eine erzeugende Funktion A zu konstruieren, so dal f=/leA~! mit vor-
gegebenem s€(0, 1) die Behauptung (67) erfiillt. Wihlt man 4 so, daB3

A0)=x,, A(s) =y,
gilt, was wegen 0 =s -1 und x, <y, =a«(x,) ja moglich ist, so gilt

S(xy)=le i~ 1(x,)=1e,(0)=A(s) =y,

was zu zeigen war.

Es wiire interessant, von einer Funktion f¢ S entscheiden zu konnen, ob sie
in F(s; o) liegt, ohne die erzeugende Funktion i zu kennen, vermége deren f in
der Form f=JleA~! dargestellt werden kann. Solchen Untersuchungen ist der
Rest dieses Abschnitts gewidmet. Dabei nehmen wir zunéichst an, daB s rational ist.

Satz 4. 5. Eine Funktion f< S liegt genau dann in F (% a) (m, n ganzzahlig,

n =0), wenn

(68) fr=a",
(69) af = fa
gilt.

BEWEIS.

1. Liegt f in F(%;a), so existiert ein A mit f=/le,Ai~' und wegen

n
f"=;~€m;-_l =M,

af =re i Aem AT =,{eﬂ+ l}_-l =AemA~12e,A~1 = fu

n n n

sind die Bedingungen (68) und (69) erfiillt.

2. Gelten fiir /' die Bedingungen (68) und (69), so unterscheiden wir zwei Fiille:

a) (m, n) =1, Dann existieren zwei ganze Zahlen r und s mit rm +sn=1. Wir
bilden die Funktion g=f"a% fiir welche wegen der Vertauschbarkeit von f und «

gn = (f'ﬂ“)" :fmasn =gmrtn — g

gilt. Wegen x =e und Hilfssatz 2. 6 ist g=e. Es sei nun u eine erzeugende Funk-
tion fiir g. Es gilt also nach (27) pe, =gu. Dann ist 42 =pud, (man vgl. Definition
2. 12) eine erzeugende Funktion fiir o, denn es gilt wegen (26) und (27)

ey =ud.e, = pe,d,=g"ud,=g"i.



30 H. Michel

Da aber auBerdem
gm — (fras)m ___frmasm ___frm +sn =f

gilt, so ist wegen Ady =pu und (26)

f=g"=pe " = pe,ds" " = pden i =lemi™,

also f¢ F(';—i; tx).

b) (m, n) =t #1. Dann setzen wir m=tm’ und n=tn’, so daB (m’, n’)=1 und
’
2 gilt. Dann ist nicht nur — wie in (68) vorausgesetzt — f" =", sondern
auch f™ =o™. Wire ndmlich /™ =a™, so wiirde ein & #e existieren mit f™ =ho™.
h wire weiter mit o™ vertauschbar, denn

hxm' :f‘u' — Im’fn'x— m — g!m’.

Wegen f"=o™ ist o™=(ha™) =h'o™ und also & =e, woraus (mit Folgerung 2. 8)
h=e folgt. Also ist /™ =a™ und Fall b auf Fall a zuriickgefiihrt.
Die Bedingung (69) in Satz 4. 5 kann nicht weggelassen werden, d. h., aus f* =™

folgt noch nicht f¢ F (’: ;rx). Das siecht man aus dem folgenden Beispiel:

Fiir jede Funktion f¢ F(%; «?) gilt wegen 4. 1 die Bezichung x, <f(x,) <a2(x,),
wobei x, €(0, =) gewihlt wurde. AuBerdem gilt aber x, =a(x;)<a%(x;). Ersetzt
man in Satz 4. 4 k durch 0 und « durch «?, so besagt er, daB3 zu beliebig vorgege-
benem y, € (x,, #?(x,))ein f€ F(—_l—: %) existiert mit f(x,)=y,. Insbesondere ist das
richtig, wenn man y; € («(x,), z*(x,)) wihlt. Dann gilt also a(x;)<f(x;)<a?(x,).
Es ist also f<o nicht richtig und daher ist /¢ F(3; ).

(69) ist aber in der einschligigen Literatur nicht immer beriicksichtigt worden.
So muB in [10] zu der Formel (2) auf S. 414 (sie entspricht hier (68)) die Bedingung

(69) hinzugefiigt werden, wenn F (entspricht hier f) Iterierte der Ordnung !;—’ von

G sein soll (G entspricht hier «).
Ist jedoch m=1, so folgt (69) aus (68), denn es gilt dann «f =f"f=ff"=fa.

Folgerung 4. 6. F(s; o) enthdlt dann und nur dann genau ein Element, wenn
s ganzzahlig ist.

BEwEIs. Ist s ganzzahlig, also (Satz 4. 5) n=1, so ist klar, daB in F(m; «) nur
ein Element liegen kann, ndmlich wegen (68) f=a™.
Ist s nicht ganzzahlig, so enthilt F(s: o) nach Satz 4. 4 unendlich viele Elemente.

Die durch Satz 4. 5 angegebene Charakterisierung der Elemente von F (%, a)

1dBt sich nicht auf die Iteriertenklassen F(s; ) mit irrationalem s iibertragen, weil
eine Beziehung (68) mit ganzen Zahlen m und n hier nicht mdglich ist. Deshalb
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soll im folgenden fiir irrationale Iterierte eine ganz andere Charakterisierung ange-
geben werden.
Eine reelle Zahl s ist bekanntlich genau dann irrational, wenn die Menge

M,={p+sq: p, q ganzzahlig}

dicht in der Menge aller reellen Zahlen liegt. Dabei sind p und ¢ durch p + sq ein-
deutig bestimmt. Ubertrigt man nun in geeigneter Weise diese Dichteeigenschaft
auf Iterierte, so lassen sich hierdurch die Iterierten irrationaler Ordnung charak-
terisieren.
Ist S eine Iterierte der irrationalen Ordnung s von =z, so betrachten wir die
Menge
Mg ={a?p?: p,q, ganzzahlig}.

Dann ist a?Bi€ F(p+sq; o). Als Untergruppe einer Iterationsgruppe G(2), die das
Innere des ersten Quadranten schlicht iiberdeckt, hat M, die Eigenschaft:

El: Zu jedem Paar (x,, y,) reeller Zahlen mit x,, ¥, € (0, ==) existiert hoch-
stens ein Paar ganzer Zahlen (p, g), so dal}

(70) aPfi(x0)=yo
gilt.
Aus der Stetigkeit der Gruppe folgt die Eigenschaft:

E2: Zu jedem Tripel (xq, ¥y, &) reeller Zahlen mit x,, y,, £€(0, =) existiert
wenigstens ein Paar ganzer Zahlen (p, g), so daB

(71) Yo—e=<aPfi(xo)<yo+e

gilt.
SchlieBlich folgt aus (5) die Vertauschbarkeit von « und f als

E3: Die Funktion f ist mit x vertauschbar, es gilt also

(72) aff = fa.

Die Bedingungen E1 bis E3 sind notwendige Bedingungen dafiir, daB f eine
irrationale Iterierte von « ist. Wir wollen nun schrittweise zeigen, daBl sie auch
hinreichend sind. Wenn wir dabei auBerdem noch f=e voraussetzen, so ist das
keine wesentliche Einschrinkung, denn mit f<e ist f~! =e (von « ist nach wie
vor o =e vorausgesetzt).

Satz 4. 7. Besitzen zwei Funktionen o und B die Eigenschaft E1 und ist f}=e,
so existiert zu jedem natiirlichen | eine natiirliche Zahl u(l, ), so daf

(73) il =1 < Bl . )
gilt.

Beweis. Wiire das nicht der Fall, so wiirde fiir wenigstens ein x, € (0, ==) f'(x,) =
=2*(x,) gelten. Das widerspricht aber £1, denn mit (p,, g,) =(k, 0) und (p,, g,) =
=(0,7) hat man schon zwei Paare ganzer Zahlen, fiir die (70) gilt. Es existiert
also ein ganzzahliges u(/, f) mit a*tA-1 <f! <gr./ | Wegen f'=>e mull daher

oL #) = e sein. d. h. die ganzen Zahlen u(/, ) sind natiirliche Zahlen, was zu zei-
gen war.
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Satz 4. 8. Gelten fiir die Funktionen o« und f die Voraussetzungen von Satz 4. 7,
so existiert eine positive reelle Zahl s der Gestalt

(74) i 8l

[ !

Bewers. Sind /, und /, zwei natiirliche Zahlen, so folgen aus den Ungleichungen
g B =1 ﬁfl = gitth ﬂl,

gtttz B =1 — ﬁfz < g2, )

durch Potenzierung mit /, bzw. /, die Ungleichungen
glaluth py=1] ﬁfl'z - qu#(h-ﬂl‘
al[{l‘”z-.’} e l] - ﬁhf: - ah#“z.ﬂl.

Verkniipft man diese Ungleichungen kreuzweise, so erhdlt man
Lp(y, B)—11<1u(ly, P),

Lu(ly, B)—11=bLuly, B).
Daraus aber folgt

bl _wl, B p(h,p) _ 1
L i TR

Wihlt man darin /,,/,=L, so ist

il ) uls )| 1

/y 1, F
woraus (74) folgt.

Hilfssatz 4. 9. Gilt fiir die Funktionen o und f E3 und ist e < J, so existiert eine
natiirliche Zahl k mit

(75) p<ak,
BEwEls. Es sei x, €(0, =) beliebig gewihlt. Wegen x=e¢ gilt lim a'(x,) = ==

l—

und es existiert eine natiirliche Zahl k mit

a*(xy) = Pa(x,).

Ein so gewihltes k erfiillt die Behauptung (75) des Satzes. Ist ndmlich x € [x,, a(x,)],
so gilt
a*(x) =k (x,;) = fa(x,) = f(x).

Ist x € [o™(x,), a™* 1 (x,)] (m ganzzahlig), so ist a=™(x) €[x,, #(x,)] und daher mit £3

ok (x) = oMok —m(x) = "B~ " (x) = B(x),

was zu zeigen war.
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Satz 4. 10. Die durch (74) definierte Zahl s ist irrational.

BEWEIS. Angenommen, es wire s= % rational (m, n >0). Nach Vorausstzung
iiber f gilt daher insbesondere
(76) al‘(”pﬁl =ik o ﬁ" - aﬂ(ﬂ.ﬂ).

Wiire nun u(n, f)=m, so wire f"<a™ und daher e<a™f~". Nach Satz 4.9 folgt
daraus (wenn man ihn auf die Funktionen «”f~" und « anwendet)

ﬁku o akm- l'

Ist nun / eine beliebige natiirliche Zahl, so gilt p** <a'*m—1) ynd #(kn A -1 < flkn

woraus
w(lkn, E)_ % _1_ _1_
 Ikn ’ kn + lkn
folgt, was
_1im HUkn, B) AL
S_}Lm.. lkn és_kn{s

zur Folge hat. Das ist unmoglich. Also war die Annahme pu(n, ) =m falsch.
Wiire jedoch u(n, p) =m, so wire o™ < " und nach Satz 4.9 wiirde fiir ein gewisses

natiirliches &
akm+ 1 - ﬁln
gelten. Fiir jedes natiirliche / gilt dann wegen

a;(xmn){ﬁm und ﬁlkn{ay(!kn,ﬂ]
die Ungleichung
[(km+ 1)< u(lkn, p),
woraus

u(lkn, B) 1

=i = —_
e Pt

folgen wiirde, was auch unmdglich ist. Also war die Annahme s=§ falsch.

Liegt, wie in Satz 4. 7 festgestellt, jede natiirliche Potenz von f zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Potenzen von «, so liegt umgekehrt jede natiirliche Potenz
von a zwischen zwei aufeinanderfolgenden Potenzen von f:

(?7) ﬁﬂ“- a)—1 - al - ﬁl‘(lu‘:)’
und man kann ebenso wie in Satz 4. 8 zeigen, daB
(8) im 262

e

existiert. Der folgende Satz bringt (78) in Verbindung mit (74).
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Satz 4. 11. Es ist
lim puk, ) 1 1

(19) - N
koo k limau(!! ﬁ) 5

| B f

Bewess. Aus (73) folgt die Existenz einer Folge {n,} mit
(80) B"V - a."('lv. £) ..:ﬁlly-i- 1

und lim n,=-<e. Setzt man nun

V=aa

(81) l,=p(n,, p),
so gilt auch lim /,=< und
(82) ﬁ”(lwﬂl =1 - mlv - ﬁﬂ('\-, C).
Mit (81) folgt aus (80) und (82) die Beziehung
(33) u(ly, 0)=n,+1,
aus der man, da die Existenz von (78) gewil} ist, mit
plly, ) n+1 1 + 1
I u(n, p)  un, ) = p(n,, p)
n,

die Behauptung erhiilt.
Satz 4. 12. Geniigen o und [ den Voraussetzungen E1 und E3 und ist f=e, so
Jfolgt aus p+sq<=p’+sq° stets
(84) aPfl—<oar fr,
Dabei hat s die durch Satz 4.8 bestimmte Bedeutung.

BEWEIS. Zunichst ist klar, daB «?$? und o?' 7 stets in einer Ordnungsrelation
gemdl 1.2 stehen (wegen El).
1. g=¢q’: Dann ist wegen p<p’ natiirlich a?f<a? 7,
2. g=¢q': Wire die Behauptung falsch, so wire
ﬁv‘—q«:-: A
woraus nach Satz 4.7 sogar
Py -t <grr

folgt. Andererseits ist jedoch p9-7<=g#@ -4/  weshalb u(q’'—q.f)=p—p’ gilt.
Durch Division mit ¢ —¢ und den Grenziibergang /, <= in (74*) folgt daraus
P (q_’!_—g,_fi)_ = j_;:}’_’ :

o = q9—4q
also p+sq=p’+sq’, entgegen der Voraussetzung.

(85)
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3. ¢=¢q’: Lediglich fiir diesen Fall haben wir in Satz 4. 11 eine Bezichung zwi-
schen den GroBen u(/, f) und den GroBen u(k, o) hergestellt. Wére ndmlich hier
die Behauptung falsch, so wire

of P < ﬁq—q'_
Wegen

of ~P < ﬂn(p"p, a)

ergibt sich daraus u(p’ —p, 2) =g —q’. Mit Satz 4. 11 folgt aber aus p +sq <p’ +sq”
und ¢=¢q" die Ungleichung p"—p =0 und daher ist, wenn man wieder (74*) her-
anzieht,

(86) l{ ﬂ(P’*‘Ps a)éq’_q ;
s P=p P—pP

also wieder p +sq = p’ + 5q’, entgegen der Voraussetzung. Damit ist der Satz bewiesen.
Wir definieren nun auf der Menge M, eine Funktion A durch

A(p+sq)=a?p(x,)

mit x, €(0, ==). Nach Satz 4. 12 ist diese Funktion auf M, streng monoton wachsend.
Durch die Definition

Ax)=inf {A(p+59): p+sq=x}

lifBt sich 4 auf die Menge aller reellen Zahlen fortsetzen und ist auch hier — wie
man sich leicht iiberzeugt — streng monoton wachsend.

Satz 4. 13. Gelten die Voraussetzungen El, E2 und E3, so ist die Funktion A
auf (— oo, + =) stetig.

Bewers. Es geniigt zu zeigen, daB
Ax)=inf{i(p+5q): p+sq=x}=sup {i(p+59): p+35q=x}
gilt. Es ist
sup {A(p+sq): p+sqg=x}=inf {A(p+sq): p+sq=x}.
Wiirde in dieser Beziehung fiir ein festes x das —=-Zeichen mdglich sein, so wire
inf {A(p+sq): p+sq=x}—sup {A(p+sq): p+sqg=x}=d=0.

Also wire das Intervall (A(x)—d, A(x)) frei von Werten «”f4(x,). Daraus folgt

aber, daB E2 mit y,=A(x)— > und g= % nicht erfiillt ist, was nicht sein darf.

Also ist d=0, was zu zeigen war.

Satz 4. 14. Die Funktion 7 ist eine erzeugende Funktion fiir o.

BEwEIS. Man hat zu zeigen, daB die Funktionalgleichung (27) durch die hier
konstruierte positive Funktion A befriedigt wird. Das ist aber leicht méglich. Wegen
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der Stetigkeit von « ist ndmlich
Ax+1)=inf{A(p+sq9):p+sg=x+1}=
=inf {al(p+sq—1):p+sg—1=x}=
=a(inf {A(p+sqg—1):p+sg—1=x})=
=a(inf {A(p+59): p+ ¢ =x}) =i (x).

Satz 4. 15. Die Funktion [ ist Iterierte der Ordnung s von o und liegt in der durch
4 erzeugten Iterationsgruppe G(u).

Bewels. Es geniigt zu zeigen, daB Je, = fi4 gilt. Das ergibt sich aber ganz dhn-
lich wie im Beweis des Satzes 4. 14 die Gleichung Ze; =a4:

Ax+s)=inf {BA(p+s(g—1): p+s(@g—1)=x}=
=pB(inf {A(p+s(g—1)): p+s(g—1) =x})=Pi(x).

Damit haben wir das gewiinschte Resultat erhalten: Mit Hilfe der Sitze 4.7
bis 4. 15 haben wir schrittweise gezeigt, daB eine Funktion f€ S, die den Beding-
ungen El, E2, E3 geniigt, eine irrationale Iterierte von « ist. Mit El, E2, E3 hat
man daher ein System notwendiger und hinreichender Bedingungen fiir diesen
Sachverhalt. Diese Beziechungen entsprechen den Gleichungen (68) und (69) fiir
den rationalen Fall.

5. Iteration von Funktionen, die auf Teilintervallen von [0, =) gleich sind

In Abschnitt 6 bendtigen wir den Zusammenhang zwischen den hier betrach-
teten, durch 2. 5 definierten Iterationsgruppen und den Iterierten, wie sie von an-
deren Autoren, z. B. in [4], [6], [17] betrachtet wurden. Der Unterschied liegt darin,
daB wir die zu iterierenden Funktionen auf dem Intervall [0, =) betrachtet haben,
wihrend die anderen Autoren stets nur ein endliches Definitionsintervall heran-
ziehen (das entspriche in unserer Terminologie einem Intervall [0, @] mit endlichem a).
Daher entsteht die Frage, ob die hier vorgenommene Ausdehnung des Definitions-
bereichs wesentlichen EinfluB3 auf die Resultate der Untersuchungen hat. An einem
Beispiel moge das verdeutlicht werden: Es sei o =e vorgegeben und es werde eine
gewisse Iterationsgruppe G,(x) betrachtet. Andert man lediglich fiir groBe Werte
der Variablen die Funktion o zu einer Funktion f ab, so ist es wichtig zu wissen,
ob es eine Gruppe G,(f) gibt, deren Elemente durch ,,gewisse Abidnderungen”
fiir lediglich groBe Werte aus den Elementen von G (%) hervorgehen.

Solchen Untersuchungen ist dieser Abschnitt gewidmet.

Satz 5. 1. Es gelte fiir die Funktionen x und f
(87) a(x) = f(x)

fiir x€[a, b] mit 0 <=a<b < oo, Ist i eine erzeugende Funktion fiir «, so existiert eine
erzeugende Funktion p fiir B derart, daf

(88) A(x) = p(x)
fiir x€[A~1(a), A~ (b)+ 1] gilt.
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Bewess. Nach Voraussetzung gilt a(x)=f(x) fiir x¢[a, b]. Wie man leicht
iiberlegt, folgt daraus

(89) ar(x)=p"(x) fir x€[a, a~"*1(b)],
sofern nur a=o-"*1(b) gilt. Wir konstruieren nun eine erzeugende Funktion u
fiir f durch die Bedingungen :
i(x) fir x€[c,c+1],
% ={B"A(x—n) fir x€[c+n,c+n+1),

wobei noch ¢=4"1(a) gesetzt wurde. Die durch (90) konstruierte Funktion p ist
erzeugende Funktion fiir f, denn es gilt

px+1)=p"*1A(x+ 1—n—1)=BprA(x — n) = pu(x),

wenn x€[c+n, c+n+1] gewdhlt wurde. Da A erzeugende Funktion fiir « ist, so
existiert die Zahl d=21"1(b), weil A~' auf (0, =) definiert ist. Wegen der strengen
Monotonie von A~! gilt dariiber hinaus ¢ <d. Es sei nun x€[c, d+1]. Dann exis-
tiert ein nichtnegatives ganzzahliges n mit den Eigenschaften x€[c+n, c+n+1]
und ¢+n-<=d+1. Es ist also

x—n€fc—n,d+1—n]N[c,c+1]=[c, min (c+ 1;d+1—n)].

(90)

Die Ungleichung ¢ +n<=d+ 1 gewiihrleistet aber, daB dabei c<min (¢ +1,d+1-n)
gilt. Daraus folgt

A(x —n)€ [a, min (x(a), ' ~"(b))]  [a, «* ~"*(b)],
so daB unter Benutzung von (89) wirklich
u(x)=pri(x —n)=o"A(x —n)=A1(x)
fir alle x€[c, d+1] gilt, was zu zeigen war.

Folgerung 5. 2. Gelten fiir o und [ die Voraussetzungen des vorigen Satzes, so

gilt
red =1 (x)= pequ (x),
Jalls
entweder 1) s€(0, A" (b)— A~ "(a)+1] und x¢€[a, ey _ A~ (D)]
oder 2) s=0 wund x¢c[0, <)
oder 3) s€[i~'(@)—A"'(b)—1,0) und x€[le_,2""(a), 2e,A~" ()]
gilt.

Bewers. Da Fall 2 trivial ist, kann man sich auf die Fille 1 und 3 beschrinken.
1. Aus x€[a, e, A~ 1(b)] folgen zunichst die Beziehungen

1) AL (X)E[Am1(a), ey A7 (B)],
92) u1 ()€ [~ (@), p=1 e, _ i~ (B)].
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Setzt man in (88) x=4"1(a), so sicht man, daB

93 p'(@=4""(a)
gilt. Weiter ist
e A" 1B)=A"1b)+1-s=1"1(a)
und wegen s=0
e A" 1B)=A"1B)+1-s<Ai"1(0)+ 1.

Also ist e; _A~'(b) ein moglicher Argumentwert fiir (88) und es ist demzufolge

(D) utiey A1 (b)=e, i7" (D).
Aus (93) und (94) ist ersichtlich, daB (91) und (92) auch in der Form
(95) ATH(x), pm () €[A7 (@), €4 A1 ()]

geschrieben werden kann. Aus (95) folgt nun aber
e,A 1 (x), e,u~t (X)E[e, A7 (@), e, A7 T (B <[4 (), A1 (D) + 1],

weshalb nach (88)
leg A= (x) = pe,p=1 (x)

gilt.
3. Aus x€[le_ i~ (a), lei~1(b)] folgt
(96) i~ (x)€[e-sA~ 1 (a), e, =1 (B)],
o7 pu-t(x) € [u-te— i~ (a), p='2e 271 (B)].

Da aber nach Voraussetzung iiber s
i a)=i"Ya)—s=i"1(b)+1
gilt, so ist statt (96) und (97)
(98) A7 (x), pmt(x) € [e—sA7 " (a), e, 47 (D))
Durch Multiplikation mit e, folgt aus (98) aber
e A1 (x), e,u~ ()€ [A71(a), ey 4+ A7 (B = [47 (a), €441 (D)),
woraus mit (88) wieder |
Ae A1 (x) = pespu=1(x)
geschlossen werden kann. Damit ist die Folgerung bewiesen.

Aus den in 5. 2 angegebenen Intervallen liest man nun leicht ab, daB das Gebiet
der x, y-Ebene, in welchem

Ao, A=t (x) = pe,u—1(x)

gilt, ein Quadrat enthilt, dessen Diagonale die Endpunkte P, =(a,a),
P, =(Ae,=1(b), ie;i=1(b)) besitzt (siche Abb. 2a).
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Satz 5. 3. Es gelte fiir die Funktionen « und
(99) a(x)=p(x)

Siir x€[0, b] mit 0<=b <<=, Ist A eine erzeugende Funktion fiir a, so existiert eine
erzeugende Funktion u fiir f derart, daf

(100) A(x) = pu(x)
fiir x€(—oe, A71(b)+1) gilt.
BEwEls. Man betrachte die Zahlenfolge {x~*(b)} mit k=1, 2, 3, ..., fir die
lima—*(b)=0

k=t oo

gilt. Ist nun A eine erzeugende Funktion fiir o, so folgt aus «(x)=pf(x) fiir
x €[a~*(b), b] nach Satz 5.1 die Existenz einer erzeugenden Funktion g, fiir f mit

() = A(x)

fir xe[A-'a= (), A~ (b)+ 1]1=[A"1(b) —k, A~ (b)+ 1].
Setzt man nun

u(x) :,I‘i."l Hy (x),

so gilt
p(x)=Ai(x) fir x€(—o=, A"1(b)+1)
und da insbesondere
w(x)=4(x) fir xe(A-'(b), A~'(B)+1)

gilt, so ist fiir alle k=0,1, 2, ...
p(x)=po(x) fiir x€e[A=1(b)+1, <),

so dal3 die Existenz von u und die Zugehorigkeit dieser Funktion zu den f erzeug-
enden Funktionen auch fiir dieses Intervall gesichert ist.

Folgerung 5. 4. Gelten fiir « und B die Voraussetzungen von Satz 5.3, so gilt
Ae,i=1(x) = pe,u=1(x),

wenn
entweder 1) s€(0, ) wund x¢€[0,ie,_,A~1(b)]
oder 2) s=0 wund x€[0,=)
oder 3) s€(—,0) und x€l[0,le,A~1(b)]
gilt.

Der Beweis verlduft ganz dhnlich wie der von 5. 2 und mége daher unterbleiben.
Das Gebiet der x, y-Ebene, in welchem

deg A1 (x) = pe,p~1(x)
gilt, enthidlt wieder ein Quadrat, dessen eine Diagonale die Endpunkte
P,=(0,0), P, =(2e,ﬁ._'(b), ieli_‘(b))
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besitzt (siche Abb. 2b). Mén sieht, daB die Ubereinstimmungsgebiete, die sich
hier ergeben, eine sehr einfache Struktur haben. Es bleibe dahingestellt, ob diese
Quadrate auch maximale Ubereinstimmungsgebiete sind oder nicht.

a

Abb. 2a Abb. 2b

Die Sdtze 5.1 und 5.3 sowie die Folgerungen 5.2 und 5.4 beziehen sich
auf solche Funktionen p, fiir die f=e gilt. Es ist aber unwesentlich, daB f auf
(0, =) keine Fixpunkte besitzt.

Gilt ndmlich f(c)=c mit b<c<-<e, so kann man die durch (90) definierte
und auch in 5.3 benutzte Funktion u(x) beibehalten. Man hat nur zu beachten,
daB G,(p) eine auf [0, ¢] und nicht auf [0, =) definierte Iterationsgruppe ist.
Alle Beweise dieses Abschnitts bleiben wortlich die gleichen.

Damit werden die Resultate des Abschnitts 6 auch mit den Arbeiten der-
jenigen Autoren vergleichbar, die nicht nur ein endliches Grundintervall, sondern
fiir die Grundfunktion (hier ) einen zweiten, endlichen Fixpunkt (hier ¢) zu-
lassen.

DaB der Fixpunkt x=0 linker Randpunkt des Definitionsgebiets der Funk-
tionen o, f€ .S ist, ist fiir den Vergleich mit den Arbeiten auch der Autoren un-
wesentlich, die den Fixpunkt als rechten Randpunkt des Definitionsintervalls wih-
len (z. B. in [4]).

Versteht man ndmlich unter S* (@) analog zu 2. 1 die Menge aller auf ( — <, 0]
definierten, stetigen und streng monoton wachsenden Funktionen /* mit den Eigen-

schaften
S¥(— )= —oo, f¥(@)=a,
so bildet diese Menge S*(a) mit der Verkniipfung (2) eine Gruppe.
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Nun ist aber mit
(-‘f-)’)"'(—x'l'as —y+0)

eine 1—1-Abbildung von [0, =) X [0, =) auf (— e, a] X(—==, a] gegeben, wenn:
(x, ) €]0, =) X [0, =) gilt. Dieser Abbildung entspricht wegen

(x,f(x))~(—x +a, —f(x) +a)

eine Isomorphie von § auf S*(a), die durch

ff(x)=—fla=—x)+a

bewirkt wird. Durch sie lassen sich alle Siitze dieser Arbeit, insbesondere die Sitze
und Folgerungen 5.1 bis 5.4 nach S$*(a) iibertragen.

Beriicksichtigt man weiter, daBl obige Abbildung (sie 146t sich aus zwei Spiegel-
ungen und einer Translation zusammensetzen) Quadrate in kongruente Quadrate
iiberfiihrt, so ist damit klar, daB in S* (@) analoge Ubereinstimmungsgebiete wie
in S vorliegen.

Die Wahl des Definitionsgebietes ( — ==, 4] statt [0, <=) bringt also keinen wesent-
lichen Unterschied mit sich.

6. Auswahl von Iterationsgruppen

In diesem Abschnitt wollen wir auf eine Fragestellung zuriickkommen, von
der in der Literatur im Zusammenhang mit der kontinuierlichen Iteration fast
ausschlieBlich die Rede ist.

Fiir Funktionen «, die den Bedingungen (9), (10) bzw. (11) geniigen, lassen
sich (man vgl. z. B. [4], [17]) eindeutig bestimmte Iterationsgruppen Gy(x) kon-
struieren, wenn man im Fixpunkt x=0 bestimmte Limeseigenschaften (ndmlich
(102), (106) bzw. (108)) fiir jedes Element f{*)€ G, (x) fordert. Um jedoch die Exis-
tenz von G,(x) mit diesen Limeseigenschaften zu zeigen, sah man sich gendtigt,
weitere einschrinkende Voraussetzungen (z. B. Differenzierbarkeitsbedingungen fiir
%) hinzuzunehmen, so daB nur fiir einen Teil der Fille (9), (10) bzw. (11) die Existenz
von Gy(x) sicher ist.

Im folgenden wollen wir nun zeigen, daB die Hinzunahme einschrinkender
Bedingungen iiber o unwesentlich fiir die Auswahl einer eindeutig bestimmten
Iterationsgruppe G, () ist.

Damit gewinnen wir zwar keine Existenz-, jedoch Eindeutigkeitssitze.

Wegen Folgerung 5.4 sind die Fixpunkteigenschaften der hier konstruierten
Iterationsgruppen identisch mit denen anderer Autoren.

Satz 6. 1. Ist a=>e und gilt
(101 TRLILL S
x=0 X
so existiert hichstens eine Iterationsgruppe Gy(2), so dap fiir jede Funktion [ € Gy(2),
fP(x)
lim’ =g*
im 2 q

x=0

(102)
gilt.
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BEWEIS. Angenommen, es existiert auller G,(x) (deren Elemente wieder mit
&1 bezeichnet werden) noch eine davon verschiedene Iterationsgruppe G, (),
so daB jede Funktion fIs1 der Gleichung (102) geniigt, dann existiert eine reelle
Zahl s€(0,1) und zwei Funktionen f§¢G,y(2), f51€ G, (a) mit

§ A1,

Es existiert daher ein Punkt x, mit der Eigenschaft f§)(x,)#f)(x,). Wir
nehmen an, daf}

(103) S8 ) <f1)xy)

gilt (den anderen Fall kann man analog behandeln).
Da G,(z) das Innere des ersten Quadranten schlicht iiberdeckt, existiert eine
reelle Zahl s, mit s<s, und eine Funktion f§* derart, daB

(104) S ) =1§(x,)

gilt. Betrachtet man nun die Nullfolge {«~*(x,)}, wobei k=0, 1, 2, ... ist, so gilt
wegen (104)

S x )ﬁ] - k(f‘t)_l j‘f{ ](Vl)_l %l](xl)_ fim’ ’1]“4(3‘1) —g*.

lim =
x=+0 X ko= _l(rl} ko= _l(rl) k—o “k(rl) k= _k(r )

Daher kann wenigstens fiir f[*] die Relation (102) nicht gelten, was zu zeigen war.

Satz 6. 2. Ist o =e, und gilt fiir ein reelles u=1

(105) lim “(’f\) X =¢>0,

x=0

so existiert hochstens eine Iterationsgruppe G (), so dap fiir jede Funktion ) € G (c)

(106) T S —x _ sq

x=0 X"
gilt.

BEWEIS. Zuniichst verliduft der Beweis hier ganz analog demjenigen von Satz 6. 1.
DaB es auch hier unméglich ist, daBl neben G,(x) noch eine weitere Iterations-
gruppe G, (x) existiert, so daB jede Funktion der Behauptung (106) geniigt, ergibt
sich, wenn man die gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von Satz 6. 1 verwendet,
aus

mzlm(-’f)—x__l- f{sla'k(-\'l)—a-k(«\]):l- SEda*(x) —aH(x,)

g TR e ERIE T aee EYRIT T

Satz 6. 3. Ist a=e und gilt fiir ein reelles uc(0, 1)

(107) fiip 48

x=0 .‘

_q:>-0
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so existiert hichstens eine Iterationsgruppe Go(2), so dap fiir jede Funktion f©)

o w1
(108) tim /) _ o=

&
x=0 .t“

gilt.

Bewers. Im Unterschied zu den beiden vorangehenden Sétzen tritt hier der
Tterationsparameter s auch im Nenner unter dem Limeszeichen auf, deshalb gilt
mit den gleichen Bezeichnungen wie in Satz 6. 1

) flary) o felahxy) o fEelae(xy)
e e S ._..___._._.__=] 4 —___§ — e —
e el P 7% o o el o o

Dabei wurde beriicksichtigt, daB wegen s<s; und u* <u* die Ungleichung
1 ) 1
(A E0) S ) b

wenigstens fiir hinreichend groBe k erfiillt ist, denn fiir solche ist «~*(x,) kleiner
als 1. Beriicksichtigt man nun noch, dall die Funktion

s -1
=qll—|. 4

w—1
u—1

fiir alle s streng monoton wachsend ist, so ist damit ailes gezeigt.

Die Bedingungen (102), (106) bzw. (108) sind also geeignet, aus der Gesamt-
heit der Iterationsgruppen G(x) eine Gruppe G,(«) eindeutig auszuwihlen.

Insbesondere ist fiir eine Funktion «, die (101) geniigt, f©) € Gy(x) durch (102)
charakterisiert, withrend die Iterierten aller anderen Gruppen (102) nicht erfiillen.
Das letztere legt die Frage nahe, ob sich nicht eine ,,schwiichere™, vielleicht ,,mit-
telnde™ Limeseigenschaft finden 1dBt, so daB wenigstens diese fiir die Iterierten
aller Gruppen G(x) erfiillt ist.

Fiir den Fall (101) sei eine solche Fixpunkteigenschaft im folgenden Satz ver-
merkt.

Satz 6.4. Ist ax=e und gilt
(109) lim 2 =g =1,

so gilt fiir jedes beliebige f< F(s; x) bei beliebig reellem s

1
lim (f‘"(x))dT:q’ fiir s=0,

(110) L 1
lim (f*(x)) " =gq* fir s<0.

ANMERKUNG. Man beachte in Formel (110) die am Anfang von Abschnitt 2
getroffenen Vereinbarungen: Der Exponent bei f bewirkt Potenzierung im Sinne
der in § eingefithrten Gruppenmultiplikation (3), wihrend der dulBere Exponent
im gewdhnlichen Sinne zu verstehen ist.
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BEwEIS. Wir beschrinken uns zunichst auf positive s. Die Behauptung lautet

dann also
1

(111) ' lim (f'"(x))_:=q’.

n=sso

Ist s =1 natiirlich, so ist f=o!. Wegen (109) gilt aber

v B e OE) . ) oK) .
lT:, x _Jl.,"éa“'(x)'a"z(x)m g = l

und mit
lim a~"(x)=0
n—0

ergibt sich daraus

al-l‘n(x) a!(m—!n (,‘.)) Ent ol (x) .

: o i

() 11.1.11 o~ (x) ,!l.m.. e~ (x) el B
; al-ln(x) 4 .

Die Folge 2= (x) in (112) besteht aus den Gliedern

x a-fx) a=*(x)
a (%)’ a-2'(x) "’ :x‘“(x) g an=

und mit ihr strebt natiirlich auch die Folge ihrer geometrischen Mittel gegen g':

! 1
lim

I R 0 T S O Tl
,4_,(a-*(x)a-“(x)"' a-~*(x)_) "li“l(a-”'(x)) o

Daher ist

1 n
lim (2" (x)) " =lim (—-i—) =g,

A n— C[_"j(x)

Das aber war im Falle s =/ (man vgl. (111)) zu zeigen. Ist szé mit natiirlichem k,

so ist f*=u. Zu jeder natiirlichen Zahl n existiert ein nichtnegatives p,, so daB »
in [p.k, (p,+ 1)k) enthalten ist. Es gilt daher wegen

—(pa+Dk<—n= —p,k
die Ungleichung
a~ Pl (x)<f"(x)=a"P(x) mit x€(0, =),
woraus sich :
1 1 1
(a=Pn(x))” @t DK <(f-n(x)) " <(aPn~! (x))hﬁ

fiir jedes natiirliche n ergibt. Wegen lim p, = < ist aber sowohl

H=boa

1 1
Iim (a_f’n(x)) (pn+ 1)k — q't

n— s
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als auch
1 1

lim (z=Pn=1(x)) Pk= gk,

n==

woraus X
1

lim (f~"(x))~" =gq*,
1
k

(/, k natiirliche Zahlen), so ist f* =o' und es existiert eine Funktion

also (111) fiir den Fall s=

!
k

folgt.
Ist 5=

gGF(%; :z) mit g'=f. Fiir sie gilt nach dem vorigen Fall

1

3
lim (g="(x)) " =gq*,

n—se=

deshalb ist
‘ : Tt S
Ilm (f_n(X))“Tth (g”h'(x))_T.—_ (llm (g'hl(x)) ln) qu,

= =+ ==

was hier zu zeigen war.
Ist weiter s irrational, so existieren zu je zwei rationalen Zahlen r; und r, mit
ry<s-=r, zwei Funktionen f, € F(r,:2) und f, € F(r,; o), so daB

hHh<f<f;

gilt. Man wihle, um dies zu erreichen, z. B. f{, f> aus der Iterationsgruppe G(x),
in der auch f liegt. Dann gilt '

- 3 s 3
(/@) "=(f") "<(f7"x) "
und durch Grenziibergang folgt daraus

1 1

g"=liminf(f-"(x)) " =limsup (f-"(x)) " =gq".

H=ss n—+os

Da man aber r, —r, beliebig klein machen kann, gilt sogar

lim (f—"(x))_ n=g

=

auch fiir irrationale s.
Damit ist der Satz fiir alle positiven s geeigt. Ist nun s <0, sohat man gemiB (110)

1
n

lim (f"(x))" =¢*

N—se
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zu zeigen. Diesen Fall fithrt man leicht auf den vorigen zuriick, weil g=f~" € F(—s;)
mit —s=0 gilt:
1 1 1 1
lim (f"(x))" =lim (g—n(x))n = T = —s=q,'
lim(g~"(x))"

A=

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Wir wollen es unterlassen, auch fiir solche Funktionen «, fiir welche (105)
bzw. (107) gilt, einen zu 6.4 analogen Satz auszusprechen.

Alle Siitze dieses Abschnitts zeigen, daB die hier interessierenden Fixpunkt-
eigenschaften der Iterationsgruppen G(z) an geeignete, einfache Fixpunkteigen-
schaften von o gebunden sind. Daher ist es fraglich, ob das Problem der eindeutigen
Auswahl einer Iterationsgruppe G,(z) aus der Gesamtheit aller G(x) auch immer
dann sinnvoll ist, wenn das Fixpunktverhalten von « sich nicht den Fillen (102),
(106) oder (108) unterordnet.
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