Unstetige, monotone Iterationsgruppen reeller Funktionen

Von LOTHAR BERG (Halle/Saale)

Bekanntlich bildet jede Losung f(x,s) der Translationsgleichung (vgl. [1], S.
170 ff.)

(l) f(f{xys)s t)=f(x,-s+:)

(a<x<b, —wo<s5<0o0) eine Gruppe, bei der die Verkniipfung zweier Elemente
i) =f(x,5,), f2(x)=f(x,s,) durch die Zusammensetzung f,f, =f(f(x,s,),s,)
erklirt ist, und die eine Jterationsgruppe von «(x) =f(x, 1) genannt wird. Bei festem
s heiBt f(x, 5) eine Iterierte von «(x) der Ordnung s. Die Funktion «(x) mdge zu-
niichst stetig, streng monoton, und =x sein sowie die Randwerte a«(a+0)=a,
o(b—0)=5b besitzen. Nach Ergebnissen von ACZEL—KALMAR—MIKUSINSKI [2]
ist es naheliegend, sich auf solche Funktionen f(x, s) zu beschrinken, die in bezug
auf s stetig und streng monoton sind. Untersuchungen in dieser Richtung hat
H. MicHEL in seiner Dissertation [3] durchgefiihrt. In der vorliegenden Arbeit
werden Losungen f{(x, s) von (1) konstruiert, die in bezug auf s unstetig sind, ohne
daB sie aus den stetigen Loésungen durch Umnumerierung mit Hilfe einer Hamel-
Basis der reellen Zahlen hervorgehen. Sie bleiben zwar in beiden Veridnderlichen
monoton, sind aber in Ubereinstimmung mit [2] in bezug auf x unstetig und nicht
mehr streng monoton (dies zeigt zugleich, warum sie nicht durch Umnumerierung
in bezug auf s aus den stetigen Losungen erhalten werden kénnen). Genauer sind
sie Treppenfunktionen, d.h. stiickweise konstante Funktionen. Diese Funktionen
ergeben sich bei einer Untersuchung der in [3] angegebenen notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen zur Charakterisierung einer Iterierten in einer beziiglich
s stetigen, monotonen Iterationsgruppe auf ihre Unabhdngigkeit.

1. Aussagen iiber vertauschbare Funktionen. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kdnnen wir uns auf deni Fall x(x)=x+1, a= — o, b = + = beschrdinken,
da wir sonst bei gegebener Funktion y=a(x) mit den oben angegebenen Eigen-
schaften nur die Substitution y=p-"1(n), x=p"1(¢), wobei f(x) irgendeine stetige,
streng monotone Losung der Abelschen Funktionalgleichung f(a(x))=p(x)+1
ist, durchzufithren brauchten. Hierbei gilt ndmlich n =&+ 1, und die Funktionen
n=PB(f(B~1(£),s)) bilden eine zu der Gruppe der Funktionen y =f(x, s) isomorphe
Gruppe. Aus (1) folgt als notwendige Bedingung dafiir, daB zwei Funktionen f; (x),
/f>(x) einer Iterationsgruppe angehoren, die Vertauschbarkeitsrelation

(2 Ji (f 2 (X)) =£2(f1 (x)).
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In [4] ist gezeigt worden, dal} diese Bedingung unter starken Zusatzvoraussetzungen
auch hinreichend ist. Stellen wir keine zusdtzlichen Bedingungen, so folgt aus (2)
fiir die spezielle Funktion f,(x)=x+1, daB jede Iterierte f(x) dieser Funktion
-der Differenzengleichung

3) fx+D)=flx)+1
geniigen muBl und somit notwendig die Gestalt
4) f(x)=x+p(x)

besitzt, wobei p(x) eine Funktion mit der Periode 1 ist, d. h. die Gleichung p(x +1) =
=p(x) befriedigt.
Umgekehrt kann aber nicht jede Funktion der Gestalt (4) Iterierte von x+ 1
sein, wenn wir nur eindeutige Funktionen zulassen und die Zusatzbedingung
f(x, 0)=x stellen. Unter diesen Voraussetzungen besitzt jede Iterierte ein Inverses.
Daher wollen wir voraussetzen, daff f(x) eine stetige, streng monoton wachsende
Funktion ist, die mit «(x) = x + 1 vertauschbar ist. Gibt es zwei nicht verschwindende
ganze Zahlen m, n, so daB fiir die Funktion (4) /"(x) =o™(x) fiir alle x gilt, wobei
die Potenzen von f(x) und a(x) beziiglich der Gruppenmultiplikation zu verstehen
sind, so wurde bereits in [3] gezeigt, daB} es dann stets (sogar unendlich viele) Ite-

rationsgruppen gibt, in denen f(x) eine Iterierte von x + 1 der Ordnung ’—::- ist. Gibt
es zwei ganze Zahlen m, n und zwei reelle Zahlen x,, x,, so daf

(5) S"(xp) #a™(xo), f"(xy)=0a"(x,)

gilt, so kann f(x) niemals eine rationale Iterierte von x(x) sein. Wire nidmlich fir
zwei natiirliche Zahlen p, ¢ und alle x die Gleichung f7(x) =a4(x) erfiillt, so wiirde
auch f"7(x) =" (x) gelten. Andererseits gilt wegen der Vertauschbarkeit

L) =) =f"(am(xy)) = om(f"(xy) = am(@"(x,)) = o> (x,)

und ganz analog f7"(x)=a""(x,). Hieraus folgt durch Vergleich mit der vorher-
gehenden Beziehung fiir x=x,, daB ng=pm sein muB und somit f"?(x)=a"?(x)
oder (f"(x~™(x)))?=x. Wegen der Monotonie folgt hieraus f"(x~™(x))=x oder
S™(x) =a™(x), was fiir x=Xx, ein Widerspruch zur Voraussetzung (5) ist. Weiterhin
kann f(x) unter der Voraussetzung (5) auch keine irrationale Iterierte von «(x) in
einer beziiglich s monotonen Iterationsgruppe sein. Hitte nimlich f(x) die irrationale
Iterationsordnung s, so hitte die Funktion f(x)=/"(x~™(x)) die nicht verschwin-
dende Ordnung t=ns—m, die wir als positiv annchmen koénnen, da wir andern-
falls nur die Funktion fi~'(x) zu betrachten brauchten. AuBlerdem hat f(x) den
Fixpunkt x,, d. h. es gilt f(x,)=x,. Wihlen wir jetzt eine natiirliche Zahl r so
groB3, dal} r7 =1 ist, so erhalten wir an der Stelle x, wegen x, = f"(x,) =a(x,) einen
Widerspruch zur Monotonie. Zwischen den Fixpunkten der Funktion f(x) kann
man zwar eine neue Betrachtung anstellen und dort auch Iterationsgruppen kon-
struieren, diese sind jedoch in Verbindung mit «(x) nicht monoton und interessieren
somit im Rahmen dieser Arbeit nicht.

SchlieBlich bleibt noch der Fall iibrig, wo fiir jede reelle Zahl x und beliebige
ganze Zahlen m, n #0 stets f"(x) # a™(x) gilt. In [3] wurde bereits gezeigt, dal auBer
der Vertauschbarkeit die folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend dafiir
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sind, daB f(x) einer beziiglich s stetigen, monotonen Iterationsgruppe von x(x)
mit irrationalem s angehort:

1°. Zu jedem Paar (x,, y,) reeller Zahlen gibt es hichstens ein Paar (n, m) ganzer
Zahlen mit f"(oa™(x,)) = Yo-

2°. Zu jedem Tripel (xo, yo,€) reeller Zahlen mit ¢ =0 gibt es wenigstens ein
Paar (n, m) ganzer Zahlen mit |f"(a™(xg)) —yol =e.

Man sieht leicht, daBB 1° eine Folgerung aus 2° ist. Ist namlich 1° nicht erfiillt,
dann gibt es zwei Zahlenpaare (n,, m,) und (n,, m,) mit f™ (2™ (x,)) =f"(2"(x,))
fiir ein gewisses x,. Diese Bezichung kdnnen wir wegen f™(o™(x))=/"(x+m)=
=f"(x)+m auch in der Form f™~"(x,)=x, mod. 1 schreiben. Folglich besteht
die Menge der Zahlen f"(2™(x,)) mod. 1 bei festem x, nur aus hdchstens |n; —n,|
verschiedenen isolierten Punkten und kann somit die Dichteeigenschaft 2° nicht
besitzen.

2. Ein Gegenbeispiel. Umgekehrt ist jedoch 2° keine Folgerung aus 1°. Um
diese Behauptung zu beweisen, konstruieren wir jetzt eine zu «(x)=x + 1 vertausch-
bare, stetige, streng monotone Funktion f(x), welche zwar die Eigenschaft 1°, aber
nicht die Eigenschaft 2° besitzt, und zwar werden wir f(x) zunichst rekursiv auf
einer Menge von abgeschlossenen Intervallen J,(n=0, +1, £2,...) konstruieren.
Zunichst wihlen wir in [0, 1) ein Intervall J, und rechts davon ein Intervall J,,
auf das f(x) das Intervall J, linear abbilden soll. Links von J, wihlen wir in [0, 1)
ein Intervall J_; und verlangen von der Funktion f(x), daB sie J_, linear auf J,
abbildet (Abb. 1). Dieses Verfahren setzen wir mit der Wahl von Intervallen J,,
J_3,J3,J_3,... fort, wobei f(x) stets J, linear auf J, ., abbilden soll. In Abb. 1
haben wir diese weiteren Intervalle auBerhalb von [0, 1) gewdhlt. Damit f(x) der
Funktionalgleichung (3) geniigt, die die Vertauschbarkeit mit «(x) beinhaltet,
betrachten wir zu den auBerhalb von [0, 1) liegenden Intervallen J, die ihnen im
Innern von [0, 1) mod. 1 entsprechenden Intervalle und setzen das Verfahren so
fort, dal3 die Intervalle J, mod. | keine gemeinsamen Punkte haben und die Funk-
tion f(x) monoton ist. Dies wird erreicht, wenn wir die Intervalle J, nach folgen-
dem Schema wihlen:

|—l 0|—4—3—-2-1 0 1 2{—-10-9-8-7—6—5 —4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 § 6|—=27
|

(6) 3l 4 5 6/ 7T 8 9100 111213141516/ 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27| 28

0|—2—l 0 1|—6—5—4—-3 =-2-—-1 0 1 2 3}—=17—16—15—14—13—-12—=11—-10—-9—-8=7 —6

Die Zahlen —1, 2,0 in der ersten Spalte bedeuten, daBB wir J, zwischen J_; und
Jo withlen und J_, zwischen J, und J,, wobei wir die Intervalle immer so mod. 1
betrachten, daf3 sie innerhalb von [0, 1) liegen. Die zweite Spalte 0, 3, — 2 besagt,
daB wir J; zwischen J, und J_, wihlen und J_; zwischen J, und J, usw. Liegt
J, bereits zwischen J, und J;, so ist f(x) sicher monoton, wenn wir J,,, zwischen
J, .+, und J, ., festlegen. Liegt zwischen J, ., und J,, ;schon ein weiteres Intervall J,, so
konnen wir J, . entweder zwischen J,,; und J, oder zwischen J, und J,,, wihlen.
Bei dem Zahlenschema (6) haben wir uns alternierend einmal fiir die eine und das
ndchste Mal fiir die zweite Moglichkeit entschieden. Die Stellen, bei denen eine
solche Entscheidung erforderlich war, haben wir in (6) durch einen senkrechten
Strich an der linken Seite gekennzeichnet. Vor der Festlegung von J,,, haben

D4
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wir noch J_, zwischen J_, und J_, zu wihlen. Nach jedem dritten senkrechten
Strich in (6) ist s= —r, so daB J, und J_, in dieselbe Liicke fallen. Auch in diesem
Fall treffen wir die Entscheidung iiber die Reihenfolge von J, und J_, nach der
alternierenden Regel. In Abb. 1 haben wir f(x) fiir alle J, bis n= + 17 eingezeichnet.

Die in dem Schema (6) in der mittleren Zeile vor den senkrechten Strichen
auftretenden Zahlen

Yo 2 3,00 100 160 5T, 48, T 110, 108 0K .10y

wobei wir uns (6) noch vorne durch die Spalte 0, 1, —1 erginzt denken, kénnen
durch

a”:[b”], b"+1 :bu+bn—l +i’, b] = l, b2:2

definiert werden und sind somit mit der Zahlenfolge von Fibonacci verwandt. Dies
laBt sich durch vollstindige Induktion beweisen. Die speziellen Zahlen a, mit
a,<b, sind diejenigen, nach denen die nédchsten Intervalle J, ., und J_, _, in
dieselbe Liicke fallen, ndmlich zwischen J_, ., und J, .., bzw. J, _.., und
J_4,. -1+ Die Zahlen in der ersten und dritten Zeile von (6) laufen jeweils von
—[b,, +%] bis zu a,_,, wobei n in der ersten Zeile die ungeraden und in der letzten

Zeile die geraden Zahlen durchlduft und @y =a_, =0 ist. Wegen a, —+ < fiir n +<o
tritt jede ganze Zahl in dem Schema (6) unendlich oft in der ersten und unendlich
oft in der letzten Zeile auf. Dies bedeutet aber, daB in jede Liicke, die zwischen
irgendwelchen Intervallen noch besteht, wenn wir zunédchst nur endlich viele Inter-
valle festgelegt haben, nach endlich vielen weiteren Schritten sicher einmal ein
Intervall hineinfdllt. Wahlen wir insbesondere jedes Intervall J, so, dal3 etwa der
Mittelpunkt der Liicke, in die J, gelegt wird, mit zu J, gehort, so liegt die Vereini-
gungsmenge M aller J, auf [0, 1) iiberall dicht. Somit konnen wir die zunichst nur
auf M erklirte Funktion f(x) fiir alle x von [0, 1) folgendermafen definieren:

) flxo)= inf f(x)
mit x € M. Diese Funktion ist fiir alle x von [0, 1) stetig und geniigt der Bezichung
(8) lim f(x)=£(0)+ 1.

x=1-0

Angenommen, f(x) wire unstetig, dann miiBte es wegen der Monotonie eine Stelle
Xo geben mit
xy=sup f(x)=< inf f(x)=x,.
X=<Xp X>Xp

Dann wire aber f(x) nach unserer Konstruktionsvorschrift in dem Intervall
X; =x=Xx, nicht definiert, und wir hitten einen Widerspruch dazu, daB M auf
[0, 1) tiberall dicht liegt. In entsprechender Weise ldBt sich (8) beweisen. Setzen
wir jetzt f(x) auBerhalb von [0, 1) durch die Forderung (3) fort, so ist f(x) eine
iiberall stetige, streng monotone, mit x(x) vertauschbare Funktion.

Um jetzt zu zeigen, daB f(x) die Eigenschaft 1° besitzt, iiberzeugen wir uns
davon, daB fiir alle reellen Zahlen x und alle natiirlichen Zahlen n

9) f*(x)Z x mod. 1
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gilt, wobei wir uns auf das Intervall [0, 1) beschrinken konnen. Fiir die Punkte
von M ist (9) auf Grund der Konstruktionsvorschrift von f(x) klar. Angenommen,
es gibe ein x,4¢ M und eine natiirliche Zahl m mit

(10) f™(xy)=x, mod. 1.

Dann denken wir uns in Abb. 1 alle J, eingezeichnet mit |n| =a,, + 1 und betrachten
von diesen Intervallen J, diejenigen beiden, zwischen denen x, liegt. An Hand
des Schemas (6) kann man sich jedoch leicht iiberlegen, dal3 die Bilder einer Liicke
zwischen zwei beliebigen Intervallen J, beziiglich der Funktionen f(x), /% (x). ..., f(x)
alle mod. 1 zur Liicke selbst durchschnittsfremd sind, wobei ¢,, durch

(11 Coti=CF =i+ 1L 03=1,6,=2

bestimmt ist, d. h. ¢;=4,¢c,=7,¢5s=12, ¢4 =20, ¢c;=33,.... Wegen m=c,, haben
wir daher einen Widerspruch zu (10).

DaB f(x) schlieBlich die Eigenschaft 2° nicht besitzt, sehen wir, wenn wir bei-
spielsweise fiir x, einen Randpunkt eines Intervalls J, von M und fiir y, den Mittel-
punkt desselben Intervalls wihlen. Dann ist 2° fiir £=|x, — y,| nicht erfiillt. Damit
ist gezeigt, daB die Eigenschaft 2° keine Folgerung aus 1° ist.

3. Festlegung einer Gruppe durch eine irrationale Iterierte. In der Arbeit [3]
wurde gezeigt, dal man jeder Funktion f(x), die mit «(x) vertauschbar ist und
die die Eigenschaft 1° besitzt, eine eindeutig bestimmte Iterationsordnung s so zu-
ordnen kann, dalB aus

(12) Sr(a(x) <f"(2" (x)

stets sp +q <=sm+n folgt und umgekehrt. Dabei ist s irrational und p, g, m, n sind
beliebige ganze Zahlen. Fiir die zuvor konstruierte Funktion f(x) findet man

(13) s=3(3-V5),

wenn man zuvor an Hand des Schemas (6) feststellt, daB beispielsweise fiir die
durch (11) definierten Zahlen c,

aen (x)<fon+2(x) < aen* 1 (x)

gilt und somit nach der in [3] angegebenen Formel

R
s= lim —
nee Cyya
™ I - 2 ’
Aus (11) folg aber zunichst fiir den positiven Grenzwert ¢= lim - die Glei-
R=see L+ 1

chung %: l+e¢d. h czé(r’S_— 1), und schlieBlich aus s = ¢2 die Behauptung (13).

Wollen wir jetzt zu der Funktion f(x)mit der durch (13) festgelegten Iterations-
ordnung s eine monotone Iterationsgruppe konstruieren, so konnen wir etwa fol-
gendermallen vorgehen. Wir definieren

(14) f(x,)="inf fr(a?(x))

spq>t



Unstetige, monotone Iterationsgruppen reeller Funktionen 53

und zeigen, daf diese Funktion der Translationsgleichung (1) geniigt. Sind u, v, und x
gegeben, so betrachten wir zunichst beliebige ganze Zahlen p,, q,, P2, g, mit

(15) Sp1+4qy=u, Spy+q="0.
Aus
(]6) _fm(gm [fﬂ:(ng(x))]) :fPl"'P:(a‘h*"s‘z(x))

folgt dann, wenn wir die Zahlen p,, g; auf der rechten Seite festhalten und auf der
linken Seite zunédchst p,, ¢, und danach p,, ¢, unter Beibehaltung von (15) variie-
ren lassen,

F(f(x, v), w)=fr(a (f(x, v)) = frr+r2(ogn*a: (x)).

Bilden wir jetzt auf der rechten Seite die untere Grenze fiir alle p;,q; mit
s(py+p2)+q,+p,=u+v, so erhalten wir die Ungleichung

(17) S(f(x, v), W)=f(x, u+v).

Andererseits konnen wir in (16) zunichst auf der rechten Seite die untere Grenze
bilden und danach schrittweise auf der linken Seite. Dann ergibt sich

fri(ae[ fr(at(x))]) =£(x, u+v).

S (a0 (f(x, v)=f(x, u+v)
und schlieBlich

AU, 0, ) =6, utv).

Zusammen mit (17) ist damit die Behauptung bewiesen.

Wie aus (12) hervorgeht, ist die durch (14) definierte Funktion in bezug auf ¢
und in bezug auf x monoton. Da aber die Eigenschaft 2° nicht erfiillt ist, kann
f(x, t) in bezug auf ¢ nicht stetig sein und somit nach [2] auch nicht in bezug auf x.
Weiterhin kénnen die Beziehungen

(18) S(x,0) = x, f(x, 1) = x+1, fx, 5)=f(x)

nicht fiir alle x erfiillt sein, da unstetige, monotone Funktionen kein durchweg
erklirtes Inverses besitzen und die Translationsgleichung (1) erfiillt ist (vgl. auch
Punkt 4). Genauer sicht man an Hand der Abb. 1, daB f(x, 0) eine Treppenfunktion
ist, die in einem Intervall J, von M gleich dem rechten Endpunkt dieses Intervalls
ist. Daraus geht hervor, daB zwischen zwei konstanten Stufen dieser Funktion
stets unendlich viele andere Stufen liegen, und daB f(x, 0) in jedem Teilintervall
der x-Achse ein Kkonstantes Stiick besitzt. Offenbar 1dBt sich zu jeder Funktion
f(x,0) mit dieser Eigenschaft eine Iterationsgruppe konstruieren. Man koénnte
zwar denken, daB sich die Bedingungen (18) erzwingen lassen, wenn man in (14)
das Gleichheitszeichen zuldBt, jedoch kann man dann nicht mehr die Translati-
onsgleichung beweisen, wenn « und v irrational sind, aber u+v rational ist. Dage-
gen kann man natiirlich eine ganz analoge Gruppe konstruieren, wenn man in
(14) die untere Grenze durch die obere Grenze iiber sp+g <t ersetzt. Nebenbei
sei erwihnt, daB man sich auf analoge Weise auch eine beziiglich s stetige, monotone
Iterationsgruppe konstruieren kann, wenn man bei der Konstruktion der irratio-
nalen Iterierten f(x) die Intervalle J, auf Punkte zusammenschrumpfen ldft.
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4. Festlegung einer Gruppe durch rationale Iterierte. Zu unstetigen, monoto-
nen Iterationsgruppen kann man auch auf eine andere Weise gelangen, die etwas
iibersichtlicher ist. In [3] wurde bereits bewiesen, dal3 eine stetige, monotone Iterati-
onsgruppe durch unendlich viele rationale Iterierte festgelegt ist, wenn die Iterati-
onsordnungen mod. 1 einen Héufungspunkt besitzen. Wir wollen jetzt zeigen,
daB hiervon nicht die Umkehrung gilt, d. h., daB wnendlich viele mod. 1 verschie-
dene, untereinander vertauschbare, rationale Iterierte keine stetige, monotone Iterati-
onsgruppe zu bestimmen brauchen. Wie ebenfalls schon in [3] gezeigt wurde, sind
rationale in x monotone Iterierte stets auch monoton in s. Wir konstruieren uns

jetzt zu der Funktion a(x)=x+1 Iterierte der Ordnungen -;, i-, %, %, ..., aber

so, daB die monoton fallende Folge der Funktionswerte dieser Iterierten fiir x =0
nicht gegen Null strebt (Abb. 2). Diese Iterierten erzeugen eine Iterationsgruppe

f(x, r), wobei die Zahlen r die Form r=% haben mit beliebigen ganzen Zahlen

k und m(m =0). Diese Gruppe kann offenbar nicht in eine stetige, monotone Itera-

tionsgruppe eingebettet werden.
Man kann jedoch dhnlich wie zuvor fiir beliebige reelle s

(19) F(x, s)=inf f(x, r)

r>s

mit ":27 definicren, wobei das Gleichheitszeichen wieder ausgeschlossen werden

muB. DaB3 die in dieser Weise definierte Funktion F(x, s) der Translationsgleichung
(1) geniigt, sehen wir wie im vorhergehenden Fall, wenn wir in der Gleichung

(20) S(f(x, ry), ’z):f(l‘, ry+r;)

mit ry =>=u, r, =v auf den einzelnen Seiten getrennt in verschiedener Reihenfolge
das inf bilden.

Da die Funktionen f(x, r) beziiglich x stark monoton sind, ist F(x, s) zumindest
schwach' monoton. Weiterhin folgt aus (19) F(x, r)=f(x, r). AuBerdem sind die
Funktionen F(x,s) und f(x, r) miteinander vertauschbar, denn wir brauchen nur
in der Gleichung

f(f(xs r)s f'z) :f(f(x’ r), "1)

das inf fiir r; =s zu bilden. Wegen dieser Vertauschbarkeit kann man sich an Hand
der Abb. 2 leicht iiberlegen, daB zunidchst F(x,0) wieder eine Treppenfunktion
von dem im vorhergehenden Punkt beschriebenen Typ ist. Aus

F(x, s)=F(F(x, 0), s)

folgt dann aber, daB jede Funktion F(x,s) eine solche Treppenfunktion ist. Uber
die Treppenstufen kann man noch folgendes aussagen: Aus F(&, 0)=n=¢ und
der Translationsgleichung folgt F(n, 0)= F(&, 0) =n, somit gilt wegen der Mono-
tonie F(x, 0) =n fiir £ =x=n. Dies bedeutet, daB die rechten Endpunkte der Stufen
wie in Punkt 3 mit zur Funktion gehdren und auf der Geraden y =x liegen. Hier-
aus folgt nochmals, daB F(x, 0) Sprungstellen hat. Andererseits folgt aus (19) fiir
5=0 wegen der Monotonie und der Stetigkeit der f(x, r), da auch die linken End-
punkte der Stufen mit zur Funktion F(x, 0) gehoren. Bei festem x ist F(x, s) je-
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doch in bezug auf die zweite Veridnderliche streng monoton, da f(x, r) diese Eigen-
schaft besitzt. SchlieBlich erhalten wir noch einen Zusammenhang zwischen den
Funktionen F(x, r) und f(x, r), wenn wir in (20) bei festem r, =r das inf nur iiber
r, >0 bilden,

(21) F(x, r)=f(F(x, 0), r),

so daB wir in Abb. 2 aus den Funktionen f(x, ;.) die Funktionen F(x, 5;) erhalten,
indem wir die stark ausgezeichneten Linien durch die dariiberliegenden waagerech-
ten, punktierten Linien ersetzen.

Aus (21) folgt fir r=1, daB die Iterationsgruppe F(x,s) die Funktion x(x)
nicht enthdlt, obwohl wir bei der Konstruktion der Gruppe von «(x) ausgegangen
waren (vgl. auch (18)). Allgemein kann man noch folgendes feststellen: Kommt
in einer beziiglich x monotonen Iterationsgruppe f(x, s) mindestens eine Funktion
vor, die in bezug auf x unstetig ist, so sind alle Funktionen dieser Gruppe unstetig.
Besitzt niamlich die Funktion f(x, s,) eine Sprungstelle, so hat jede andere Funk-
tion wegen :

f(x, )=1(f(x, $o), s — o)

ebenfalls eine Sprungstelle, und andere Unstetigkeiten kommen bei monotonen
Funktionen nicht vor. Folglich kann es zu einer gegebenen stetigen, monotonen
Funktion «(x) keine beziiglich x monotone Iterationsgruppe f(x, s) mit f(x, 1)=
=ua(x) geben, die mindestens eine unstetige Funktion enthilt.
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