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Uber Tensoren von rekurrenter kovarianter Ableitung

Von A. MOOR (Szeged)

§ 1. Einleitung

Ein sehr wesentlicher Begriff der Theorie der geometrischen Objekte ist der
Begriff der kovarianten Ableitung (vgl. etwa [1] Kapitel 1V.). In Bezug auf die
Tensoren spielt dieser Begriff auch in den verschiedenen differentialgeometrischen
Riumen eine sehr wichtige Rolle, da die Ubertragungstheorie und die Kriimmung
mit Hilfe der kovarianten Ableitung entwickelt wird. Wir wollen uns in diesem
Aufsatz mit solcher kovarianten Ableitung der Vektoren bzw. Tensoren befassen,
die der Relation
(1. 1) V. Ts. 5=k T, .
geniigen, wo V, die kovariante Ableitung nach x', 73 ;! ein bestimmtes Tensor-
feld und k, ein kovariantes Vektorfeld bedeutet. Offenbar miissen wir Ty, 5 #0
voraussetzen, da T, 5. =0 der Relation (1.1) immer geniigt. Von den Kompo-
nenten des betrachteten Tensorfeldes wollen wir immer annehmen, daB sie in den
Veriinderlichen x stetig und hinreichend oft differenzierbar sind.

Wenn die durch die symmetrischen Ubertragungsparameter I',7, (x,, ..., X,)
bestimmte kovariante Ableitung fiir ein gewisses Tensorfeld 7p '/ der Relation
(1. 1) geniigt, so wollen wir diese kovariante Ableitung eine rekurrente kovariante
Ableitung nennen, und der Tensor Ty, ! ist ein Tensor von rekurrenter kovarian-

ter Ableitung.
In der Geometrie haben unter anderen H. S. Ruse und A. G. WALKER solche

Riemannsche Rdume eingehend untersucht, fiir deren Kriimmungstensor (1. 1)
giiltig ist (vgl. [4] und [5]). Wir werden jetzt allgemeiner untersuchen, welche Be-
dingungen erfiillt sein miissen, um die Giiltigkeit einer Relation von der Form
(1. 1) zu sichern. In preziserer Formulierung wollen wir die folgenden Probleme
untersuchen:

1) Sind T,f(x',...,x") die symmetrischen affinen Ubetragungsparameter in
einem Punktraum, und ist k,(x', ..., x") ein kovariantes Vektorfeld, was sind die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Vektorfeldes bzw.
eines Tensorfeldes zweiter Stufe, fiir das (1. 1) gilt.

Nach einigen geometrischen Interpretationen untersuchen wir unser zweites
Problem:
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2) Wie kann zu einem kovarianten symmetrischen Tensorfeld zweiter Stufe ein
symmetrischer Ubertragungsparameter TP (x) konstruiert werden so, daf (1.1)
erfiillt sei.

Es wird sich zeigen, daBl unser Problem 2) mit der konformen Verdnderung
der Metrik ecines Riemannschen Raumes in Zusammenhang steht (vgl. [3], Formel
(2. 6)). Zuletzt werden wir als drittes Problem:

3) die der Bedingung (1. 1) geniigende kovariante Ableitungen untersuchen, in
denen der Vektor k, ein Gradientvektor') ist.

Beziiglich des Problems 3) werden wir hinreichende, bzw. notwendige und
hinreichende Bedingungen bestimmen, dafiir, daB k, ein Gradientvektor sei. Es
wird sich zeigen, dal3 gewisse hinreichende Bedingungen einfacher sind und in
der Geometrie eine wichtigere Rolle spielen, als die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen.

§ 2. Uber die Existenz von Tensoren mit rekurrenter kovarianter Ableitung

Im n-dimensionalen Punktraum sei durch die symmetrischen affinen Uber-
tragungsparameter I',? (x) eine kovariante Ableitung definiert. AuBer I',?, sei ein
kovariantes Vektorfeld k,(x) angegeben. Wir wollen jetzt die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz gewisser speziellen Tensoren bestimmen,
die der Relation (1. 1) geniigen.

Erstens betrachten wir den Fall der Vektoren. Statt (1. 1) hat man jetzt:

2.1 V,T*=k,T* (T*20).
Auf Grund der Identitit

a2 sesllf ol 1 : 0 Ty e TR e e Y
(2.2) Ot Torpi = ViV Tp 6l + f{ R wnT g, 5 s obivsbe —
- =

] th -1 Ffoeeli =1 OXi 1407

o -E _,] Rl_’ II‘Il'TﬂL..........,...,,,,,“ﬂk ]
=

wo RS, den zu I',’, gehorigen Kriimmungstensor bedeutet, werden die Integ-
rabilititsbedingungen von (2. 1) durch die Gleichungen

(2.3a) (2 R — Yk, 3)T* =0
festgelegt.?) Ist (2. 3a) eine Identitdt, d. h. ist
R‘:’aﬂ" = ZV[\'kjl] (s: ]

so existieren n linear unabhingige Vektorfelder, fiir die (2. 1) besteht. Ist (2. 3a)
keine Identitit, so miissen wir die weiteren Integrabilititsbedingungen nach dem

1) Statt Vektorfeld bzw. Tensorfeld werden wir oft nur die Benennung Vektor, bzw. Tensor
beniitzen. Wie wir schon bemerkt haben, werden wir die affinen Ubertragungsparameter I".f, der
kovarianten Ableitung immer als symmetrisch voraussetzen.

2) Die Formel (2.2) ist die Ricci Identitat, (vel. [2] Formel (4.5)), falls 02, T35/ =0.
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THoMAS—VEBLENschen Verfahren bestimmen (vgl. [5], §7.). Nach den weiteren
kovarianten Ableitungen von (2. 3a) bekommen wir in Hinblick auf die Relation
2. 1):

(2.3b) (3Vo,R = Vo, Vi k 0T =0,
(2' 3c) (% Vﬂ'gvﬂw R{’.Iﬂ" = Vﬂgvﬂv[vkn]d:) T{‘ o 09

Nach dem Satz iiber die Integrabilitit der partiellen Differentialgleichungen von
der Form (2. 1) besteht der folgende

Satz 1. Notwendig und hinreichend fiir die Lisbarkeit von (2. 1) ist die Existenz
einer Zahl N(=n) derart, daf} die N ersten Gleichungsketten, die aus (2. 3a), (2. 3b),
(2. 3c), ... bestehen, ein vertrdgliches System bilden, und jede Losung die (N + 1)-te
Gleichungskette identisch befriedigt.

Ist nun k, ein Gradientvektor, so ist wegen der Symmetrie von I,/ in «, y:
Vik,=0.

Die Integrabilititsbedingungen von (2. 1) stimmen in diesem Falle nach (2. 3a),
(2. 3b), ... mit den Integrabilititsbedingungen von

(2.4) V,T*=0

tiberein. Ist aber fiir einen Vektor (2. 4) giiltig, so ist 7 ldngs jeder Kurve x* = x*(1)
parallel verschiebbar d. h. absolut parallel (vgl. [2] §9.). Es ist also der folgende
Satz giiltig:

Satz 2. Ist in dem durch I',l, bestimmten affinen Raum das Differentialgleich-
ungssystem (2. 4) beziiglich T* lisbar, so ist auch (2. 1) mit k,= é k lisbar, und um-
gekehrt.

In einer anderen Fassung lautet dieser Satz wie folgt:

Satz 2*. Existiert in dem durch I, bestimmten affinen Raum ein Vektorfeld
mit rekurrenter kovarianter Ableitung, das mit einem Gradientvekior gebildet wurde,
so existiert auch ein absolut paralleles Vektorfeld, und umgekehrt.

Fiir ein kovariantes Vektorfeld 7,. welches eine rekurrente kovariante Ablei-
tung hat, kénnen dhnliche Sitze bewiesen werden. Wir geben aber auch eine von
dem Analogon des Satzes 1 verschiedene Bedingung fiir die Giiltigkeit der Relation

2.5) VT, - kyT,=0.

Satz 3. Ist T,#Z0 (x=1, ..., n), so sind fiir das Bestehen der Relation (2. 5) die
Relationen

Tx o ‘;‘Il Iog ITBI B k:

2. 6a ==
Rty Ty Oglog|T,|—k,
(2. 6b) VT —k(pT,y=0
notwendig und hinreichend.

(2. 6b)

notwendig und hinreichend.
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BEWEIS. Aus (2. 5) folgt wegen der Symmetrie von I',?, in «, 7, daB
2.7 (0T, —kyT,)— (0, Ty —k,Tp)=0
ist. Diese Gleichung kénnen wir in der Form
(2.8) T,(0p log |T,| — kg) — Ty(0, log |Ty| —k;) =0

schreiben, woraus (2. 6a) unmittelbar folgt. Aus (2. 5) folgt offenbar auch (2. 6b).
Nehmen wir jetzt an, daBl (2. 6a) und (2. 6b) bestehen. Aus (2. 6a) bekommt
man (2. 8), und aus (2. 8) die Relation (2. 7). Die Relation (2. 7) driickt aber aus,
daB
0T~ kpTy =0

ist. Diese letzte Relation kann noch in der Form
(2.9) V[,T,] —kT3=0

angegeben werden. Aus (2. 9) und (2. 6b) folgt dann unmittelbar (2. 5), w. z. b. w.
Jetzt wollen wir den Fall der rein kovarianten Tensoren zweiter Stufe unter-
suchen. Aus (1.1) wird jetzt

(2. 10) V,Ts=k,Ty.

Auf Grund der allgemeinen Formel (2. 2) bekommen wir die Integrabilitdtsbedin-
gungen von (2. 10) in der Form:

(2. 11a) (3 REuO5+ 5 R w02+ Vi K 10205) T o =O.

Ist (2. 11a) nicht eine Identitidt, so bekommen wir die weiteren Integrabilititsbedin-
gungen von (2.10) durch die Bildung der kovarianten Ableitungen von (2. 11a).
Es wird in Hinblick auf (2. 10)

(2.11b) T oo Vo [ 5 REOf + 3RS w02 — Vi k 1102051 =0,

(2. 11¢) Tpov*z Vr: [% .R:,,\.O‘; g ;_ R;u,&i % v[\rku]a:(s;] =0,

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkeit von (2. 10)
sind analog zu denen im Satz 1, man mull nur an Stelle der Gleichungen (2. 1),
(2. 3a), (2.3b), (2.3c),... die Gleichungen (2.10), (2. 11a), (2. 11b), (2. 11¢), ...
setzen.

In vollstindig analoger Weise kann man die Integrabilititsbedingungen der
allgemeinen Formel (1. 1) bestimmen. Setzen wir in der Formel (2. 2)

~2 Aoy
Ot Ty, 5 =0,

so bekommt man die erste Gleichungskette der Integrabilititsbedingungen von
(1. 1). Durch die Bildung der kovarianten Ableitungen der so erhaltenen Rela-
tionen bekommt man unter Beachtung der Formel (1. 1) selbst alle Integrabili-
titsbedingungen der Fundamentalgleichung (1. 1).
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§ 3. Geometrische Interpretationen der Vektoren von
rekurrenter Kovarianter Ableitung

T*(x) soll im folgenden immer ein Vektorfeld von rekurrenter kovarianter
Ableitung bedeuten, d. h. es soll immer die Relation (2. 1) giiltig sein. Nehmen
wir jetzt an, dal3 der Vektor k,, der in der Formel (2. 1) vorkommt, ein Normal-
vektor einer Kurve

C: x*=x"1)
ist, d. h.:

3.1) k‘.(x(r))%?o

besteht. Es kann aus (2. 1) und (3. 1) unmittelbar verifiziert werden, daB wenn fiir
das Vektorfeld T*(x) die Relation (2. 1) giiltig ist, so ist T* lings der Kurve C parallel
verschoben. Das charakteristische Differentialgleichungssystem der Parallelver-
schiebung der Vektoren ist ndmlich:

DT:EV‘.T’(&‘;ZO,

"
3.2 dt d

woraus unsere Behauptung auf Grund der Formeln (2. 1) und (3. 1) unmittelbar
folgt.

Wir wollen noch bemerken, da3 die Relation (3. 1) in den affinen Rdumen
eben die pseudo-Orthogonalitit der ko- und kontravarianten Vektoren (in (3. 1)

dt
Wir beweisen jetzt den folgenden

1st ndmlich L5 ein kontravarianter Vektor) definiert (vgl. [2] § 11.)%).

Satz 4. Ist T*(x) ein Vektorfeld von rekurrenter kovarianter Ableitung, und ist
in der fiir T* giiltige Relation (2. 1) das Vektorfeld k, ein Gradientvektorfeld, so geht

durch jeden Punkt x* eine Hyperfliche &, lings der T* absolut parallel ist.
(0)

Bemerkung. Wir nennen einen Vektorfeld 7 lings einer Hyperfliche &, ab-
solut parallel, falls 7, lings jeder Kurve C von &, parallel verschiebbar ist.

Der Satz 4 ist gewissermaBen zu Satz 2* dhnlich; im Satz 2* ist aber das ab-
solut parallele Vektorfeld nicht mit 7* identisch.

BEWEIS DES SATZES 4. Nach unserer Annahme ist das Vektorfeld k, ein Gra-
dientvektorfeld, d. h. es existiert ein Skalarfeld k(x) so, daB k,= d,k ist. Betrachten
wir jetzt die Hyperfliche

Fo: k(x}, x3, ..., x0—k(xt, x2, ..., x")=0,
(0) (0) (0)

Wir zeigen, daB3 diese Hyperfliche den Bedingungen des Satzes geniigt. Offenbar

liegt der Punkt x* auf &,. Liegt nun eine Kurve x,=x,(7) (f,=1=t,) auf &,,
(0)

3) Die pseudo-Orthogonalitit ist im metrischen Fall mit der Orthogonalitit identisch.
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so ist
k(x1(@), ..., x"(t)) —k(x!, ..., xm) =0,
(0) (0)

falls 1, =t=1, ist. Differenziert man unsere letzte Gleichung nach 7, so bekommt
man unmittelbar die Gleichung (3. 1) mit k, =7 k(x). Aus (3. 1) folgt aber auf
Grund von (2. 1) die Relation (3. 2), und das driickt eben den Satz 4 aus.

Die Umkehrung dieses Satzes ist im allgemeinen nicht giiltig; (vgl. die Be-
merkung am Ende von § 3); es besteht aber der

Satz 5. Existiert in jedem Punkt x* des Raumes eine Hyperfliche &, so daf§

' (0)
lings & ein vorgegebenes Vektorfeld T*(x) absolut parallel ist, so hat die kovariante
Ableitung von T* die Form

(3.3) V. Te=k,*,

wo k, den kovarianten Normalvektor von &,, bzw. t* ein kontravariantes Vektorfeld
bedeutet. Ist 1* = ¢T?, so hat T* rekurrente kovariante Ableitung. (¢ bedeutet einen
Skalar. )

BewErs. Es sei k, der Normalvektor von &,. Da zu jedem Punkte x” des Raumes
eine Fliche gehort, lings der 7*(x) parallel verschiebbar ist, ist in jedem Punkte
x? des Raumes der Vektor k, definiert. Erginzen wir das Vektorfeld k (x) durch

die linear unabhidngingigen Vektoren e, (i=1,...,n—1)*) zu einem kovarianten
(i)
n-Beinfeld, wobei e, =k, gesetzt wurde. Durch die Gleichungen
(m)

(3.4) ee,=0d,
(o) (a)

(d,, bedeutet das Kronecker-d) ist zu e, das adjungierte kontravariante n-Beinfeld
()
definiert. Setzen wir in (3. 4) ¢ =n, so sieht man, daB die Vektoren e~ ..., ¢ Tan-
(1) (n—1)
gentenvektoren von &, sind.
Nehmen wir nun an, dall die Gleichung der Hyperfliche &, durch

Fo: k(x1; x2,...,x%)=0
angegeben ist. Der Normalvektor von &, ist dann durch

(3.5) e,=k,=0k(x!,...,x")

(n)
angegeben. Ist nun C: x¥=x"(r) eine Kurve auf &,, so besteht lings C offenbar
die Relation (3. 1). Da c‘% in einem Punkte von & ein beliebiger Tangentenvektor
sein kann, wird neben (3. 1) in jedem Punkte von &, auch

ke*=0 (i=1; .ccui—=1)
(i

durchlaufen. Die griechischen Indizes bedeuten — wie vorher — die Zahlen 1,2,..., n.
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bestehen, da die ¢* — wie das schon bemerkt wurde — Tangentenvektoren von
(i

&, sind.
Nach der Annahme des Satzes ist
dx®
N.To . —
3.6) W & rr 0,
[ jig 3 & & s R ¥
wenn —- ein beliebiger Tangentenvektor von &, ist. Wihlen wir fiir = der Reihe

nach die Vektoren e', so wird nach (3. 6)
(i)

3.7 V,T%"=0, =1, ....8~1).
(i)

Die Beindarstellung von V 7% sei:

(3.8) V,Te=t,e%, %),

(o) (&)

wo die GroBen ¢,, skalare Funktionen bedeuten.
Eine Kontraktion von (3. 8) mit ¢* gibt wegen der Formeln (3. 4) und (3. 7):
(i)

(3.9) t,e*=0.
(o)

Nach der Bezeichnung
f’ dcfrmet
(2)
bekommt man aus (3. 8) wegen (3.9)

V. I*=fe;

(n)
diese Formel ist aber wegen der Formel (3. 5) eben mit (3. 3) identisch, w. z. b. w.

BEMERKUNG. Die Formel (3. 3) zeigt, daB der Satz 4 nicht umkehrbar ist,
widrigenfalls miisste ndmlich r*=T* bestehen. Sind aber 7% k,=dk und t*=T*
vorgegeben, so kdnnen aus den n? Gleichungen (3. 3) solche Ubertragungsparameter
I,”, bestimmt werden, fiir die die Relation (3. 3) mit r* = T* gilt.

§ 4. Konstruktion der Ubertragungsparameter

In diesem Paragraphen wollen wir unser zweites Problem untersuchen.
T,p(x) sei ein in «, B symmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe,

es sollen solche in o,y symmetrische Ubertragungsparameter TP, konstruiert
werden, daf T,; beziiglich I',P, eine rekurrente kovariante Ableitung habe.

Beziiglich des Tensors 7,; nehmen wir noch an, daB

@.1) Det. (T,) #0

5) Auf die Indizes p. o soll selbstverstindlich summiert werden.
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ist, und das Vektorfeld k, in der Formel
(40 2) V‘, Tuﬂ = k‘, Ta’ﬂ

sei vorgegeben,
Aus (4.2) bekommt man fiir I',”, das Gleichungssystem:

(4. 3) rgﬂwraﬂ + rﬂay Tuo - (‘»", T:ﬁ e k\‘ Tﬁﬁ -

Durch zyklische Permutation der Indizes w«, ff, y bekommt man zwei weitere Glei-
chungen. Addiert man die ersten beide, und subtrahiert man die letzte, so wird in
Hinblick auf die Symmetrie von I',”; und 7, in 2, fi:

(4- 4) r:\‘Tuﬂ - ; (6\!7;3 + amTﬂv = 6,87-\-:) - ;(kv T:rﬂ o k:Tﬂ\' = kﬂ T\‘:)'
Das Gleichungssystem
. 5) T,,T"* =35,

ist wegen (4. 1) beziiglich 77 eindeutig aufldsbar. Aus der Gleichung (4. 4) be-
kommt man somit nach einer Uberschiebung mit 747:

(4.6) T2=3T70,Toe+8.Tp—8,T,) — 1 (k5L + k8% =k, TVT,.).

Nio Farmol (A l"\\l hoctimmt lfkpfpnfupn affinon r}hartrnannal‘nnrnmalpr Adio oino

solc(4. 6) T2 =35T70,Tp+ 0,T o — 0,Toe) — 5 (k5L + K, 0% =k, TT, ).

Die Formel (4. 6) bestimmt diejenigen affinen Ubertragungsparameter, die eine

es sollen solche in a,y symmetrische Ubertragungsparameter I, bestimmt
werden, daf§ der symmetrische Tensor T*' beziiglich I',*, eine rekurrente kovariante
Ableitung habe.

Es wird sich zeigen, daBl die durch (4. 6) bestimmten symmetrischen affinen
Ubertragungsparameter auch im kontravarianten Fall fiir 7% rekurrente kovariante
Ableitung bestimmen. Es soll also

4.7) VI8 =T
bestehen, wo ki ein kovariantes Vektorfeld bedeutet. Wir nehmen an, dal3
Det (7#%) %0

besteht: somit werden durch die Gleichung (4. 5) die T, eindeutig bestimmt. Bilden
wir jetzt die Ubertragungsparameter mit Hilfe von 7,, und 7* durch die Formel
(4. 6), so wird fiir 7,; (4.2) bestehen, d. h. T, wird ein Tensor von rekurrenter
kovarianter Ableitung sein.

Differenzieren wir jetzt beide Seiten der Gleichung (4. 5) kovariant nach x7,
so wird nach einer Uberschiebung mit 72¢ in Hinsicht auf (4. 5):

V,T7 = —T"#T*V,T,,.

Beachten wir jetzt, daB fur T,, die Relation (4.2) giiltig ist, so bekommt man
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aus unserer letzten Formel:
(4. 8) V,Tr=—k, T,

Mit der Bezeichnung k79— k, geht die letzte Formel eben in (4. 7) iiber.
Wir haben damit die Giiltigkeit des folgenden Satzes gezeigt:

Satz 6. Die Formel (4.6) bestimmt solche affine Ubertragungsparameter, daff
beziiglich dieser Ubertragungsparameter sowohl T,;, wie auch T** Tensoren von
rekurrenter kovarianter Ableitung von der Form (4.2) bzw. (4. 8) sind, falls (4. 1)
und (4.5) bestehen.

§ 5. Geometrische Interpretationen beziiglich der konformen
und projektiven Veriinderung der I',/,

Ist g,; der metrische Grundtensor eines Riemannschen Raumes und {’.}
das zu &ap gchongc Christoffelsche Symbol, so ist nach einer konformen Veriin-

derung g,; =e*?g,, durch
(5.1) (P + ot +odl—0,8%8, 0. 0,0

das zu g,, gehorige Christoffelsche Symbol bestimmt. (Vgl. [3] (2. 6) und (2. 3a)).
Vergleichen wir die Formeln (4. 6) und (5. 1), so sicht man, dafl beide densel-
ben Charakter haben. Setzen wir nimlich in (4. 6):

v
so geht die Formel (4. 6) eben in (5. 1) iiber. Daraus folgt der folgende

Tﬂﬂ=gﬂﬂ‘ k‘_z _26‘.. r’: — {

_ Satz 6. Die konforme Verdndureng der Christoffelschen Symbole bestimmt solche
Ubertragungsparameter, in Bezug auf welche der urspriingliche metrische Grundtensor
eine rekurrente kovariante Ableitung hat.

Wir wollen jetzt die projektive Verinderung
(5.2) L5t 4+ 80y, + 07y,

beziiglich eines Vektors von rekurrenter kovarianter Ableitung untersuchen. Wir

bezeichnen die mit I’ ., gebildete kovariante Ableitung mit V,. Es entsteht das
Problem: Kann die Relation

(5.3) @@ WIr=%o,1*+1,Te, (b) ¥, T*=0

bestehen, falls fiir den Vektor 7% die Relation (2. 1) besteht? Die Antwort gibt
der folgende

Satz 7. Ist T* ein Vektorfeld welches beziiglich der durch I',”, bestimmten kova-
rianten Ableitung von rekurrenter kovarianter Ableitung ist, so ist fiir das Bestehen
der Relation (5. 3) notwendig und hinreichend, daf k,T°=0 giiltig sei, wo k, den
in (2. 1) vorkommenden Vektor bedeutet. Es wird dann v, = —k, sein.
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Bewers. Erstens zeigen wir, daBl die Bedingungen hinreichend sind. Nach (5. 2)
bekommt man aus (5. 3) (a):

o V7=V, T*+ Ty, + W, T
Beachten wir jetzt die Bedingungen
V.= —k,, k,Te=0,

so wird die Formel (5. 4) in Hinsicht auf (2. 1) in die Formel (5. 3) (b) iibergehen.
Die Bedingungen sind also hinreichend.

Nehmen wir jetzt an, dall neben (2. 1) auch die Gleichung (5. 3) (b) giiltig ist.
Wegen (2. 1) und (5. 2) reduziert sich (5. 3) (b) auf

(5.5) kyT*+ (030, + d5y,) Te=0.
Eine Uberschiebung dieser Gleichung mit 1, gibt:
(ky+ 2y, )¢, T2=0.

Es ist also entweder 1) ,7¢=0, oder 2) ¢, = —ék‘,.
Im Falle 1) ist nach (5.5)

(k\- +y,)T*=0,

woraus wegen 7,70 die Relation ,= —k, folgt. Das beweist eben den Satz.
Wir zeigen, daB 2) nicht moglich ist. Wire ndmlich ¢, = —-;—k,. so wiirde nach

(5. 5) und nach Multiplikation duch 2:

(5.6) k,T*—k,T°=0

bestehen. Eine Verjiingung beziiglich «, v ergibt
(1—=n)k,Te=0,

d. h. die Gleichung (5. 6) geht in
k,T*=0

uiber, was nicht moglich ist. Damit haben wir den Beweis von Satz 7 vollstindig
beendet.

§ 6. Der Fall £, =Grad, k

Wir werden in diesem Paragraphen diejenigen Tensoren untersuchen, fir die
die Relation (1. 1) gilt, d. h. die rekurrente kovariante Ableitung haben, und fir
die k,= .,k besteht, wo k(x) ein Skalarfeld bedeutet. Im Paragraphen 3 haben
wir schon gezeigt, daB3 eben dieser Fall wichtige geometrische Bedeutung hat, aber
auBer unseren geometrischen Interpretationen spielt die rekurrente kovariante Ablei-
tung in einem Teilgebiet der Theorie der Riemannschen Rédume, nidmlich in der
Theorie der Rdume von rekurrenter Kriimmung auch eine wichtige Rolle. In diesen
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Réiumen gilt fiir den Kriimmungstensor R,;, die Relation
Vv lein - kalxj,“ B

und k, ist immer ein Gradientvektor (vgl. [4] und [6]).
Wir beweisen erstens den folgenden

Satz 8. Stimmen fiir einen Tensor die Zahlen der ko- und der kontravarianten
Indizes iiberein, und hat dieser Tensor rekurrente kovariante Ableitung, so kann das
Vektorfeld, welches in der Formel der kovarianten Ableitung vorkommt, nur ein Gra-
dientvektorfeld sein.

BewEels. Wir miissen zeigen, daB falls in der Formel (1. 1) j=k ist, dann be-
steht:

(6.1) k,(x)=27k(x), k(x): Skalar.

Ist aber j=k, so bekommt man aus der Formel (1. 1) nach k-maliger Ver-
jungung:
(6.2) V,T=k,T, TETI&

wo T ein Skalarfeld bedeutet. Fiir ein Skalarfeld ist aber die kovariante Ableitung
mit der partiellen Ableitung identisch, somit geht die Formel (6. 2) in

k,=a,log|T|

iiber, was die Behauptung des Satzes beweist.
Im folgenden nehmen wir an, dal} in der Formel (1. 1) j #k ist. In diesem Falle
kann durch Verjiingung immer erreicht werden, daB in (1. 1) statt des Tensors

Ty'4) ein rein kontra-, oder ein rein kovarianter Tensor steht. Z. B. wenn j<k

ist, so folgt aus der Formel (1.1)
(6‘ 3) Vr"‘.'l---}‘l =kvr;'l...;-.-:

WO
by = Taaimems~ (I=k—=i)
Der folgende Satz ist giiltig:

Satz 9. Ist in der Formel (6.3) |=pr, und existiert ferner ein Tensor v*-*z,
der der Relation

(6.4) V, vt =0
geniigt, so ist in der Formel (6. 3) k, ein Gradientvektor.
Bewers. Es ist

(¥,

oy i - ot W Tp p¥p +1-0:72p WWir=np+1.--Trp
..A;p;.u+[..‘,:,,...4(r-1)p+|...,ppl . l e L

ein Skalar. Eine Kontraktion von (6. 3) mit

piLTppip+1ad2p plir=1)p+1:Trp
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gibt wegen der Bedingung (6. 4) die Gleichung
Y=kt

Dividieren wir diese Gleichung mit ¢, und beachten wir, daB fiir einen Skalar
V,t=a, ist, so wird
k,=¢,logltl,
und das beweist den Satz.
Dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines bekannten Satzes der Riemann-
schen Rdume von rekurrenter Kriimmung. Im Riemannschen Fall besteht — wie
das schon bemerkt wurde — fiir den Kriimmungstensor die Relation:

V Ra ,6—k R:,&s

falls der Raum von rekurrenter Kriimmung ist.
Setzen wir 6 =f, so wird nach Summation auf f

V.R,,=k,R,,, R,=R!,

und das ist eben das Analogon der Gleichung (6. 3). Der Tensor, der der Bedingungs-
gleichung (6. 4) geniigt, ist jetzt der metrische Fundamentaltensor g% (vgl. [6]).

Am Ende geben wir die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir,
daB in der Formel (1. 1) das Vektorfeld k, ein Gradientvektorfeld sei.

Satz 10. Ist fiir das Vektorfeld T, ;! die Relation (1. 1) giiltig, so ist die Re-
lation
K .n'
(6.5) 1_21' RplnTp b obivr = P R T

notwendig und hinreichend dafiir, daf in (1. 1) k, ein Gradientvektor sei. Der Tensor
R in der Bedingungsgleichung (6. 5) ist der zu I' .}, gehirige Kriimmungstensor.

Bewers. Auf Grund der Formel (2.2) werden die Integrabilititsbedingungen
der Gleichung (1. 1):

‘R,’;".TQI JEf = OEh+ s ?k_o-

t\)'-"'

: Xfoes® g
{6 6) V[rkp] Tﬂ]-uﬂk + 2 .ET Rﬂ'i Hv Tﬂ: i-10 ﬂl+| 31\

—-l'
i= -

-

i

Ist k, ein Gradientvektor, so geht (6. 6) eben in (6. 5) tiber, da I',”, in , y symmet-
risch vorausgesetzt wurde, Die Bedingung (6. 5) ist also notwendig.

Nehmen wir nun an, daB die Relation (6. 5) besteht. Die Integrabilititsbedin-
gungen (6. 6) von (1. 1) reduzieren sich in diesem Falle auf

Yok 5,5 =0.
Da Ty, nicht ein Nulltensor sein kann, mufl
Vivk =0
O k,y=0
folgt. Das beweist aber, dal k, ein Gradientvektorfeld ist.

bestehen, woraus
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