107

Bemerkungen zu Sizten von K. Tandori
Von LASZLO LEINDLER (Szeged)

Es sei {¢,(x)} ein im Intervall (@, b) orthonormiertes Funktionensystem und
{a,} eine Koeffizientenfolge mit > @’ e-. K. TANDORI hat die folgenden Sitze
=0
bewiesen:

Satz A'). Es sei N(=1) eine beliebig angegebene natiirliche Zahl. Mit {u,}
wird die (wachsend angeordnete) Folge derjenigen natiirlichen Zahlen bezeichnet,
die in der Form 2" +2%:4 ... +2% mit ganzzahligen Exponenten v,=...=v,=0
(1=r=N) geschrieben werden kinnen. Sind die Bedingungen

Cuécn+1(:'0) (Hﬂo, 1$'“)a

n=0
und
az; =0(c3)
erfiillt, und ist die Orthogonalreihe
4y R RNEY
n=0

fast iiberall (C, 1)-summierbar, so konvergiert die Folge {su,(x)} fast iiberall, wobei
s,(x) die n-te Partialsumme der Reihe (1) bezeichnet.

Satz B?). Gibt es eine Indexfolge {n}(n, <n,<=...<n,<...), fiir die

B e
kz min {c,, Vi sy — Ny, Cn (Mg —my) log? k} <o

mit einer positiven, monoton nichtwachsenden Koeffizientenfolge {c,} gilt, so ist die
Orthogonalreihe (1) im Falle a= O(c?) fast iiberall (C, 1)-summierbar.

1) K. Tanpori, Bemerkung zu einem Satz von A. N. KOLMOGOROFF, Acta Sci. Math. Szeged
22 (1961), 133 —135.

2) K. Tanpori, Ein Summationssatz fiir Orthogonalreihen mit monotoner Koeffizienten-
folge, Acta Sci. Math. Szeged 21 (1960), 15 —18.
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In dieser Note werden wir diese Sdtze verallgemeinern. Diese Verallgemeine-
rungen lauten folgendermalen

Satz 1. Gibt es eine Indexfolge {m}(my <m,<...<m = ...) und eine positive
Koeffizientenfolge {c.}, fiir die

(2) ay=0(c,) fiir n=m+1,...,m,
und
3) k‘lck(mt+1_mk){°°

bestehen, so gilt fiir beliebige Indexfolgen {v,(k)} und {p,}, fiir die

Pr

(4) !_Z: vi(k)=0(m; .y —my)
erfiillt sind, daf fiir jede 1 (I=p,) mit k — <

(5) smk (x)_smk-'-\']lk)("") _.0
und

(6) ".Mj. +1 ('t) 5 SM;; +1=w(k ](“‘) e 0
sind.

Aus diesem Satz ergibt sich der folgende

Satz 1. Gibt es eine fast iiberall konvergente Partialsummenfolge {s,, (x)}
der Orthogonalreihe (1) und eine positive Koeffizientenfolge {c,} mit Bedingungen
(2) und (3), so ist die Reihe (1) fast iiberall (C, 1)-summierbar.

Zur Konvergenz der Partialsummenfolge {s,, (x)} ist z. B. die Bedingung

(7 S min {( ME'I af) ; ( ""2” a,';’)logzk} <eoo
k n=m.+1 n=my 4+ 1

hinreichend.

(WL

1
-

Es ist offensichtlich, daB die Bedingungen dieser Sitze schwiicher als die Be-
dingungen der Tandorischen Sitze sind.

BewEels voN SATZ . Wir setzen

S (x)= :i(s'""(x) — S+ wyct) (X)) (k=1,2,...).

Auf Grund von (2) und (4) ergibt sich
]

J.‘sf (x)dx = O(I)IE; v (k) =0 (1) ey (myy y —my).

a

So ist nach (3)

k=1

b
ZJ“SE(-\’)JN=O(1) ﬁ‘ Cx(My gy —my) < .
k=1
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Daraus ergibt sich durch Anwendung des Satzes von B. Levi, daBB die Reihe
2 0¢(x)
k=1

fast iiberall konvergiert; also fast iiberall §,(x) -0 besteht.
Wiederholen wir das Obenstehende mit

— P
o W= 3 (mrs ()= S s =wary (¥))P,

so ergibt sich fast iiberall 3,‘(.\')-*0. Aus den naheliegenden Ungleichungen

|sﬂlk (x) F 73 smk +vi(k) (.\.’)l = 6.& (X)
und

Ism;" 1 (x) i Snu” 1—vi(k )('Y)l = St('\‘)

ergeben sich die Behauptungen (5) und (6).
Damit haben wir den Satz | bewiesen.

Bewers vON SATz II. Wir wenden den Satz I mit v,(k)=2Uleemd+! —m, und
pi=[log my . ] —[log m] an?®). Offenbar erfiillt sich die Bedingung (4) mit diesem
Zahlen v,(k) und p,, also gilt

8§21(X) — S, (x) =0 (m=2"=my )

fast iiberall. Damit haben wir bewiesen, dal die Folge {s,(x)} fast iiberall kon-
vergiert. Daraus folgt nach einem bekannten Satz von S. Kaczmarz?*), dall die
Reihe (1) fast iiberall (C, 1)-summierbar ist. '

Um auch die Hinlidnglichkeit der Bedingung (7) fiir die Konvergenz der Partial-

summenfolge {s,, (x)} zu beweisen, bezeichnen wir i; <i, <...<ig<... die Indizes
k, fiir die

min{( 51 a,'*,'). y ( El af)long}=( kZ:I a,",’)
n=my+ 1 n=nmy+ 1 n=mg+1

ist, und j;, <j, <...<j,=<... die librigen Indizes. Auf Grund von (7) ist

: b
,:2"; f IS, o o (X) — S, (x) |dx = Vb—a _Z-:‘ ]/ I (._'.',,,I_'+ ,(x)— s,,,ﬁ(.\‘))zdx =

r

P e e |'I m["]
=Vb—aJ| J a <o,
sa=1 N=m‘s+l

3) In dieser Note wird der Logarithmus mit der Basis 2 verwendet, weiterhin bezeichnet [a]
den ganzen Teil von a.

4) S. Kaczmarz, Uber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen, Math. Ann. 96
(1927), 148 —151.
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daraus folgt mit Anwendung des Satzes von B. Levi, daBB die Reihe

(8) Z (5w 01 ()= 5, ()

fast iiberall konvergiert. Wir setzen
" {(irz,f,,(+ sl bt it E=hilr=1,2 5%
k —

0 sonst
und
1 my -
— 3 agx) fir b0,
n=myg+ 1
O, (x)={ l* (k=12,..).

Vityss =y waiigy ") TUF B=0,
Offenbar ist das System {®,(x)} orthonormiert und die Koeffizientenfolge {5}
erfiillt nach (7) die Bedingung des Satzes von D. MENCHOFF und H. RADEMACHER?);
so folgt, daB die Reihe

lvjs

- bkq)k (X),

k=1

]

d. h. die Reihe
© 3 (5w, () = 5, ()

fast iiberall konvergiert. Durch Addition von (8) und (9) ergibt sich, daB die Reihe

k;.l (smk 1 (.\') . smk('\‘))

und folglich die Folge {s,, (x)} fast iiberall konvergiert.
Damit haben wir den Satz II vollstindig bewiesen.

(Eingegangen am 15. Januar 1962.)

5) D. MencHoFF, Sur les séries de fonctions orthogonales (Premiere partie), Fundamenta
Math., 4 (1923), 82 —105; H. RADEMACHER, Einige Sétze iiber Reihen von allgemeinen Orthogonal-
funktionen, Math. Ann., 87, (1922), 112 —138.



