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Bestimmung aller Spiegelkurven, die fiir parallelen
Lichteinfall untereinander dhnliche oder kongruente
Brennlinien erzeugen

Von W. WUNDERLICH (Wien)

Zusammenfassung. Durch Zuriickfithrung einer Funktionalgleichung auf eine
gewohnliche Differentialgleichung wird gezeigt, daB nur die folgenden reellen
Kurven der Ebene die Eigenschaft haben, ein Biischel paralleler Lichtstrahlen so
zu reflektieren, dall die entstehende Brennlinie sich bei Wechsel der Lichtrichtung
blof3 idhnlich oder kongruent verdndert: Die logarithmische Spirale, der Kreis,
die dreispitzige Hypozykloide und die Parabel. Die zugehorigen Brennlinien sind
der Reihe nach: Ahnliche Spiraloiden, kongruente Nephroiden, kongruente Ast-
roiden und #hnliche Tschirnhauskubiken.

1. Vorbereitung. Sei k eine beliebige, spiegelnd gedachte Kurve der Ebene,
gegeben durch ihre Tangentengleichung in kartesischen Koordinaten

(1) xsin T—ycos t=h(1).

Die ,Stiitzfunktion™ h(t), die den Zentralabstand /& der Tangente in Abhingig-
keit vom Richtungswinkel t festlegt, sei viermal differenzierbar vorausgesetzt.
Ableitung nach dem Parameter t liefert zunichst die Kurvennormale

2 xcost+ysint=WI,

anschlieBend die Evolutennormale

3) —xsint+ycost=h".

Im Abstand der parallelen Geraden (1) und (3) hat man dann den Kriimmungs-
radius

“4) e=h"+h.

Die Funktion g=po(1) legt die Kurve k bis auf Parallelverschiebungen fest, die
Funktion ¢ = A-9(r — p)analog jene Scharzu k dhnlicher Kurven k., die aus k durch

MafBstabsinderung Z:1, Drehung um den Winkel u und Parallelverschiebung her-
vorgehen.

Trifft ein paralleles Lichtstrahlenbiischel mit dem Richtungswinkel « auf die
Kurve k, dann erhiilt man das System der reflektierten Strahlen einfach durch
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Bildung der Linearkombination von (1) und (2) mittels der Faktoren cos (1 —a)
und sin (r — ). Die so gewonnene Gerade

(5 xsin(2t—a)—ycos 2t —a)=H(t)=h cos (t—a)+ h’ sin (1t — a)

enthélt ndmlich den im Schnitt von (1) und (2) liegenden Kurvenpunkt 7'(tr) unp
hat den vom Reflexionsgesetz vorgeschriebenen Richtungswinkel 2t —a« (Abb. 1).
Die von den reflektierten Lichtstrahlen einge-
hiillte Brennlinie (Kaustik) I, wird nun durch
die Funktion H(t), in ihrer Abhingigkeit vom
Richtungswinkel @ =2t —a betrachtet, ebenso
beschrieben wie die Spiegelkurve k durch A(r).
Demzufolge ergibt sich analog zu (4) der Kriim-
mungsradius R von [, durch

J

(6) Rzi"H”"i’*H:"‘:‘:(h”’"}‘h’)'

-sin (t—a) + %(h”-{-h) cos (t—x).

<L\

Zwischen den Kriimmungsradien der Spiegel-
kurve k und der Brennlinie /, besteht mithin die
fiir das Folgende grundlegende Relation:

(7) R:%g’ sin (1:—0!)+%Q cos(t—a).

2. Problemstellung und Ansatz. Nimmt das Biischel der einfallenden Licht-
strahlen alle moglichen Richtungen « an, so durchlduft die Brennlinie /, von k
eine gewisse Schar {I,}. Es wird nun die Frage aufgeworfen, wann eine solche
Schar aus lauter untereinander dahnlichen oder sogar kongruenten Brennlinien be-
steht?

Es liegt auf der Hand, daB dies sicher dann der Fall ist, wenn die Spiegelkurve
k selbst eine kontinuierliche Gruppe von Ahnlichkeits- oder Kongruenztransfor-
mationen gestattet, also wenn k eine logarithmische Spirale bzw. ein Kreis ist. Merk-
wiirdigerweise sind aber noch zwei weitere derartige Vorkommnisse bekannt, ndm-
lich bei Annahme einer spiegelnden Parabel [1, 3] oder einer Steinerzykloide |2, 3].
Ob es dariiber hinaus noch weitere Beispiele geben kann, war bis jetzt ungeklirt.
In der vorliegenden Note soll nun gezeigt werden, dal mit den vier aufgezihlten
Fillen tatsdchlich alle Maglichkeiten (im Reellen) erschopft sind.

Beachtet man, daB die zur Spiegelkurve k gehorigen Brennlinien /, der Gestalt
nach vollstindig durch die Abhingigkeit R=R(t, o) gemaB (7) charaktensnert
sind, dann liuft die Forderung nach Ahnlichkeit irgend zweier Brennlinien /, und
l,+p darauf hinaus, daB zwischen ihren ,natiirlichen” Gleichungen R= R(r o)
und R = R(t, 2+ ff) nach einer oben gemachten Bemerkung eine Relation

(8) R(t,a+ pf)=/4+R(t—pu, o)

besteht. Diese Beziechung muB identisch in t gelten, wobei A und x noch in irgend-
einer Weise von 2 und f (jedoch nicht von t) abhingen werden.
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Zur Losung dieser Funktionalgleichung, in welcher zufolge (7) neben der unbe-
kannten Funktion ¢(t) auch noch deren Ableitung ¢ auftritt, lassen wir bei festem
z den Zuwachs -0 gehen. Hierbei wird 2 —~1 und p—0 streben, und wirsetzen

. A=
9) lim ——=n, lim & = m,
g0 B p-o B
die Existenz dieser Grenzwerte hiermit annehmend. Formen wir die Beziehung

(8) um in

R(t,a+p)—R(tr,2) i—1 R(t—p, 0)— R(r, o)
= = R ) 3
3 7 (t—n )+ o 7

so erhalten wir mit f—0 als Bedingung fiir die infinitesimale Ahnlichkeit benach-
barter Brennlinien die Gleichung

(10) BK R
(a4 ot
Hierin héngen die Koeffizienten m und » nur mehr von z ab.
Setzen wir nunmehr fiir R den Ausdruck gemil (7) ein, so erhalten wir eine
gewdhnliche, linear-homogene Differentialgleichung 2. Ordnung:

msin(t—a)-0” +[(4m—1) cos (t —a) —n sin (t —2)]+-0" —
—3[(m—1)sin(t—a)+ncos(t—a)]-0=0

(11)

(Zufolge der Voraussetzung iiber 4 ist ¢ zweimal differenzierbar.)

Die unbekannte Funktion ¢(7) muB einer solchen Differentialgleichung geniigen,
stellt jedoch keineswegs ihr allgemeinstes Integral dar; sie ist vielmehr durch
die Forderung eingeschriinkt, eine ganze einparametrige Schar solcher Gleichungen
mit geeignetem m=m(x) und n=n(x) befriedigen zu sollen. Umgekehrt fiihrt jede
derartige Losung zu einer Antwort auf unsere Frage, da infinitesimale Ahnlichkeit
an jeder Stelle der Schar {/,} gewiBlich die finite Ahnlichkeit zwischen irgend zwei
Scharkurven nach sich zieht.

3. Losung des Hauptfalls m 0. Fiir den Fall, daBl m nicht identisch verschwin-
det, kann die Gleichung (11) mit Beniitzung der Abkiirzungen

4m—1
12 —
(12) y p»

= ]

3=

einfacher geschrieben werden:
(13) (" +9)+[pctg(r—a)—gle'— [p+qctg (t—a)]-3¢=0.

Wir greifen nun aus der Gleichungsschar die beiden zu 2 =0 und % =nr/2 geho-
rigen Teilgleichungen heraus, deren (konstante) Koeffizienten wir mit pg, go bzw.
D1, q, bezeichnen:

(0" +90) +(po ctg T—qy) 0" —(py +qo ctg 7)-30=0,

14 " .
o (0" +9%)—(pytgt+q,)0 —(py—q,127)-30=0
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Fiir die uns interessierende gemeinsame Losung mull gelten
(0" +90): ¢":30=(poP1+qoq1)(ctg T+1g 7):
(Po—P1tqoctgT+q1g817)(poctg t+p tg T—qo+4,y),
und zwar identisch in 7. Setzen wir noch

(15) Po—P1=a, po+p1=A,9;—q,=b, qo+q,=B, popy +9¢9, =D,

dann ldBt sich auf Grund einfacher Umformungen mittels eines noch zu bestimmen-
den Proportionalitdtsfaktors f(t) der nachstehende Ansatz treffen:

30=/f-(acos 2t —b sin 2t + A),
(16) o =f+(asin 2t+ b cos 2t + B),
0" +90=1-2D.

Differenziert man nun die ersten beiden Gleichungen nach t und vergleicht man
die so erhaltenen Ausdriicke fiir 3p” und ¢” mit den Ansétzen, so erhilt man zwei
linear-homogene Differentialgleichungen 1. Ordnung fir f(1):

i (acos 2t — b sin 2t + A)f" — (5a sin 27 + 5b cos 2t + 3B)f=0,
(17 (asin 2t+b cos 21+ B)f + (5a cos 2t — 5b sin 21+ 34 --2D)f=0.

Sollen diese beiden Gleichungen aber eine gemeinsame nichttriviale Ldsung zu-
lassen, so mub} ihre Determinante verschwinden. Dies fiihrt auf die notwendige Iden-
titdat
(18) (8a4 + 8bB—2aD) cos 2t + (8aB—8bA + 2bD) sin 2t +

+(5a*+ 5b*+3A4% +3B*—2A4D)=0,
«die nur dann bestehen kann, wenn alle drei Klammerausdriicke verschwinden.

Es muB mithin gelten:
(44— D)a+4Bb=0,

(19) —4Ba+ (44— D)b=0,
5(a® +b?)+3(A>+ B?)=24D.
Hinsichtlich des Verhaltens der zu den ersten beiden Gleichungen gehorigen
Determinante
(20) A=(44—D)>+16B?
sind nun zwei Unterfille zu unterscheiden.

1. Unterfall: A=0. :
Aus den ersten beiden Teilgleichungen (19) folgt zuniichst @ =b=0, also ge-
miB (15)

(21) Po=P1:90=4q1-
Die dritte Gleichung (19) nimmt dann mit 4 =2p, und B=2g, die Gestalt
(22) D(po—3)=0 mit D=p§+q3
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an. Nun ist aber D #0, denn D=0 wire im Reellen nur durch p,=¢q,=0 erfiillt,
und dies wiirde entgegen der Voraussetzung auch A =0 nach sich ziehen. Es ist
also p,=3 bei beliebigem g,, und die Differentialgleichung (17) lautet

(23) [ —4of=0.

Thr Integral f=%C-e‘*°‘ fithrt iiber die erste Teilgleichung (16) auf die Ldsung
(24) o= C-et",

Man iiberzeugt sich sofort, daB diese Losung auch die allgemeine Gleichung (13)
befriedigt, wenn man in dieser p=3 und ¢=g¢g, annimmt; wir schreiben daher
von jetzt ab einfacher ¢ statt g,.

Die geometrische Interpretation der ,,natiirlichen” Gleichung (24) liegt auf
der Hand: Die durch sie charakterisierte Spiegelkurve k ist fiir g, =¢ #0 eine /loga-
rithmische Spirale

(25) h=c-e mit c(1+¢?=C.
Thre Brennlinien /, werden gemiB (5) beschrieben durch
(26) H=ce"[cos (t —a)+ ¢ sin (1 — )] =

= ¢’e1°/2 sin w—:%ﬂ wobei ctg y==q.

Diese Kurven gehoren zu der bemerkenswerten Familie der ,,Spiraloiden™, die
der Verfasser kiirzlich nédher untersucht hat [4]. Die Funktionalgleichung (8), welche
die Beziehungen in der Ahnlichkeitsschar {/,} regelt, besteht mit i=e%", u=_p.
— Im Grenzfall g, =q =0 kennzeichnet die Gleichung (24) einen Kreis vom Halb-
messer ¢ =C, dessen Brennlinien eine Drehschar aus kongruenten ,,Nephroiden™

w—2o

2

bilden: es handelt sich hierbei um jene bekannten zweispitzigen Epizykloiden, die
als Brennlinien in jeder Kaffectasse beobachtet werden kdnnen [5, 6].

2. Unterfall: A=0.

Das Verschwinden der Determinante (20) bedingt im Reellen 44 — D =B=0.
Die ersten beiden Teilgleichungen (19) sind damit von selbst erfiillt, und die dritte
lautet jetzt: a®+b*=A2 Mit Riicksicht auf ¢,= —gq, bedeutet das p,p, =43,
also D=0. Mithin ist

27 H=C-cos (t—a)=C-cos

(28) A‘;:B:.:a:b:po.—;qnzo,
Die Differentialgleichung (14) reduziert sich damit auf
(29) ¢”+9¢=0,

und ihre Losung
e=0C, sin 3t+ C, cos 3t
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befriedigt auch die allgemeine Gleichung (13), wenn man p=¢=0 setzt. Durch
Drehung des Koordinatensystems 1dfBt sich die Darstellung der Ldsung iibrigens
vereinfachen zu

(30) o=C-sin 3t

Die dadurch charakterisierte Spiegelkurve k ist die bekannte dreispitzige Hypozy-
kloide J. STEINERS, deren Stiitzfunktion angenommen werden kann mit

(31) h=c-sin 31, wobei C= —8c.
Die Brennlinienschar {/,} wird zufolge (5) dargestellt durch
(32) H =2c-sin (4t — 2) — c-sin (2t + ) = 2¢-sin (2w + %) — c+sin (0 + 22x)

und besteht aus kongruenten Astroiden (vierspitzigen Hypozykloiden) mit dem
Inkreisradius 2¢, deren Mittelpunkte den Kreis

X= —¢+cos 22, y = c-sin 2z

erfiillen [2, 3]. Jede dieser Astroiden /, ist der Steinerzykloide k in dem Sinne ,,um-
schrieben™, daB sie durch deren drei Spitzen geht und sie iiberdies noch an einer
Stelle beriihrt.!)

Die zugehorige Funktionalgleichung (8) gilt mit A=1 und u=p/4.

4. Losung des Sonderfalls m=0. Im Falle der zuriickgestellten Annahme, dal}
m identisch verschwindet, erniedrigt sich die Ordnung der Differentialgleichung
(11) auf eins:

(33) [cos(t— )+ n sin (t—2)]-0"+ 3[n cos (t — o) —sin (t— )] =0.

Setzt man n=tgv, so liBt sich die Gleichung umformen zu

»

(34) %=3 tg (t—a—v),

und die Losung lautet
o=C-cos"3(t—a—v), wobei x+ v=const,

da « in ¢(7) nicht auftreten darf. Durch Drehung des Koordinatensystems kann
speziell z+v=0 erreicht werden, sodaBB wir uns auf die Normalform

(35) o=C-cos~ 3t

1) Eine der Steinerzykloide k& solcherart umschriecbene Astroide /. ist mithin trotz vierfacher
Stiitzung mit einem Freiheitsgrad starr beweglich. Die beim Durchlaufen der Scher [/,] vollfiihrie
Bewegung ist eine einfache Kreisrollung, d. h. die Kurven & und /. konnten bei Drehung um ihre
festgehaltenen Mittelpunkte wie Zahnrdder arbeiten. Es handelt sich um eine geometrisch aus-
gezeichnete Sonderform der dem Techniker geliufigen ..Zykloidenverzahnung™, sowie um einen
Spezialfall der merkwiirdigen, von F. MorLey entdeckten ,,adjustierbaren Zykloidenpaare™ [7],
der sich auch den eigenartigen, unlingst vom Verfasser ermittelten, aus Radlinien bestehenden
Gleitkurvenpaaren unterordnen ldfit [8].
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beschrinken konnen. Fiir die zugehorige Stiitzfunktion findet man durch Inte-
gration der Gleichung (4):

C

(36) “2cost’

was, wie man durch Auflosung der Gleichungen (1) und (2) bestétigt, eine Parabel
x=Cilgt.y —-%(tgz 1)

kennzeichnet, die ihren Brennpunkt im Ursprung hat.?) Die Brennlinienschar
{l,} wird zufolge (5) dargestellt durch

_Ccosa  Ccosa
“2cos’t l4cos(w+a)’

37

Sie besteht aus untereinander &dhnlichen Tschirnhauskubiken, das sind spezielle
rationale Kurven 3. Ordnung (4. Klasse), die die Ferngerade zur Wendetangente
haben.?)

Die einschligige Funktionalgleichung (8) besteht mit A= cos (x4 ff)/ cos
und u=0.

Damit ist die vollstindige Diskussion der Schliisselgleichung (11) abgeschlossen.
Sie lieferte alle bisher bekannten Losungen des aufgeworfenen Spiegelproblems,
lehrte aber dariiber hinaus, daBl es (im Reellen) keine weiteren, vielleicht noch
unentdeckten gibt.
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2) FaBt man /& und 7 als Polarkoordinaten des FuBpunkts des aus dem Ursprung O auf die
Spiegeltangente (1) gefillten Lotes auf, dann besagt die Gleichung (36), dafl die FuBpunktkurve
der Spiegelkurve k eine Gerade ist, wodurch & auch als Parabel mit dem Brennpunkt O gekenn-
zeichnet wird.

3) FaBBt man H und @ als Polarkoordinaten des Fullpunkts des aus dem Ursprung O auf
die Brennlinientangente (5) gefillten Lotes auf. dann besagt die Gleichung (37), daB die Fub-
punktkurve der Brennlinie /, eine Parabel mit dem Brennpunkt O ist, wodurch /. auch als Tschirne
hauskubik gekennzeichnet wird [5, 6].



