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Eine allgemeinere Methode in der Theorie
der Funktionalgleichungen, I

Von E. VINCZE (Miskolc)

§ 1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wollen wir eine allgemeinere Methode skizzieren,
mit der eine wichtige und oft vorkommende Klasse von Funktionalgleichungen
leicht und gut iibersichtlich auflésbar bzw. auf einfachere Funktionalgleichungen
zuriickfiihrbar ist. Wie diese Methode angewendet wird, werden wir auf einigen
typischen, teils schon bekannten Beispielen zeigen. Diese Methode und einige Bei-
spiele wurden schon frither auch in [19] behandelt.

1. Wir betrachten die folgenden aus (reellen oder) komplexen Funktionen
F,(z) (v=1, 2, ..., n) bestehenden Funktionendeterminanten

Fy(z,) F;(zy)...F,(2,) |
Fi(z3) Fy(z)...F,(z,) ‘
i Fl (:Il) FZ(zn) "'Fn(zn)

AlFy(zy), F3(zy), ..., F,(z,)]

(also nur die in der Hauptdiagonalen stehenden Elemente ausgeschrieben), oder
noch kiirzer mit

die wir kurz mit

A(F;, Fay oo )

bezeichnen. Bei dieser letzteren Bezeichnung setzen wir immer voraus, daB ver-
schiedene Verdnderliche z, und nur diese in den Reihen der Determinanten stehen.
Der Definitionsbereich der Funktionen F,(z) (v=1, 2, ..., n) sei vorldufig eine ganz
beliebige (nicht-leere) Menge Q°. Wir bemerken, dall alle unsere Betrachtungen
auch fiir Funktionen giiltig bleiben, deren Werte in beliebigen kommutativen Ringen
liegen, wo man Determinanten bilden kann.

Es seien p und v (u#v; 1 =pu, v=n) beliebige Indizes und es sei « eine beliebige
komplexe Konstante. Auf Grund der wohlbekannten Eigenschaften der Determi-
nanten ist die Richtigkeit der folgenden Identitiiten offenbar:

(1. 1) APy ivn Py veig By iy By BT 4 ooy Bpiioi s 0003

"

L

e
u
(1.2) RIS s Faw oite g s s IR o s T I s B iy B
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(1.3) AlF s vois OF s voss By oiis B = 0A(F s vo0s By viis Fyssnis B) =
1 SO AP S A |
(1.4) aus F,(z2)=oaF,(z) folgt A(Fy,...,F,,...,F,..,F)=0;

(L2), Al Bnnt s s Babns v Bl F 8CFss sos Bttty B Uity o ) e
S A(Fy s cans Fye g Byt By Fgiiq g o0 )3
(1.6) A[Fy(z1); --os Fuu1(Za-1)s Fa@Il= (= 1)~ Y{Fo(z)AlFy(22), -5 Fa-1(2)]—
— Fy(22)A[F;(21), F3(23), ooy Fym g (Z)]+ oo — o +

+ ( ey 1)"_ I‘Fn(zu)A[‘Fl (:1)9 srvy Fu— 1(2,'.. 1)]} s
bzw.

(1.6)  AlF,(zy); -..s Fo(z)l= (= 1)""1{F; (z,)A[F;(z,), F3(22), -, Fp(za-1)]—
— F3(z)AlF, (zy), F3(z3), ..., Fy(zy-y)]+ .. — oo +
+{—=D)*-'F,@AF(z,), F2(z2), --.s Fo= DI}
2. Es gilt das folgende

Lemma. Es sei F,(z)(z€ Q') eine beliebige komplexe Funktion. Geniigen die
Funktionen Fy(2), ..., Fyy,(2) (z€ Q') fiir alle z,, z,, ..., z,€ Q" der Gleichung

1.7 3 AlFrms 121 Font 2@, s Frnra(al=0,

dann ist auch die Gleichung

(1' 8) vg;A[Fvn+l(zl)’ Fvn+2 (22)9 gt Fvn+u(zn)s Fy(zr!-l)] =0

fiir alle z;,2,,...,2,., €0 ertfiillt.
Beweis. Auf Grund von (1. 6) gilt fir alle v=0,1,2,..., k
AlFyp+1(21)s Fin42(23), oo Fgag(2e), Fp(3n+1)]=
=(- 1)"{Fp(z1)A[Fm+l(52)9 Fo42(23); ooy Fonaa(Za+1)]—
— Fy(z2) AlF\p+1(21), Fop+2(23), oo Fopan(Za )]+ oo — oo 4
+ (= 1)'F,(2a4 1) AMFm+1(21)s Fra42(22)s -5 Frn4a(z]}-
Wegen (1. 7) ist also

k
v.;;)A[Fvn+l(:l)’ Fvn+2(32)’ seny F\’ll+u(zn)9 Fu(zu+l)]=
k
:(_ l)n{Fn(zl)‘r‘?;A[Fw+l(z2)a Fvn+1(z3)! seny Fvn'i-n(zn"'l)]—
k
_Fg(zz)vz;A[Fvu+l(zl)9 Fm+2(23)= iy Fvn+n(:u+1)]'+' e = enn

+(_ l)“Fn(zn+l)v:$.«;A[Fvn+l(zl)y le+2.(22)s seny Fm+n(zu)]} =0

w.z. b. w.
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Im folgenden nennen wir die Gleichung (1. 8) ,.die Erweiterung der Gleichung
) P

3. Beziiglich der Abhiingigkeit der Funktionen F,(z), F,(2), ..., F,(z) auf Q"
ist die folgende Definition wohlbekannt:

DEFINITION. Auf Q" sind die komplexen Funktionen F,(z), F5(2), ..., F,(2)
voneinander linear abhdngig, wenn komplexe Konstanten o, o,, ..., o, existieren,
so dap

(1.9) &, Fy () + 23 F3(2) + .. + 0 Fo(2) =0, S |a,| >0

v=1
fiir alle z€ Q" gilt.
T. Poroviciu [14] (vgl. auch H. KieseWeTTER [10]) hat den folgenden Satz
bewiesen:

Satz 1. Wenn die komplexen Funktionen F,(z) (v=1,2, ...,n) fir alle z€Q’
der Gleichung

(1. 10) AlFy(zy), F2(z23), ..., Fo(z,)]=0
geniigen, dann und nur dann sind diese Funktionen auf Q° linear abhdngig, d. h. es
gilt (1.9).

Der Vollstindigkeit halber werden wir auch hier den Beweis geben.

’

BEwEs. Setzen wir voraus, dal Q" mindestens n verschiedene Elemente hat
(sonst ist die Aussage trivial), dann folgt (1. 10) aus (1. 9). Setzen wir ndmlich in
1.9 =22 =LA v A

oy Fy(29) + ... +0,F0(21)=0, )
o, Fy(z3)+ ... + a,F,(z;)=0,

..............................

o Fyi(2)+ ... +0,F,(2,)=0 ,

) (2, %2

Da laut Voraussetzung dieses Gleichungssystem ein nichttriviales Lésungssystem
o, (u=1,2,...,n) hat, mul ihre Determinante verschwinden, also gilt (1. 10).
Jetzt beweisen wir, daB aus der Gleichung (1. 10) das Bestehen von (1.9) folgt.
Fiir den Fall n=1 ist
A[F, (z,)]=F,(z,)=0,

also tatsichlich gilt o, F,(z)=0 (x, #0). Nunmehr nehmen wir an, daB die Be-
hauptung schon fiir n—1 bewiesen ist und auch (1. 10) gilt, dann beweisen wir,
daB (1.9) auch fir »n giiltig bleibt.

Wenn

(1.11) AlFy(z)), F>(23), ... Foo 1 (Z0-)]1=0

ist, dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung

n—1
o Fi(2)+aF(2)+ ... + 0, F,- 1 (2)=0, |o,| =0

v=1
und somit
€, F1 (2)+ ... + 0y y Fom 1 (2) + 2, Fo(2) =0
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fiir o, =0 bei beliebigem F,(z). Wenn dagegen (1. 11) nicht besteht, dann existie-
ren konstante Elemente &,, &, ..., ,—1(€Q"), fir die

o, = (—1)""1A[F, (&), F2(83), ovs Fue1(8a-1)17#0
gilt. Nach unserer Voraussetzung gilt (1. 10), also ist auch speziell

ALF (£1)s ooy Fy=1(84=1), F(2)]=0 (z€ Q)
giiltig. Wegen (1. 6") folgt also
Fy(2)ALF;(E)); ---, Fy(Cs-1)]— F2(2)AIF, (§,), F5(E3), --os Fu(p=)l+ oo — oo +

+(_ l)"-lFu(z)A[Fl(él)’ el Fn—l(éu—l)]=xlf‘1 (Z)+ “2F2(2)+ v T IuF,(Z)EO,

und da die Konstanten «,, ., ..., %, nicht alle verschwinden (z, #0), ist der Beweis
vollendet.

4. (1.9) spaltet sich auf die folgenden Unterfille:
F,(2)=0,
F\'(Z)=ﬁv+va+l(Z)+ 2k +ﬁuFu(:) ("'_—- ]a 2; ceeg H— I),

wobei die f, (v=2, 3, ..., n) komplexe Konstanten bezeichnen.
Wir bemerken, daB in (1. 10) auch Parameter auftreten kénnen; z. B. folgt aus

A[F;(zy + &), Fy(z,), ..., F,(2)]=0
das Bestehen von
0 OFc+H)+2,0)F@)+...+2,(8)F,(2)=0.

Daraus folgt, dal mindestens eine der Gleichungen

F,(2)=0,
F.(2)=Pys1Fo41(2) + .o + B F, (), (v=23,....,n=1)
Fi(z+ 8 =B F2(2) + ... + A, () F,(2) (€Q)

gilt, wobei B, (v=3,4, ...,n) komplexe Konstanten, bzw. B,(&) (v=2,3,...,n)
komplexe Funktionen bezeichnen.

5. Die Methode, die wir an Beispielen vorfithren wollen, ist z. B. auf Gleichun-
gen der Gestalt
(1.12) F(x+y)= JG,(x)H,(»)
vy=1

bzw. auf ihre Spezialfille anwendbar, wobei F, G,, H, (v=1, 2, ..., n) unbekannte,
oder teils bekannte Funktionen sind. Beziiglich dieser Funktionalgleichung weisen
wir auf die Arbeiten [1], [4], [5]), (7], [8), [9], [11], [15]), [16], [17], [18], [19] hin. Ein
interessanter Spezialfall von (1. 12) ist

21 G, (x) H,(y) =0,
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den J. AcziL [3] ganz allgemein mit einer elementaren Methode geldst hat (vgl.

(2], [6], [12], [13]).

Beziiglich weiteren Literaturangaben weisen wir auf das Buch [1] von J. AczEL.
hin.

§ 2. Eine Verallgemeinerung der PEXIDERschen Funktionalgleichungen

Zuerst behandeln wir die Funktionalgleichung
(2.1) F(zy %2,)=G(z)+ H(z,) + K(z,) L(z,)
[24, 22,2, %2,€Q0; F(2),G(2), H(z), K(2), L(2): Qo —~ Q],

wobei Q¢ eine solche beliebige Abelsche Halbgruppe beziiglich der Operation *
(mit oder ohne Einselement) bezeichnet, welche ein festes Element a € Qg besitzt, so
dass die Gleichung a % z = fiir beliebige { (mindestens) eine Losung hat. Weiter ist
Q eine Menge von komplexen Zahlen. Diese Gleichung kdnnen wir als eine gemein-
same Verallgemeinerung der Pexiderschen Funktionalgleichungen

fHi(x+p)=g(x)+h (p),
fH(x+y)=g,(x)h,(»)
und der von J. AcziL [1] behandelten Gleichung

Sx+y)=g(x)h(y)+k(y)

betrachten. Den Spezialfall von (2. 1) ,wo z, %z, =z, +z, ist, hat Z. DAROCZY [4]
schon behandelt und mit einer elementarer Methode ganz allgemein geldst,
Wir beweisen den

Satz 2. Die allgemeinsten komplexen Losungen der auf Q( geltenden Funktional-
gleichung (2. 1) sind die folgenden Funktionen:

(ay) F(2)=g(2)+ay,
G(2)=g(2) — 23 K(2) + %y + 39,
H()=g(2) + 3%, — 2,
K(z) eine beliebige komplexe Funktion,
L(z)=aj;;

(as) F@)=ay(2)+¢(2) +a,,
G(2)=a3¥(2) + ¢(2) + 4,
H(@2)=as5y(2) + ¢(2) + a4,
K(z)=a9(2) + ag,
L(z) =g (2) + 240,

0y =009, 03+ a00=0, o5+ agg=0,

Ay =0y + dg+ gy
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{a;3) F(z)=0,0(2)* + 0,00 (2) + 4 (2) + 13,

G(@)=0,9(2)* + 9, (2) + 24,

H(2)=0,p(2)* +asp(2) + ¢1(2) + %,

K(2)=2x,9(2) + o4,

L(z)=p(2)+ag,

Oy =20y 0g = Ol + Ol7, O3 = 0lq+ Og+ 0;0g;
wobei ¢(z) und ¢,(z) bzw. Y(z) beliebige den Cauchyschen Funktionalgleichungen
2.2) g(zy ¥ 2;)=g(zy) + p(z,),
(2.3) Yz % 23) =¥ (z)¥(z22)
(21,22, 2y %2, €00 p(2), ¥(2): Q6= Q]

geniigende komplexe Funktionen bezeichnen und o, (v=1, 2, ..., 10) beliebige komp-
lexe Konstanten sind, die aber durch die obigen Zusammenhdnge verbunden sind.
Weitere Losungen sind auch diejenige Funktionen G(z), H(z), K(2), L(z) und F(z),
die aus (ay) durch gleichzeitige Vertauschung der Funktionen

G(z)«- H(z) und K(z)~~L(2)
entstehen. Es gibt keine andere Liosung.
BEwEIs. Wegen der Symmetrie der linken Seite der Gleichung (2. 1) ist
G(zy) + H(z2) + K(z,) L(z5) = G (2;) + H(zy) + K(z2) L(zy),
d. h. mit der vorigen Bezeichnung kénnen wir
(2.4) AG, 1)+ A(1, H)+A(K, L) =0
schreiben. ,,Erweitern”™ wir jetzt diese Gleichung mit 1, dann folgt
AG, L1)+2(1,H, 1)+ A(K, L, 1)=0,
und wegen (1. 4)
A(K, L, 1)=0.
Diese Gleichung besteht laut des Satzes 1 nur im Falle
o K(z)+ 0y L(2)4+23-1=0,
(aty, 5, 3 =Kkonst.)

d. h. wir miissen die folgende Fallunterscheidung treffen:
Al

(2.5) L(2)=8,.
B.
(2. 6) K(z)=p,+ B,L(2) (By. B, =konst.).
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A. Setzen wir die Funktion (2. 5) in (2. 4) ein, dann folgt [vgl. (1. 1), (1. 3),
(1. 5)]

AG, 1)+ A(l, H)+A(K, By) =
=AG, D)+A(—H, D+ ABK, 1)=A(G—H+ K, 1)=0,
also ist
2.7 G(z)—H(2)+pK(z2)=2p, (B, =konst.).
Mit (2.5) und (2. 7) ergibt sich aus (2. 1)
F(zy %2)=G(z) + G(z,) + B, K(z;) — 2B, + B, K(z)) =
=[G (z))+ B1K(zy) — B2]+ (G (z2) + 1 K(z2) — Bs],
die schon eine Pexidersche Gleichung ist.!) Die Losung ist also tatsichlich

F(z)=g(2)+2p;,
G(2)+ B K(2)— B =q(2)+ B3,

wobei @(z) der Cauchyschen Gleichung (2. 2) geniigt und K(z) eine beliebige komp-
lexe Funktion bezeichnet. Aus (2.7) und (2. 5) erhalten wir

H@@)=g¢((2)+ B3— B,
LGz)=p,.

Dieses Losungssystem ist eben (a,). Damit ist der Fall A. erledigt.

B. Wir koénnen uns leicht davon iiberzeugen, daBl die Funktionen (a,) und
(a3) die Gleichung (2. 1) nur mit den fiir die Konstanten oben ausgesprochenen
Nebenbedingungen erfiillen. Im folgenden geniigt es also, wenn wir zeigen, daff
alle Losungen der Gleichung (2. 1), falls L(z)# konst. ist, die Form (a,) oder (a;)
haben oder aus Lisungen der Gestalt (a;) durch Vertauschen von G, K und H, L ent-
stehen.

Um dies zu beweisen, setzen wir die Funktion (2. 6) in (2. 4) ein, dann ergibt
sich aus (1. 1), (1.2), (1. 3) und (1.95)

A(G, 1)+ A(l, H)+ A, +B,L, L)=
=A(G, )+A(—H, 1)+ A(—B,L, 1)=A(G—H—B,L, 1)=0,

1) Die allgemeinen Lésungen der Pexiderschen Funktionalgleichungen
fulzv*xz2)=gz) 4+ hi(z2), fi(zi*z2)=g2(z)ha(z22)
sind, wie man — z. B. mit der Methode dieser Note — leicht sieht,

f@=p@)+a+p, gizd=¢lz)+a, h(z)=¢(z)+ 8,
bzw.

Li()=afylz), gz)=ap(zi), hoz2)=Py(z2),

(sowie f2(z)=0, g:(z)=0, hi(z) belicbig und fi(z)=0, g:(z) beliebig, h:(z)=0), wobei a, § be-
liebige Konstanten und y(z) bzw. @(z) beliebige, den Cauchyschen Funktionalgleichungen (2.2)
bzw. (2.3) geniigende Funktionen sind (vgl. [20]). Man mulBl bei diesen Pexiderschen Funktio-
nalgleichungen auch die spezielle Eigenschaft von Q[ (beziiglich der Losbarkeit der Gleichung
axz=1{) ausniitzen.



156 E. Vincze

woraus

(2.8) G(Z)—H@)-pL(2)=p8; (B3 =konst.)

folgt. Mit (2. 6) und (2. 8) erhalten wir aus der Gleichung (2. 1)

(2.9 F(zy % 23)=G(2,)+ G(z2) — B1L(z3) — B3 +[By + B, L(z,))L(z)) =
=G(z1)+G(z2)+ B,L(zy) L(z,) - B5.

Auf Grund der Assoziativitit und Kommutativitit der Operation z; %z,
ergibt (2. 9)

F(zy %Sx2)=0G (2, % §)+G(2) + B,L(zy ¥ §) L(z;) — B3 =
=G(21)+G(z2 %)+ PrL(z1) L(z, % &) — B3,
also gilt
(2.10) A[G(zy % ¢), 1]+ A[l, G(z,)]+ A[L(z, % &), f,L(z,)]=0.
,Erweitern” wir diese Gleichung mit 1, dann ergibt sich
A[L(zy %), B2L(z,), 1]=0.
Da L(z)# konst. ist, geniigt es hier die Fille

B1.
(2.11) B.=0,

B2.
(2.12) L% =M,(Q)L(z)+ M,(%)

zu untersuchen.

Bl. Im Falle (2. 11) ist L(z) beliebig und aus (2. 6) folgt K(z)=p,. Dieser
Fall 1dBt sich wegen der Symmetrie von (2. 1) in den Funktionen G(z), K(z) und
H(z), L(z) ebenso wie der Fall mit L(z) =/, 16sen und wir erhalten als allgemeine
Losung die aus (a,) durch Vertauschen von G, K mit H, L erhaltenen Funktionen.

B2. Im Falle (2. 12) erhalten wir wegen der Symmetrie der linken Seite

M (z)L(z;)+ M,(z))=M,(z;)L(zy)+ M,(z,),
(2.13) A(M,, L)+A(M,, 1)=0.
,.Erweitern” wir auch diese Gleichung mit 1, so folgt
A(M,, L, 1)=0.
Wegen L(z)Z konst. geniigt es hier nur den Fall
(2. 14) M,(z)=PB.L(z)+ B (B, Bs=konst.)

zu untersuchen.
Setzen wir dies in (2. 13) ein, dann ist

ABL+Bs, LYy+AM,, 1)=A(Bs, L)+A(M,, )=
=A(—BsL, )+ A(M,, 1)=A(M,—BsL, 1)=0,



Funktionalgleichungen 157

woraus wir

£ 1) M,(2)—BsL(z)=fs (Be = konst.)
erhalten. Mit den Gleichungen (2. 14) und (2. 15) ergibt sich aus (2.12)

(2.16) L(zy % z3) =[BsL(zy) + BsIL(z2) + BsL(zy) + B

Jetzt wollen wir auch fiir G(z, *z,) einen expliziten Ausdruck finden. Um
dies zu erreichen, setzen wir die Gleichung (2. 16) in (2. 10) ein:

AlG(z, % &), 11+ A[l, G(z,)] +
+ A[BsL(z) L(§) + BsL(zy) + BsL(E) + Bs, BL(2)]=
=A[G(zy % &), 1]+ A[—G(z)), 1]+ AIBsL(S) + Bs, B L(22)]=
=A[G(z; #8)—G(zy) — PfsL(E) L(zy) — P2feL(zy), 1]=0,
d. h. es gilt’
(2.17) G(z#8)—G(2)— PaBsL(z) L(E) — B2BeL(2) = M3(3).
Vertauschen wir hier die Verdnderlichen z und &, so ergibt sich
A(G+BfL— M4, 1)=0,

woraus
G(2)+ Bafel(2) — M;3(2) = p (7 =konst.)

folgt. Also erhalten wir nach (2. 17)

(2. 18) G(zy % 23) = BafsL(zy) L(z3) + BafelL(z1) + L(z3)] +

+G(z))+G(z2)—B;.
Nunmehr kehren wir zur Gleichung (2. 16) zuriick, wo wir die Fille
B2. a.

2.19) pi#0,
B2.b.
(2.20) =0

untersuchen miissen.
B2.a. Im Falle (2. 19) folgt die Pexidersche Gleichung

BaL(zy % 2;) + B3 — BaPe =[BsL(zy) + BslBsL(z2) + B,
woraus sich?')

BiL(2)+Bs=y(2), B3~ PsBs=Ps
ergeben, wobei (z) der Gleichung (2. 3) geniigt. Also hat L(z) tatsdchlich die
Form (a,). Mit dieser Funktion ergibt sich die folgende Cauchysche Gleichung
aus (2. 18): .
3Gz % 2) = Pafs(zi % 2) + o=
=[B3G (z1) — B2BsY(z1) + Bol + [B3G (z2) — B2B sy (22) + Bol,

wobei
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50 = 2ﬁzﬂ§ iy ﬁzﬂg _ﬁiﬁ-r

BiG (2)— B2BsW (2) + Bo = Pig (2),

wobei ¢(z) der Gleichung (2. 2) geniigt, d. h. auch die Funktion G(z) hat die Form
(a,). Nach (2. 6) und (2. 8) ist es offenbar, dafl auch K(z) und H(z) von der Gestalt
(a,) sind. Gleichfalls erhalten wir aus (2.9)

B
ﬁ;{zs 1’(21) I_+ [(‘2)4—3;’1’ '!’(‘-2) BZ+

+ﬁz[ﬁ’; W) - ﬁ’-] [ﬁ Wiz - gj] —fs=

B 26y, Pab}

7 M I S Bl

also hat auch F(z) tatsichlich die Form (a,). Damit ist der Fall B2.a erleigt.
B2.b. Jetzt untersuchen wir den Fall (2. 20), d. h. f,=0, so ergibt sich aus

(2.16)

ist. Es folgt also

F(zy%2)=g¢(z)+

=q@(zy%2;) —

L(2)+Bs=¢(z) und Bs=1,
d. h. L(z) hat die Gestalt (a;). Damit erhalten wir aus (2. 18)
G(zy%23)— ‘;'ﬁz‘l (z1 %22 = o=
=[G (z,) — 3829 (21)* = Bol +[G () — B29(22)* — Bol,
Bo=P7+ P2p2.

G(z)—- %ﬁz‘i (2)* = Bo=¢1(2),

wobei ¢, (z) der Gleichung (2. 2) geniigt, also hat auch G(z) die Gestalt (a;). Aus
(2. 6) und (2. 8) ist ersichtlich, daB auch die Funktionen K(z) und H(z) tatsichlich
die Form (a;) haben. SchlieBlich ergibt sich aus (2.9)

F(z, *:2):%52‘1(31)24‘?1(:1)"“ﬁo+%32'T'(32)2+‘1-1(52)+
+Bo+ Balg(21) = Bellg(z2) — Bl — B3 =
= ‘i‘ﬁz‘f-(:l ¥ 23)2 — BaPep (24 ¥ 22) + ¢4 (z) ¥ 22) + 2B + B2BE - B3,

d. h. auch F(z) hat die Gestalt (a,).
Damit ist auch der Fall B2. b erledigt und der Beweis des Satzes 2 vollendet.

Daraus folgt

§ 3. Eine weitere Verallgemeinerung der Pexiderschen Funktionalgleichung
Jetzt betrachten wir die Funktionalgleichung
(3.1 F(z42,) = G(zy) F(z3) + H(z,) z; + K(zy),
[zl s 22,5122 6 Qi 3 F(Z)’ G(Z)! H(:)’ K(:): Qi _'Q]
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wobei Qi eine beziiglich der Multiplikation eine Halbgruppe bildende Menge der
komplexen Zahlen bezeichnet und Q wieder eine Menge von komplexen Zahlen ist.

Die Gleichung (3. 1) kommt in reeller Form zuerst in einer Arbeit [7] von
S. GoraB und S. Losasiewicz vor, wo sie unter Differenzierbarkeitsbedingungen
gelost wird. Spéter hat J. AczerL [2] (vgl. [1]) fiir (3. 1) eine elementare Losung
gegeben.
Wir beweisen den
Satz 3. Die allgemeinsten komplexen Lisungen der auf Qi geltenden Funktional-
gleichung (3. 1) sind die folgenden Funktionen:
(by) F(z)=oyz+a,,
G(z) eine beliebige komplexe Funktion,
H(z)=0yz—2,G(2),
K(z)=0,—2,G(2);

(bs) F(z)=®(2) — a4z —ay,
G(2)=1,
H(Z)= —ouz+ oy,
K()=®();
(bs) F(z)=z®0(z)— gz — 0y,
G(z)=z,
H(z)=z®(2),
K()=az—ay;
ALl wy_%2,_ %
(b) Fi)=,-¥@)-1s—22,
Giz)="1),

0
H(:):ET—W(_-)—-’—%, #r0

o o
K@)=—>¥(@)—--2;
oy

wobei ®(z) und W (z) den auf Qi geltenden Cauchyschen Funktionalgleichungen
(3.2) D (z122) = D(z1) + D(z,),
(3.3) W(zy2) = W(z)¥ (22)

(21,22, 242, € Q15 @(2), ¥(2): Qi+ 0]

geniigende komplexe Funktionen bezeichnen und o, (v=1, 2, ..., 6) beliebige komplexe
Konstanten sind.



160 E. Vincze

BEweis. Aus der Gleichung (3. 1) konnen wir auf Grund der Symmetrie der
linken Seite die folgende schreiben:

(3.4 AlG(zy), F(z,)]+ AlH (zy), z,]+ A[K(zy), 1]=0.
Wenn wir diese Gleichung mit z;, bzw. mit 1 ,erweitern”, erhalten wir
@3.5) AlG(zy), F(z3), 23]+ A[K(z)), 1, 23] =0,

A[G(z), F(z3), 23, 1]=0,

d. h. es konnen die folgende Fille auftreten:

A.
(3.6) F(2)=a;z+as,
B.
3.7) G(2)=o,F(z)+ o,z + a5.

A. Setzen wir (3. 6) in (3. 5) ein, so folgt
A[G (zy), 2323 T3, 23]+ A[K(2y), 1, 23] = A[2,G (2,) + K(zy), 1, 23]=0,
also ist
(3.8) 0, G(2)+ K(2)=a3z+ 4.
Mit (3.6) und (3. 8) erhalten wir aus (3.4)
AlG(z)), 025 + o]+ A[H(z)), 2]+ Al — 2,G (z)) + 232 + 2y, 1] =
= A[G(z)), 0,2,] + A[G (zy), 2]+ A[H(2)), 23]+ Al — 2,6 (2y), 1]+ Aloy 24, 1]=

=Ao,G(zy) + H(zy) — a3, 2,]=0,
d. h.

(3.9 o0,G(2)+ H(z)— o3 =04z
Setzen wir jetzt die Losungen (3. 6). (3. 8) und (3. 9) in (3. 1) ein, dann folgen
a0 =as, a3=0, a;=a,.
Also sind diese Losungen tatsdchlich von der Gestalt (b,).
B. Jetzt untersuchen wir den Fall (3. 7). Aus (3. 7) und (3. 5) ergibt sich
Alay F(zy) + 52y + oy, F(25), 23]+ AlK(2)), 1, 2] =

=A[K(z)) —23F(zy), 1. 23] =0,
also folgt

(3. 10) K(2)— a3F(2) =z + ts.
Setzen wir (3. 7) und (3. 10) in (3. 4) ein, dann erhalten wir
Aoy F(zy) +ayzy + oy, F(z5)]+ A[H(zy), 2,1+ Alog F(zy) + 242y + s, 1=
= A2y, F(22)]+ Alas, F(22)]4 AlH(2y), 22]+ Alas F(zy), 1]+ Alxgzy, 1] =

=A[—a,F(zy)+ H(z,)— a4, 2,]=0,
d.h.

(3.11) — o, F2)+ H(Z)— oy =4z
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gilt. Mit den Lésungen (3. 7), (3. 10) und (3. 11) ergibt sich aus (3. 1)
3. 12 {F(Z|22)=“1F(21)F(zz)+(azzl+“3)F(Zz)+
( 2 ) +(dzZz+“3)F(21)+a62122+a4(zl+22)+d5.

Jetzt niitzen wir die Assoziativitit des Argumentes der linken Seite aus, d. h.
auf Grund der Gleichung

F(zy2323) = F(242,°2;3)
konnen wir schreiben
ay F(zy) ot F(22) F(23) + (222 + 3) F(z3) + (2223 + #3) F(z,) +
+ 262523 + 04 (22 + 23) + as] + (222 + a3)[2 F(22) F(z3) + (2222 + 23) F(z3) +
+ (@323 +a3) F(23) + 262223 + 24(22 + 23) + as] + (222223 + 23) F(z4) +
+ 2621223+ 0y (24 + 2223) + s = 0y F(z3) [ F(z,) F(z5) +
+ (2221 + 03) F(23) + (2222 + #3) F(2y) + %6212, + 24 (24 + 22) + 25] +
4 (232425 +03) F(z3) + (2323 4 a3) [2, F(2,) F(z5) + (2,2, + 23) F(z,) +
+ (2325 + 03) F(zy) + 262y 25 + 04 (2y + 25) + o5] + 26242523 + 04 (242, + 23) + a5 |
Nach Umformungen geht diese Gleichung in
F(z1)[(2y 26 + 2y — 03) 2575 + (2424 — 2323) (23 + 23) + (225 + 23 — 3)] —
— F(z3)[(2y 26 + 2 — 43) 2,25 + (24004 — 2323) (2) + 25) + (2,25 4 23 — 23)] +

+(zy — z3)[(g0y — 230t — #4) 25 + (205 + 0ty — 01324)] =0
iiber.
Da wir den Fall F(z)=p,z+ f, schon in (b,) behandelt haben, kénnen wir
voraussetzen, da3 die Funktion F(z) von z linear unabhiingig ist. Also ist die vorige
Gleichung nur dann erfiillt, falls

a o+ o, —a3 =0,
oy 0y — 005 =0,
o5 + o3 — a3 =0,
Uy — X3 — 0y =0,

®y0s + 0y — 030 =0
sind.
Bei der Losung dieses Gleichungssystems unterscheiden wir zwei Hauptfille,
und zwar a; =0 und oy #0. Dann sind die Ldsungen

$3.13) o, =0, a,=0, o;=0, a,=0;

(3.14) =0, a,=0, ay=1, ag=—oa,;

(3. 15) a; =0, a,=1, a;=0, as=-—-e,;

(3. 16) o, =0, oaxg=0F—0y, 0 0=003, ods=03—0a;.



