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Die Bestimmung der Grundfunktionen projektiv-ebener
metrischer Riume

Von A. RAPCSAK (Debrecen)

1. Als projektiv-ebene bezeichnete L. BERWAID diejenigen Bahnriume P,,
in welchen die Bahnen Geraden sind.!)
Die Bahnen haben bei beliebigem Parameter die Gleichung

(1) X% +2G/ (x, X)) — XJ(X'+ 2G(x, X))=0,
wobei G'(x,v) in v positiv homogen zweiter Ordnung ist.
In projektiv-ebenen Ridumen haben die Bahnen die Glelchung

2) X% — xixi=0.

HiLBERT hat das Problem der Bestimmung aller soclhen Funktionen aufgewor-
fen?), fir welche die Schar der Extremalen aus Geraden besteht. Die vorlie-
gende Arbeit ist der Losung dieses Problems gewidmet.?)

2. Wie dies aus (2) ohne weiteres ersichtlich ist, 1dBt sich in projektiv-ebenen
Ridumen ein solches Koordinatensystem einfiihren, in welchem

3 G'(x, v)=p(x, v)v}
gilt, wobei die Funktion p(x, v) positiv homogen ersten Grades in o' ist.

Das aufgeworfene Problem ldBt sich also auch so formulieren: zu bestimmen
sind die Grundfunktionen derjenigen metrischen Rdume, die sich auf projektiv-
ebene Ridume bahntreu abbilden lassen.

Bekanntlich?) ist ein P, dann und nur dann metrisierbar?), falls es in P, einen
solchen Vektor 4;(x,v), homogen 0-ten Grades in ¢!, gibt, fiir welchen folgende
Bedingungen erfiillt sind:®)

(4,) Aije— A4 =0
04y Oy
(42) FE T
4,) AU ist in v konvex.

1) S. L. BErRwaLD [1].

2) D. HiLeerT [3], Problem 4.

3) Beziiglich der auftretenden Funktionen setzen wir voraus, daB sie in einer jeden ihrer
Verinderlichen zumindest viermal stetig derivierbar sind.

4) A. RAPCsAK [5], Satz 1.

5) D. h. 148 sich dann und nur dann auf einen metrischen Raum bahntreu abbilden.

6) A= i" f—)"-G.( -G bedeutet die Berwaldsche kovariante Ableitung.
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Aus (4;) und (3) ergibt sich wegen den Homogenitidtsbedingungen

ol oy,
©) R ek

Es gilt also der

Satz 1. Die metrischen Grundfunktionen, fiir welche die zugehirigen Geoditi-
schen Geraden sind, werden durch die Gesamtheit derjenigen Funktionen A,v" gegeben,
die den Bedingungen (4,), (4;) und (5) geniigen.

/; ist-wegen (5) ein Gradientenvektor, es muB also eine skalare Funktion
®(x, v), positiv homogen 0-ten Grades in v;, geben, derart, dal

fal)
©) = oxt
gilt. Aus (6) und aus (4,) folgt
0 20
™ axiork ~ dviaxt %

Indem wir (7) mit v; kontrahieren, erhalten wir wegen der Homogenititsbedingung

a0

— " =0,
cvidx*

®)

Satz 2. Damit es ein die Bedingungen (4,), (4;) und (5) befriedigendes Vektor-
feld gebe, ist die Existenz einer solchen, das Differentialgleichungssystem (8) befriedi-
genden skalaren Funktion ®(x,v), homogen 0-ten Grades in v', notwendig und hin-

: . P _ . ;
reichend, fiir welche ﬁt}’ in v' konvex ist.

Die Notwendigkeit der ausgesprochenen Bedingung folgt aus (6), (7) und (8).
Nehmen wir also an, daB es einen solchen Skalar ® gibt. Indem wir (8) nach vf
derivieren, die Indizes / und j vertauschen und die beiden Gleichungen auseinander
subtrahieren, gelangen wir zu (7). Falls wir noch von der Bezeichnung (6) Gebrauch

machen, ergibt sich daraus (4,) und (5).
]

Sehen wir im partiellen Differentialgleichungssystem (8) die % als unbe-

kannte Funktionen an, so ergibt sich als Integralfliche des Systems eine allgemeine
Zylinderfliche mit der Erzeugendenrichtung v 7).

Die allgemeine Losung von (8) ist also

9 ggd);:(bg(v,xlv"—xnvl’ veey XA 1pn — ympn=1)

7) Im Differentialgleichungssystem (8) treten die v, falls -g% die unbekannte Funktion ist,
nur als Parameter auf!
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In (9) sind die Funktionen ®,(z', ..., z?"~1) positiv homogen - I-ten Grades in
ihren Verinderlichen, und sie miissen die folgenden Differentialgleichungssysteme
befriedigen :%)

oD, 0, oD oD

(10,) e a‘._,“xx"_ ozL a:nu.x":O
. A o DB
(10,) 5; 5_,«+rsxs_ pm ; 3 oz +L x"=0

(10,) und (10,) stellen offenbar die Integrabilititsbedingungen von (9) beziiglich

v' dar.
In (10,) und in (10,) miissen, da die x; belicbig sind, die Relationen

b, g 0D, o,

(1) FE i Al o e
o0, o0, o0 o,
(1) T S s e

gelten. — Die den Gleichungen (11,) und (11,) geniigenden Funktionen sind:
Wz, oy 1Y) + R, o 2 Y)

ozL gzn+L

(12, @, ..., 22" 1) =

PG, .. ) EY, .., 20 S

zn ozn+S xn°

(12,) Bzt ..., PN

In (12y) und (12,) sind ¥ und Q in ihren Verdnderlichen positiv und homogen
O-ten Grades, sonst aber beliebige Funktionen.
Aus (9) erhalten wir wegen (10,) und (10,):

(v)
(13) DO(x, v)= [ @,(v, x1o"—x"!, ..., X"~ 1p*"— x"v"~1)dv’.
()

Endlich folgt aus (13) wegen (6)

(v)
(14) L(x,0)=1* | %du‘.
(0
Es gilt also der

Satz 3. In den metrischen Rdumen, in welchen die Extremalen Geraden sind,
wird die metrische Grundfunktion durch die Formel (14) dargestellt, wobei die ®;
dem Gleichungssystem (11,) und (11,) geniigen und in ihren Verdnderlichen positiv

!

: ; oo, -
homogene Funktionen — 1-ten Grades sind, und c','_r'v' in v konvex ist.

8) In (10,), (102), (11,) und 11,) kénnen die groBen Buchstaben die Werte 1,2, ..., n—1
annehmen.
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Als Beispiel werden wir eine solche Funktion in der Umgebung des Punktes
(x!...x"~1, x"#0) hinschreiben:

L(x, v)z(x#n)i‘-qr (x!o" - x"1, ..., X"~ 1p" — x"p"~ 1) + ()

wobei die Funktionen ¢ und ¢ in ihren Veridnderlichen positiv homogen ersten
Grades und konvex sind.
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