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Sur la résolution de certains systémes d’équations
aux dérivées partielles, qui généralisent les systémes
de Cauchy — Kowalewsky

Par ADOLF HAIMOVICI (Jasi)

§ 1. Les systémes d'équations aux dérivées partielles de Cauchy —Kowalewsky

= =f (f: X b3 ‘,I"') (L k=12 0 o a =1 20 )
i f.\k,

sont caractérisés par le fait que dans les premiers membres il y a seulement les déri-
vées des fonctions inconnues par rapport a la variable 1, et que les seconds membres
sont analyvtiques par rapport a toutes les variables dont ils dépendent, dans le voi-
sinage d'un point.

Un systéme qui généralise d'une maniére naturelle ces systémes est le suivant:

ou,, . Ou,, Ou,
(S) ;-; .;_;,._“(r,,: Xyt Uy mhs )

-~ -
a f!t' (‘\ﬁ

abc=12..p, A, =ky-q+1,....k, k; entiers, kg =0, k,=K,
ko<ky =<k
Folv= s Zvedly “WesidGay ol ke e =102 . ok (h=c)

p*

(ne pas sommer par rapport a a):

dans les premiers membres des équations de ce systeme il y a les dérivées de cha-
cune des fonctions inconnues par rapport @ une seule variable indépendante
Iya 13, . 1y, les seconds membres dépendent de ces variables 7;, d'autres variables
Xy, X3, ... X, des fonctions inconnues u, ., ;. .... 1, et de toutes les dérivées par-
tielles des fonctions w,, qui ne figurent pas dans les premiers membres. L'hypotheése
de I'analyticité des seconds membres reste valable.

Nous allons voir que. sous certaines conditions restrictives, ces systémes ad-
mettent des intégrales analytiques satisfaisant & des conditions analogues a celles
qu'on impose dans la théorie des systemes du type de Cauchy—Kowalewsky.

Pour la simplicité des calculs, nous allons étudier seulement un cas particulier,
qui pourtant va préciser la méthode et les résultats principaux.

§ 2. Nous allons considérer deux fonctions fet g de neuf variables indépendentes
et deux fonctions ¢ et {y de deux variables indépendentes, satisfaisant aux condi-
tions suivantes:
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A. Les deux fonctions f{x, v, z, u, U, Py, P3s Gy G3)s (X V. Zo U, U Pay Py Gy s §3)
de neuf variables sont analytiques dans le voisinage v:

X—Xols |[¥=Vo!s [z2—z0l=a, lW—upl, |t—1ve' =8,
(r) : =
P2—P20s P3—P3os 491—910 43— q30 =7,
: 5 ki : 9.
du point Po(Xg. YoZos Uos Uos P20s P30+ G10s 930) € RY:

B. Les deux fonctions q (v, z), y(x, 2) de deux variables, sont analytiques dans les
voisinages vy et v,,

(vy) ¥y —yol. |2—20 =2,
(v;) [x=xXol, lz—2z¢|=a,

des points PY(yo. z0) € R? et P3(xo, 20) € R?:

C. En posant:
ek (L )e=Ui, (£Ire=Viv @Ire=Uss Ee)r=Vas
§ A=1-U,V,, A+U,¥Vy; =a, -U,V,=b,
les deux racines o, , w, de ["équation
(cy) w*—aw—b =0,

satisfont a la relation

(U”+l —U)'H-l —ww ((U”—(U“}

1 2 ¥ 1 2 . g

e e MRS et ol =~ =0, i M, = w,,
w; —w;

(cs)
+1 s
—nwi + M+ D)1 #0, si o,=o,,

quel que soit entier n:
D. Sion désigne par U et V:
U=sup (|U,|, |U5]), V=sup(|V,],

Val).
alors

4UV=1.
Nous pouvons alors énoncer le résultat principal:
Théoréme. Siles fonctions f. g. ¢ . . satisfont aux conditions A. B. C. D, le systéme

Cu ) du ©u v oOv
= FL X B s o= B = )4
oy ¢ @x’ 0z

X

cv du odu dv Ov
— =g\ X, Y, Z, U 0y 5—, == 5 =
cy oy’ 9z dx" Bz

admet une intégrale u=u(x, y, z), v =v(x. y. z). analytiqgue dans un voisinage

(1)

(\"I X—Xols |¥-DYols |z2—20|=0
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de P (x¢.Vo.20) € R3, satisfaisant a:

(2) u(xo, ¥, 2)=¢(y, z), v(x,yo,2)=y¥(x,z
Pour plus de simplicité, nous allons supposer

3) Xo=Yo =gy, 2)=yY(x, 2)=

le cas général se ramene a celui-ci par le changement de variables et de fonctions
inconnues:
X=Xxp+X, y=yo+y, z=z4+2z

u(x,y,z2)=¢(y, z) +u(x,y, 2),
vix, y, 2) =y¥(x, 2) +v(x, , 2).

§ 3. Supposons d'abord que le systéme (1) admette une intégrale satisfaisant
aux conditions (2), et aux hypothéses A, B, C. Alors les coefficients des développe-
ments en séries, des fonctions u et v sont les solutions de systémes linéaires d’équa-
tions: en effet, en désignant par I'indice o la valuer d’'une fonction a I'origine. on

a d'abord:
cu cu r" auv
“U = [‘U = — =\|— — = —
c¥/o ("\: o 0 OZ/o0
i i)
T \oynézr o c"\‘s'v""

ri+ry=r, 5 +5;,=s,

0"{?"

et encore, de (1):

cu cuv
(4) (f_’r)n = fos ((-1},)0 =go-

Les dérivées (¢?u/dxcz),, (¢%v/Cyéz), seront données par:

of ¢*u of 0%  of ™

*u r‘f+ f Cu N ofdv  of u

g 0x0z ¢z @euéz lv 0z ' Op, dydz ' 0p® 22 ' dq, Ox0z ' 0q° 8z%’
(31)
- - - - - - - - - - - -9
v (g L 08 0u Og v % ‘g *u 0g r"zuJ~ og d* dg 0%
0y0z Oz Ou 0z Ov 0z Op, Oy0z Op; 0z  0Oq, Ox0z Ogy 0z°°

en remplagant les valeurs connues de (3) et (4) pour x=y=z=0. Les valeurs
(C2u/éxdy)g, (€2v/dxéy), seront données par le systéme:

2y éf ¢fou ¢fov &f 0*u  of *mw Of d%v of &%
= b it - st ae st A At 3oase
éxdy ¢y oOu dy dvdy d&p, Cy* dp; ¢yéz 0q, Oxdy <Cq; Oyiz
(3,;)
~2 - -2 - 22 - - 4 -] A1,
Tt g (g ciu (g v (g t-u+(.g r-u+ g 0% dg 0%
éx8y @éx Ju éx ' ov 8x ' dp, Oxdy ' Op, Ox0z Oq, Ox* ' dq, dxi=’
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en utilisant (37), (4), (5,) et en supposant, compte tenu des notations (c,).
A —_— ]_L'YEV] #0.

ce qui est réalisé, comme suite de I'hypothese C. pour n=1.

Enfin, on a:
lu r”f+r“f ou ofdv Of 0*u Of 0% Of o Of 02
e TR e e St T ol Y B ook 1l e e B il T L el P
0x2 Ox Ou O0x Ov 6x Op; 0xéy Ops Oxéz " 0g, Ox*  Og, éxiz
(53)
A2 A -] A Ao £ ] A2 o 2 £ A2 ~ a2
Otw. o0 S0p 0L 0000 g O L OF BN i 00 o O B
éy> Jy oOudy oOv dy O0p, Cy* Op, 0yoz  dq, OxBy &g, Oyiz

et les valeurs de (¢%u/éx?),. (¢*v/dy?), s’obtiennent en utilisant (37), (4). (5,) et (5,).

Les valeurs des autres dérivées de w et v a l'origine. s'obtiennent en tenant
compte des faits suivants:

a) les valeurs (0" 'u/éxdz"), et (¢"*'v/dydz"), se déduisent de (5,) en dérivant
les deux membres de chaque équation, r — 1 fois par rapport a z. et en tenant compte
de (3').

b) les valeurs des dérivées ™*t"*3u/dx'0y’0z™ et O™t +3[oxTéy'oz" (r+s=t)
a l'origine, sont données par un systéme d’équations linéaires, ayant méme matrice
des coefficients des inconnues, quel que soit I'entier m. L'affirmation est vraie pour
I =r+s=2, comme on s'assure aisément en dérivant les deux membres des équa-
tions (5;). (5,) et (5;), m fois par rapport & z(m=1,2, ...).

Supposons maintenant connues toutes les valeurs (J"*"**u/éx"dy’cz"), et
(c™*r+35p/0x"6y°dz™)y pour r+s=n—1, m=1,2,...; on a d’autre part:

gptatmy i cf QR+ ety of gptatmy

—_— = —_—— = — -
CXPOYIOZ™ dp,; dxP-10yP+1gz™ " dp, OxP-1gyszm+1

_Of geratemy . OfF grtatmy
+= e }- = x 5
0q; OxPCyioz" ' Oqy OxP-1dyt+1gzm+!
(6)
(“-p+q gy “‘g "‘.p ta+my, f".g cpratmy
——— yei e = sl R T x e ok
EXPEYIC™ Cp, OxPOy%0z™ ~ Gp, OxPAy1-10z"+}
"‘ (":p g mr {“. (“p i+ ml.
4. %8 3 S d

" 0gq OxPrigyt-1¢zm " dgy Oxryt-lozmtt’

les termes non écrits contiennent des dérivées de u et de v d'ordre plus petit que
m~+ 1 par rapport & z et d’ordre plus petit que p +¢ par rapport a x et y. En ce
qui concerne les valeurs a I'origine, des dérivées d’ordre 1 =p + ¢ par rapport aux
variables x et y, et m par rapport a z, elles sont données par un systéme d’équations

linéaires, dont la matrice des coefficients est indépendante de m.
Notre affirmation est donc démontrée.
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La matrice des coefficients de (¢7*%u/cxPdy?), et (P*9v/dxPiy?)y, p+q=
=n+1, p=1,2,...n, compte tenu de la notation (c,), est:

| T =l D 0= 0 D -0}
I AT ' S SR SO S T
8. B T e T
O R | SST R TS P : STERS S
™ schal 367 Y Y AR SR R S
o ey B e T B 0
b ol e S B D
IR S I S
C’est une matrice a n lignes et n colonnes. Son déterminant est
(8) D, = bd,.,+d,
oll nous avons posé:
a — RN
-V, a -U, .. 0 |
© d,=| 0 ~ Vs ¥ e R
0 0 0 PR -
d’autre part, d, s'obtient a I'aide de la formule de récurrence
(10) d,=ad,_.+5d, _;,
qui donne pour d,:
(11) d, = wyd,_,+ 0],

®,, w, étant les racines de I'équation (c,): enfin, en supposant @, #w,. on déduit

n 1 nt 1 n4 1 n 1 " "

W —w: W —w: —mww(w —w3)

(12) d,=" i D = e R
Wy —w, Wy — W,

et Si wy=w,=0,
(13) d,=(n+ o D,=—nw"*'+ (n+1)o"

D'aprés I'hypothése C, les valeurs de D, sont différentes de zéro, quel que soit .
Enfin les valeurs (¢"*"*'u/dx"*10z"), et (d™*"*1v/dy"*13z™), se trouvent comme
(C%u/éx?), et (@%v/dy?), de (5;). 11 résulte que toutes les valeurs des coefficients des
développements en séries de puissances des fonctions u(.x, y, z) et v(x, v, 2) peuvent
étre trouvées et notre premiére affirmation est ainsi justifiée.

§ 4. Nous nous proposons maintenant de résoudre les systemes (6), pour
p+g=n+1, (p=1,2....n); le systéme a évidemment 2n équations et 2n inconnues
("t 'u/exriyt)y, ("t 1o/0xPx4), les autres dérivées, d'ordre moindre par rapport
a x et y simultanément, sont supposées connues. Le dénominateur de la fraction
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qui donne la valeur de I'inconnue est D,. En désignant par h,, h,, ... h,, les seconds
membres de (6), le numérateur de (J"*'u/dxP+1dy"-7), sera donné par le déter-

minant:
] e L'lll 0 ;II 0 s Vl 0 0 0
0 1 =U,... h 0 0o -V, 0 0
0 0 I hy 0 0 0. =V 0
” ’ 0 0 0 h, | 0 0 0 .=V, :|
Ve ol W= N S Bt 0 1% 0 o« 08 0 |
0O -u, 0 Nevais B =y 1 0 0 |
0 0 A Lr: ;i"_‘-ar..- 0 0 S V: | 0 |
| 0 0 D th “ee *L*rz O 0 0 l
Le numérateur de (¢"*'v/cx?Cy"~P*1"), conduira a les résultats analogues.
Aprés quelques transformations élémentaires, ce déterminant devient:
R A 8 A =¥ =V =Yy 1 0 0
610.F5 W -V «.=U%; 0O 0 0
00 Y Ffs sl 0 0 ..=-urwv, 0 0 0
{000..F, w0 v 0 .-V 0 0 0
000...F 0 0 0 D =¥ W s =T PR,
N,=|000..F, i T 0 0 5 . =¥
00 0nbici ol . A=U VUi =V U050 0 0
00 0...F:3 .0 =V A ...=Urv,U,0 0 0
00 Quilysy w0 | 0 0 0
B O il B 0 .-V, A-UVU.U7 Py, U,
MR I “00 0 0 0 0 0 A

oll Nous avons posé:
'Fl '—"J’fl + {-‘I!hg g el L)

F2:

F,=
Fory=hyiy+Ushy, Foip=

hy 4o

+ U™k, Fory=h,y+Ushy y+ oo+ U™ P*h,

UL,  Fp3=
hp F’ =

hnrz 7l {-"Izhz. Ry

f

pt2

Fy,=h,,+ U,h,.

I,

+ e+ UTP 24,
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Enfin, une derniére transformation conduit a:

T P 1 (e DR SR i D
s R 0 =V 0
: 0 0
0 0 I iR 0 D= _‘
Foss o 0B 1 Vi, 0 0
I 0 0 -V, 0
0 0 '
N, = F, 2 PR 0 0..-V
Fu-.—l
t 0 : 0 D, 0
Fivi
j Fideii 0 d
| 0 : ) A
F,, 0 0 0 .

<'est a dire:

j\’p:Dan—pr-il*' Vivid, Foir+ Vfﬂ‘Vldn D\F, >+

=p=1 =p=1

{IS) +".+Vldn-p—IDlF +V1du—p—leFn+l1—p+l+

wep
+V Uid, .y 2D Fripi2+ o+ VLU P 1D,F,,.

e
On peut conclure que chaque inconnue du systéme (6) sera donnée par une expres-
sion avant la forme:

(16) TA:h,,

ou les A; sont formées par des additions et multiplications de D,D,_,/D,. D,d,/D,
{(h+k =n), et des puissances de U,, U,, V,, V,.

§ 5. 1l reste a démontrer qu'il existe un intervalle ol les séries de puissances
trouvées sont convergentes. A ce but nous allons utiliser des séries majorantes
analogues a celles utilisées dans le théoréme de Cauchy—Kowalewsky.

Soit
d - . 0W Ons 8e By
(17) FlX Vi, 8,0,y =5 73 =1+
dy’ 0z" ox’ 0z

une fonction majorante des fonctions f et g simultanément. Nous désignerons par
des lettres a barres, les expressions obtenues de F et de u, v, .... analogues a celles



Systemes d’équations aux dérivées partielles 205

obtenues pour f et g. Nous prendrons F sous la forme

M

o [ [ Rl )
O

t =oa(x+y)+z,

OU nous avons poseé:

U, V étant les constantes introduites a 'hypothése D, > une constante, z=1,
0=0=0d, 0=s0c=p 0=1=7y.
Nous allons démontrer qu'il existe une intégrale analytique du systéme
du & ! : ou odu ov av
= = 5 = F(A\'. Vi B U D oy e, e )
cx cy J i cy cZ ox 0z
(18) ; ’

ul0, 5, z2) = v(x, 0, 2) =0,

dépendant de r=a (x+y)+z. 1l est évident que cette intégrale est la solution du
systeme:

(19) Jay’ (I ot "-—‘-i)-(l = ‘T )-=G(:,)-). »(0) =0,

4
ol nous avons posé:
y{) =ulx,y.2) =v(x. y, 2),

EX 2:” —a(U+ V),

&=

(20)
G(t,y)=—- M

(-2

Or, dans nos conditions, il est évident qu'on peut prendre pour x une valeur
telle que le systeme (19) admette une intégrale analytique: cette intégrale peut aussi
étre trouvée a partir de (18) comme on a trouvé I'intégrale de (1), c’est a dire, en
calculant succésivement les coefficients des développements en séries de puissances
de u et v, (c'est a dire de y(r)), les opérations algébriques nécessaires pour trouver
ces coefficients étant les mémes pour les systémes (1)—(2), et (18).

§ 6. Il reste a démontrer que I'intégrale de (18) (ou de (19)) est une majorante
de I'intégrale de (1)—(2). Cette conclusion sera une conséquence des faits suivants:
a) On a évidemment

{-"'—' b:] = E'Z = i{-'ll . L"rz' = 0. j’/-: _V-_| = "73 = Vl. "’"3' - 0
et I'équation (c;) écrite pour F. sera:
(c3) w:—w—-b=0, b= -UV.
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Plagons nous dans I'hypothése

(21) 1 +4h=0, h=0,

c’est a dire dans le cas ou I'équation (c;) a ses racines positives et (c;) les racines
réelles. conformément a I’hypothése D. Si nous désignons par m, et m, les racines
de I'équation (c3), ®, =m,, on s’assure aisément que

(22) O=w,<i<w,.

D’autre part, vu le fait que (U, V,|. U,V, = UV =1/4, on conclut que a =0,
et que les racines w,. w, de I'équation (c;), (@, <=wm,) satisfont a:

W, =w<=t=w; =w,

23 .
2 | —w; =0, o, <wo,.

b, Les coefficients des développements en séries de puissances, de w et 0,
d’apreés (18) s"obtiennent de la méme maniére que ceux de (1) —(2): ces coefficients
sont:

DpDn-—p ‘_Ohdi
D D,
1l sont positifs comme il résulte des valeurs de D,,, d,;. analogues a (12) et de la re-
marque précédente.

i DD
¢ ) Etudions la valeur "D" P en supposant w,. w,; =0: on a:

DD,y _[0f"! 08" — 3 (@ ~ )] (017!~ 0f 7P — 0,00} — 0277

D, (0, —y) [‘“j” = ‘-—”g+ b ml-w.‘.(w': — )]
el. en posant r =wm,/e, .
¢ bk D,D,_, - 1) (p+ Dl —wy) +w,r? i
‘w, D, oy |l —w; — (r—aw;y)re

kg (=M}t ™F 1 —w, —(r—wy)r" | —p

4 n=p+ (1 —wy)+wy" " (n+1)(l —w;)—w,r 1 }

En posant encore

P PO i e r p+C
l—w,’ l —w,’ r—am, 1—Brr °

il résulte:

g 1
;,:;,—l log ( D’g:"') T lo(r,p)+a(r,n—p)—a(r,n)—a(r,0)].
D’autre part I'expression a(r, p) est croissante avec p: en effet, sa dérivée est

Jo _ 1=Br+rB(p+C)logr
p ) S [1— Brr)? .
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Cette dérivée est positive parce que, d’abord:

0 Y, U A el R L4
cp l-w, l-ow,

et puis, le signe de da/dp est celui de son numérateur, et aussi celui de
1
5 —B4+B(p+C)logr;
e

or cette fonction est croissante avec p, car

I
o [— 1+ Br’] log r=0.

On a. d’autre part
I_S___ 5 _L{l_wiz) 0.

alr, 0) = B = (l—r_)(r—(:)z)‘)

On peut donc conclure que a(r, p) est positive et croissante avec p.

: 7 s n
Remarquons en méme temps que o(r, n —p) décroit avec p, que a(r, ?) =

n ‘.. n
— ar(r. n— 5 ) que la somme a(r, p) +a(r,n—p) a un minimum pour p = 5 et
n
2
maximum de cette somme a lieu pour p =0 (ou p=n) et que ce maximum est

que. enfin, cette somme est symetrique par rapport a p= . Il résulte donc que le

a(r.0)+a(r.n).
On déduit alors que

¢ D,D
24 — ] 2877 <0,
e Ao o8 D Sk

- . n e \
quels que soient les entiers n et p ( =p= ) Or on a d’apres la remarque a):

2
1
wl":-_z'- r'm]:‘,";l- r'r.-al){“_l‘
cl
2z
25) = D,D,_, | . (3n + 4)
Dn (==} 8(3"‘1"‘2)
Dautre part, en posant:
e R
ek e B S L ey
on a
¢ DpDu-p 1
B0 log N t(r.p)—t(r,n—p)+1(r,n)+1(r. 0)},
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et cela montre d’'une maniére analogue a celle de la remarque précédente que

i DpDy_p _
(26) ‘,;h log —D,, = 4
c'est a dire,
3 2
27) ¥ DDy y 5(J:+4)

Dn ,t-')lztu:=5_8(3n_2_}-

Il résulte alors que, dans les hypothéses admises, D,D, _ /D, construite pour le

systeme (1) (2) est majorée par la méme expression construite pour le systéme
1

5
d) Supposons maintenant w, =0, I —m, =0, c’est a dire:
b = - L"l V: ;"‘04 b“z Vl :"Oa

majorant (19), dont 0, =w, =

Considérons alors I'équation auxiliaire du second degrée
(c3) w* —)a*+4bo +b =

qui admet les racines
=0, 0 =-—-0,.

Désignons par D ce que devient D,, quand on remplace o/ par w;. On a alors,
,Qf‘g"_‘_*’ = 2;19!'1
[ TG . A
On s’assure de la valabilité de ces inégalités, en traitant séparément:
le cas =: p = pair, n =impair, qui conduit a:

(28) 0=

g 2 -
Ol —a) +oi 2 (l —w,) =@ ot T ol et "”)(l—m,)(l-w,)

OV (14 w,)? -0t (l—(r)l)z-—(wpﬂufi-“‘ T (1 =) (1 +w,)

lH'2(1—(:92) + ) (l—wllz‘(w s -[-a)zw';“)(l— o) (1 —w,)

o1 (1 +0,) =0y (1- 0)) — (0,07 —0,0]" ) (1 -0) (1 +0,)

IIA

inégalité qui est évidemment satisfaite, vu que w, <0.
le cas 3, p-pair, n-pair, qui conduit a:

R+2(l‘_w2) + R+-(l_wl) (mp+l ' F+l+(u‘; |'I' j’}+‘)(l (i)l)(‘l—(f)_z) A

(1+m,)" + S LW

w)t? 03 (1- o)+ (@} o) "“+w"“w'; PPh(1—w) (14 w,)
H'(l—wz) +wh (l—wl}z—(wltug +waw1+l)(l—w1)(i-‘f.f)2)

"+’(l +w2)' +w3+2(l _wl)z + (05" + 0,07 Y (1 —0) (1 +0,)

et cette inégalité se vérifie aussi aisément, sous les mémes conditions.
D’autre part, I'expression DD, _ ,/ D}, qui est calsculée & partir de (c3). est majorée
par la méme valeur que celle qu'on obtient a partir de I'équation (c3).
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_ En effet, en remplagant une racine de (c;) dans le premier membre de I'équation
(c¢3), on obtient:
O+b—Va+ 4o +b=0{1-Y(1 = UV, + U, V) —4U,V,} +
+b— UV, = o{l =Y (T = U,V )? + (U, V3)? =20, V,(1 + U, V)} +b— U, V5.
Comme U, V, =0 et U,;V, =0, on a d’'une maniere évidente:
@+ b—Va*+4bo +b<0.

¢) Etudions maintenant les coefficients

(29) Dg!h pout k=1,2Z .., 0 #=1,2, sicsn=p~1.
On constate que
oy _ oD, idy _ oD,
w, ~ ‘w;,’ fw, i,

et, parsuite

¢ (D ¢ (Dd
30 o et el A = & kn =0.
™ 0y ( D, ) X 0o, ( D, );0

1l résulte donc, que I'expression (29) est majorée par Dyd,/D, .

§ 7. Supposons
30 D,=A=0;

le systéme a alors la forme:

ou _ ov e

Ay = May HAY 00 P2 Py 4. 43),
(32)

v 1 cu SR

oy ?;;_“;_“f+gl{-\s.|~‘-l‘!l'pl‘pjsqva3)
ou

m = const., (Lf') = ag,) =0; mz0.
9, /o aps /o

11 est évident que ce systéme ne peut pas déterminer d'une maniére unique (¢°u/dx dy),
et (C%v/cxCy)y: maissiona D, #0 (n=1)et

(32) dfy | dgy

¥ --m
dy dx

alors le systeme (32) admet une intégrale analytique si on donne la valeur de
c?u/éxdy a l'origine.

Les conditions D;=0. pour un indice i quelconque, mais fixé, ont une inter-
prétation analogue a la précedente.
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Etudions le cas ou on a
(33) D;=0,

pour deux valeurs différentes de 7, soit r et 5 (r #5), en supposant @, =w,, »; =0, |.
On arrive alors a
o7 = ofys,

En désignant par ¢ une racine d’ordre 7 =r — 5 de I'unité, on a
)y = €,

et, si w, et w, sont imaginaires conjuguées, on déduit que les m; sont des racines
d’une équation de la forme

' =k2, k réel, r-entier.
Ce cas est réalisé quand:
k*cos 2q —ak cos ¢ — b = 0, -
k sin2q —asin g = 0. g
Si ®,.w, sont réelles. on a

sing =0 0 = —w,,
C'est a dire

(34) a=1-UV,+ U, ¥, =0
Le cas ou les m; sont complexes, conduit a
(34) sing#0, b= —k% a=2kcosgq.

Les coefficients des développements en séries, de u et de ¢ ne pourront étre
déterminés dans ce cas que si les conditions suplémentaires, analogues a (32°) sont
satisfaites et si I'on donne arbitrairement les valeurs des dérivées qui restent indéter-
minées.

Enfin le cas ot D; =0, quel que soit i, conduit a

(35) A=b=0.
En supposant, pour réaliser cette condition
(35) = U, =0, V, =0,

le rang de la matrice (7) est 2n — 1. et alors, pour trouver les coefficients, les conditi-
ons de compatibilité étant supposées satisfaites, on doit donner arbitrairement, pour
chaque n, la valeur d’une seule dérivée a I'origine.

Mais si

(35”) A=U =V, =0,

alors le méme rang est », et alors il faut donner les valeurs de n dérivées a 'origine,
Il est évident que dans chacun de ces cas il faut étudier séparément les conditions de
convergence.
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§ 8. Cas particuliers. A. Supposons que les fonctions f et g ne dépendent pas de
u,.v,. Alors
) REZT

n

et la suite des coefficients se trouve sans aucune restriction.
Le probléme de la majoration est complétement analogue a cetui que l'on
rencontre dans le cas d'un systeme Cauchy-— Kowalewsky.
B. Supposons que la fonction f ne dépende pas de u, et que g ne dépende pas
de .. Alors on a
U, =V, =0.

Le systéeme (6) admet une solution unique si A=0, et il se décompose en n
svstemes chacun de deux équations a deux inconnues. La majoration se fait par un
svstéme

M

GG

dont la solution est une majorante de la solution du systéme donné, en supposant
encore:
4|1U,V,|=1,

C. Si la fonction f ne dépend pas de v, et g ne dépend de u,. alors
{J‘z = V] = 0.

et les coefficients des développements en séries de puissances, de u et de v, se trouvent
succésivement sans aucune restriction. comme on voit d’apres la matrice M de (7).

D. On peut encore traiter les cas particuliers ou I'une des quantités U,, U,,
V,. V', est nulle. Le systeme (6) se simplifie, la majorante est plus compliquée. mais
les conditions imposées aux coefficients U;, V; non nulles, sont plus larges. Nous
ne nous occuperons plus de ces cas.

§ 9. Supposons maintenant donné le systéme:

F(xX, 7,2, U0, Py4P2sP3sq1s92.93) = 0,
(36) A

G(x, Y, 2, 4,0, Py, P2, P3:91,92:93) = 0,
les fonctions F et G étant analytiques au point Py(Xy, Yo, 2o g, Ug: pYs qf): soient:
(37) o(x,y2) =0, Y(x,»,2) =0
deux surfaces §, et S,. de I'espace cuclidien a trois dimensions, ¢, € C* dans le
voisinage du point P (xy. Vg, Zo). telles qu'on puisse trouver une troisieme fonction
7(x. y. ) de maniére que la transformation

(38) = ip(X 2N =X 2), € =13(x, W2

admette une inverse au voisinage de P, (xy, Vg, Zo)-
Proposons nous de trouver deux fonctions u et v, analytiques au voisinage de
P, . qui soient solutions de (36) et qui satisfassent encore a:

(39) ulg, = a(x, . 2)g, vly, = B(x, . 2ls,.
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z et f§ étant deux fonctions analytiques de x, y, = au voisinage de P,, définies sur
S, et S, respactivement.

Pour la résolution d2 c2 problém:, faisons la substitution définie par (37) en
(36). On voit alors qu'on pzut résoudre ce systétme par rapport a cu/cé, cv/cy si

| OF o8¢ oF o¢ 3 oF 0§ oF on cF on oF on

: . e R, S L]

-~ B - - = 2 a o o s -] - P

ép, 6x 0Op, Gy Op; Oz dg; 0x dqy Oy Ogy 0z |

(40) K = # 0.

10G 96 0G 0 oG of G éqn  6G on G On
g Tl AT T - CYR by M e - v

épy Ox dp, ¢y Opy Oz 0g, 0x 0q, Oy 0q; 0z |

Cette relation étant satisfaite, si les foaztions Fetl G satisfoaterzar2 2 uaz condition
analogue a D, il résulte quz noire problimz adm:t unz solutina.

§ 10. La relation
1 K=10

définit, pour chaqus surfazz ¢(x, y.z) = 0 une famille de surfaces y(x, v, z) = 0.
C'est une géniralisation dz la notioa de caractéristique qu’on a obtenu de cette
maniére, dz m&mz qu'une giniralisation des restrictions qu'on inpose pour le pro-
blem: d2 GoursaTt. Nous allons nous oczuper plus en détail de ce probléme dans
unz autre Note.

{ Recu le 15. seprembre 1961.)



