Uber eine Verallgemeinerung des Satzes von Miquel

Von WALTER BENZ (Frankfurt'Main)

In [3] gibt L. PECczAR einen eleganten Beweis des Satzes von MIQUEL (Lassen
sich acht verschiedene Punkte so den Eckpunkten eines Wiirfels zuordnen, daf es
fiinfmal vorkommt, daff den Eck-
punkten einer Seitenebene des Wiir-
fels vier konzyklische Punkte ent-
sprechen, so ist dies auch bei den
Eckpunkten der sechsten Seitenebene
der Fall.') Bei geeigneter Bezeich-
nung der Punkte ldfBt sich dieser
Satz dquivalent auch so formuli-
eren;: Simd A, B, C,.D. E F, G, H
verschiedene Punkte derart, daf die
Quadrupel ABCD, AEHD.FBCG,
AFCH, EBGD konzyklisch sind. so
ist auch das Quadrupel EFGH kon-
zvklisch. s. Fig. 1). Dieser Beweis Fig. |
lautet fiir den Fall der Riemann-
schen Zahlenkugel so: Da fiunf der Doppelverhéltnisse in der Identitit
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reell sind, muB auch das sechste Doppelverhiltnis reell sein?)?).

Die Identitit (M) von PeECcZAR beweist allgemeinere Aussagen als den Satz
von MIQUEL, z. B. den Satz: Sind A, B, C, D, E, F, G, H verschiedene Punkte derart,

'} Formuliert nach vaN DER WAERDEN, Ssmuip [4].
) Benutzt wird dabei natiirlich der elementare Sachverhalt, daB das Doppelverhilinis von
vier verschiedenen Punkten der Riemannschen Zahlenkugel genau dann reell ist, wenn diese Punkte
N PR Q—~§
SRl P—S Q—R
schiedene Punkte P, Q. R, S der Zahlenkugel von ==, 0 verschieden ist.
') PEczaAr schreibt die Identitit (M) etwas anders auf. Vielleicht ist sie in der vorliegenden
-B|[4-]] B
el %]
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gemeinsam auf einem Kreis liegen. — Es werde ferner beachtet, daB3 fiir ver-

Form leicht zu merken, wenn man die rechte Seite von (M) iliber '
entstehen [ldBt.
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daf die Quadrupel AEHD, FBCG, AFCH. EBGD konzyklisch sind, so gilt die Win-
kelidentitit*) ((ABC)(ABD): B)=((EFH)(EFG); F) (s. Fig. 2).

Wir wollen den vorstechenden - gering zu modifizierenden — Satz in einer
Klasse von Geometrien®) — nach vorheriger Einfiihrung einer speziellen zwei-
stelligen Relation, einer Winkelvergleichung, auf der Menge der Winkel nach-

Fig. 2 Fig. 3

weisen. die grosser®) als die von Peczar betrachtete Klasse ist. Unsere zugrunde-
gelegte Klasse umfalit also mehrere anschauliche Geometrien (neben der klassi-
schen Mobiusgeometrie z. B. die klassische Laguerregeometrie. eine Parabelgeo-
metrie, eine Hyperbelgeometrie).

Sei & ein kommutativer Korper, sei M ein echter kommutativer Oberring von
A, der ein I-Element besitzt, das mit dem 1-Element von & {bereinstimmen soll.
Sei ¥ die Kettengeometrie”). die vermoge der -Algebra SR erkliirt ist (s. [1]). Punkte
bzw. Kreise bezeichnen wir mit groBen bzw. kleinen lateinischen Buchstaben. Fiir
die Winkel in X ®) geben wir eine Winkelvergleichung (Aquivalenzrelation auf der
Menge der Winkel) an: Es sei (ab: S) ein Winkel von X. Ist dann S* ein Punkt aus

4) Unter einem Winkel wird ein orientierter Kreiswinkel verstanden: Sind a. b, anbh =2,
Kreise auf einer mit einer Indikatrix versehenen Kugel. so ist (ah: S). Sca b, der der GroBe
nach eindeutig besimmte Winkel modulo =, der in § lings der durch die Indikatrix gegebenen
Orientierung vom Kreis a zum Kreis b fiihrt.

%) Wir meinen die in [I] betrachtete Klasse.

“) Vgl. hierzu FuBnote 1 in [I].

") Wir werden allerdings statt ,,Kette” durchweg ., Kreis™ sagen.

¥) Der in [2], § 1. fir eine beliebige Kreisebene gegebene Winkelbegrilf kann hier tibernommen
werden, da X' gewill Kreisebene ist (Geordnetes Kreispaar zweier sich mindestens in zwei ver-
schiedenen Punkten schneidender Kreise a, b zusammen mit einem Schnittpunkt § derselben,
in Zeichen (ab; S).).
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anhb—{S| (wir beachten, daB3 durch drei verschiedene Punkte von X hochstens
ein Kreis von T hindurchgeht, s. [1]. Satz 1), sind A, B Punkte mit Aca—1{S, §'},

o
Beb— (S, 5], so heifit die Restklasse ¢ = I B ‘l N der Faktorgruppe v/N~ v

bezeichnet die multiplikative Gruppe der reguliren Elemente des Ringes )N — die
Mapzahl (oder auch die Grifie ) des Winkels (ab; S)"). — Die Winkel (ab: S). (¢d: T)
heiflen genau dann gleich, in Zeichen (ab; S) = (cd; T), wenn sie die gleiche Maf-
zahl besitzen '").

Die Geometrie ¥ geniigt gegeniiber der angegebenen Winkelvergleichung einer
Reihe von interessanten elementargeometrischen Sétzen. z. B. dem Satz iiber den
Schnentangentenwinkel (Ist 4, B, C, D ein paarweise konzyklisches '?), jedoch ins-
gesamt nicht konzvklisches Punktequadrupel, so gilt ((ABC)(ABD); B) =

= ((DCB)(DCA): C) (Fig. 3); dieser Satz folgt sofort aus der Identitiit

= 2&;’) Das mag man einfach iibertragen von dem Fall )N Kéorper™ her

J4B-‘
1 )

(§ 2 in [2])"%). Wir wollen uns hier nur dem bereits angegebenen — jetzt zu modifi-
zierenden — verallgemeinerten Satz des Satzes von MIQUEL zuwenden: Es seien
A, B, C. D, E. F. G. H verschiedene Punkte, von denen je zwei gemeinsam auf min-
destens einem Kreise liegen '*). derart. daff die Quadrupel AEHD, FBCG, AFCH,
EBGD konzyklisch sind. Dann gilt die Winkelidentitit ((ABC)(ABD): B) =
= ((EFH)(EFG): F).

Bewels. Wir stellen zuniichst fest, dall die Tripel ABC, ABD, EFH, EFG je
konzyklisch sind. da 4, B, C. D, E. F. G, H eine eigentliche Punktmenge 1st. Wegen
der Identitiit (M), die auch in unserem allgemeinen Falle gilt. ist aufgrund der

gemachten Voraussetzungen l;gl R* = ‘Eﬁ s,  Also sind die Winkel

((ABC)(ABD): B). ((EFH) (EFG): F) von gleicher Grofle.

*) Im Gegensatz zu [1] wollen wir hier schon dann dem Punktequadrupel P, Q, R. § ein

gewill regulires — Doppelverniltnis

féJ zuordnen, wenn nur P, Q, R und P. Q, § je cigentliche'”)

Punktetripe! sind.

12y 5. 1]
') Diese Winkelvergleichung haben wir frither bereits eingefithrt fiir den Fall, daB alle von
0 verschiedenen Elemente von H regulir sind (s. [2], 2. 7. 1.). Wegen des Nachweises, daB die

MaBzahl ¢ des Winkels (ab: S§) nicht von den Punkten 4. B — innerhalb der getroffenen Einschrink-
ungen abhiingt, verweisen wir auf FuBnote 21 in [2], wo dieser Nachweis fiir den speziellen Fall
angegeben ist.

'#) Man bedenke bei dieser Voraussetzung. dal ja schon in der Laguerregeometrie nicht
immer zwei Speere gemeinsam aul einem Zykel liegen.

3) Insbesondere kann man wie in [2], 2. 7. 1.. die Aquivalenzklassen gleicher Winkel zur
Winkelgruppe 1 von X' zusammenfassen mit 2 == v/8*. Im Falle der klassischen Laguerregeo-
meirie ist diese Gruppe — bis auf Isomorphie — die additive Gruppe des reellen Zahlkorpers.
also die Winkelgruppe der klassischen Laguerregeometrie. Im Falle der klassischen Mobiusgeo-
metrie liegt bis auf Isomorphie die Torusg-uppe [0. 7) vor.

'4) Eine solche Voraussetzung kann schon nicht im Falle des Satzes von MigueL entbehrt
werden (s. Fullnote 7 in [I]).
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