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Uber die Begriindung der elliptischen Geometrie
Herrn Professor Dr. Paul Szasz zum 60. Geburtstag gewidmet

Von J. STROMMER (Budapest)

Einleitung

Die Aufgabe, die elliptische ebene Geometrie mit ausschlieBlicher Benutzung
cbener Axiome und ohne Stetigkeitsbetrachtungen zu begriinden, ist von G. HESSEN-
BERG geldst worden '). Er hat zunichst den PascavLschen Satz fir die elliptische
Ebene unter Hinzuziehung der Kongruenzsitze in der Ebene und unabhingig von
den Stetigkeitsaxiomen nachgewiesen. Von diesem Satz aus gelangt man zum pro-
jektiven Fundamentalsatz und zum Rechnen mit Wiirfen. Die trigonometrischen
Funktionen lassen sich dann als Wiirfe definieren und die Grundformeln der Tri-
gonometrie entwickeln.

Mit denselben Hilfsmitteln ist es aber moglich die analytische Geometrie der
elliptischen Ebene. unabhingig von der Trigonometrie, unmittelbar zu begriinden,
und dann die trigonometrischen Funktionen als gewisse Bewegungsinvariente zu
definieren, und die Grundformeln der Trigonometrie als eine Folge der analytischen
Geometrie nachzuweisen. Dieser Aufbau der elliptischen Geometrie hat gegeniiber
dem von HESSENBERG eingeschlagenen Weg den Vorzug gréflerer Einfachheit.

Es soll in dieser Arbeit eine Darstellung dieses Weges kurz angedeutet werden.

Wir legen unseren Behandlungen die Verkniipfungs-, Anordnungs- und Kon-
gruenztatsachen der elliptischen Ebene nebst den bekannten Sitzen tiber Pol und
Polare in bezug auf die absolute Polaritit derselben. sowie den projektiven Funda-
mentalsatz zu Grunde.

§ 1. Escherichsche Punkt- und Linienkoordinaten

Wir nehmen durch einen Punkt O zwei zueinander senkrechte Gerade x, v als
festes rechtwinkliges Achsenkreuz und die Schnittpunkte =, == derjenigen Geraden
mit der absoluten Polare von O=0,=0,, sowie die Mitte 1., 1, je einer durch
O und =_bzw. =~ _bestimmten Strecke als Fundamentalpunkte der x- und y-Achsen
an. Wir wollen die zusammengehéorigen (inhomogenen) projektiven Punkt- und

1) G. HesseNBERG, Neue Begriindung der Sphirik, S. - B. Berliner Math. Ges., 4 (1905),
69—177.
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Linienkoordinaten?), die auf ein solches System bezogen sind, Escherichsche Koor-
dinaten nennen.?)

Die Escherichschen Koordinaten irgendeines Punktes sind durch den Punkt
eindeutig bestimmt, mit Ausnahme der Punkte =  und == . Im ersten Falle ist x = =
und y unbestimmt, im zweiten Falle ist x unbestimmt und y ===, Umgekehrt: die
Escherichschen Koordinaten x, y bestimmen eindeutig einen Punkt, mit Ausnahmen
der Punkte, fiir die x === und y = == ist. In diesem Falle konnen wir, um den Punkt
zu bestimmen, den Quotient y/x angeben, wodurch eigentlich die projektive Koor-
dinate = des Punktes in bezug auf die Gerade (0, 0) angegeben wird.

Zu jeder Geraden gehort ferner ein und nur ein Paar (v, v) von Linienkoor-
dinaten. mit Ausnahme der Achsen. Die Linienkoordinaten der Abszissenachse
sind: = unbestimmt, v =+ und die der Ordinatenachse: w = ==, v = unbestimmt.
Umgekehrt: die Koordinaten « und ¢ bestimmen eindeutig eine Gerade, mit Aus-
nahme des Falles, daB w=v == ist. Dies trifit dann ein, wenn die Gerade durch
den Ursprung geht. Um die Geraden durch den Ursprung zu bestimmen, miissen
wir auch den Quotient w/v angeben.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal} irgendein Punkt (x, y)
aufl der Geraden (u, v) liegt, oder die Gerade (w, v) durch den Punkt (x, y) geht.
ist nun das Bestehen der Gleichung

ux+ey+1 = 0.

Dies ist also die Gleichung einer Geraden, wenn in derselben die Punktkoordinaten
x. y als Verdnderliche aufgefalit werden. Somit wird jede Gerade analytisch durch
eine lineare Gleichung in Punktkoordinaten dargestelit, und jede solche Gleichung
stellt eine Gerade dar: die Gleichung der Geraden durch den Ursprung ist homogen?).

2) Wir erinnern, daB diese Koordinaten gewisse Klassen untereinander gleicher Wiirfe sind:
Es seien 4. B, C, D Elemente eines Grundgebildes der ersten Stufe und A'. B, C', D' Elemente
desselben oder eines anderen Grundgebildes der ersten Stufe; wir setzen voraus, daBB A, B, € sowie
A’y B, C’ verschiedene Elemente sind. Wir sagen: die Wiirfe d. h. die geordneten Quadrupeln

(ABCD) und (A'B'C’'D’) sind einander gleich, wenn es eine projektive Abbildung gibt, so daB
den Elementen 4, B. C, D der Reihe nach die Elemente A, B', C', D’ entsprechen. Die Klassen
der Wiirfe, die den Wurf (48CA). (4BCB), (ABCC) gleich sind. bezeichnen wir bzw. mit =, 0, I.
Wir nehmen drei Elemente U, O, E eines Grundgebildes der ersten Stufe als festes Fundamental-
elemente an und nennen die Klasse der Wiirfe, die dem Wurf (UOEX) gleich sind. die projektive
Koordinare der Elemente X dieses Grundgebildes in bezug auf die Fundamentalelemente U, O. E.

Es ist bekannt, daB sich unter den Klassen einander gleicher Wiirfe eine .,Addition™ sowie
eine ,,Multiplikation™ definieren ldfit, beziiglich denen diese Klassen mit Ausnahme von ==
~ einen (zufolge des als giltig vorausgesetzten projektiven Fundamentalsatzes) kommutativen
Korper bilden. den wir den Koordinatenkdrper nennen wollen. Bezeichnen wir die Koordinaten
der Elementen, die durch die Elemente O und U von £ getrennt liegen, als negariv zum Unterschiede
von denen, die durch dieselbe Elemente von E nicht getrennt sind, und deren Koordinaten dann
als positiv bezeichnet werden, so wird der Koordinatenkorper angeordnet und somit gelten alle
bekannten Rechenregeln. Unter Hinzuzichung der Stetigkeitsaxiome erweist sich der Koordinaten-
korper dem Korper der reellen Zahlen isomorph. — Vgl O. VesLex und J. W. Youna, Projective
geometry, | (Boston, 1910), S. 141 152, 157 159.

4) Unter Hinzuziehung der Stetigkeitsaxiome entsprechen diese Koordinaten denselben. die
von EscHericH zur Behandlung der Theorie der Flichen konstanter negativer Kriimmung ange-
wendet wurde. Vgl. G. v. EscHericH, Die Geometrie auf den Flichen constanter negativer
Kriimmung, S.—B. Akad. Wiss. Wien, Math.-nat. Kl. 1I, 69 (1874), 497 — 526.

GUDERMANN benlitzte analoge Koordinaten fiir die Sphérik. Vgl. C. Gupermann, Grund-
rify der analytischen Sphirik (Kaln, 1830), S. 1.

4) Vgl. die in FuBnote?) erwiihnte Arbeit von O. VesLex und J. W. Youxa, S, 169 179,
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§ 2. Der analytische Ausdruck der Drehungen um den Ursprung
des Koordinatensystems in Escherichschen Koordinaten

Wir verstehen unter einer Mittellinie zweier Geraden ¢ und b eine Gerade
derart, daBl die Spiegelung an dieser Geraden die Geraden @ und b miteinander
vertauscht. Zwei Gerade ¢ und b haben zwei Mittellinien e und f, die zueinander
senkrecht sind: die Geraden ¢ und / gehdren zu dem einen bzw. anderen durch
die Geraden a und b bestimmten Winkelfelder.

Bei der Spiegelung der elliptischen Ebene an eine Gerade a derselben, ent-
spricht jeder von a verschiedenen Geraden b eine Gerade 6" und der Geraden «
dieselbe Gerade. Der Schnittpunkt der Geraden b und b’ liegt auf der Geraden a.
Entspricht ferner dem Punkte B der Geraden b. der aulierhalb der Geraden « liegt,
der Punkt B" der Geraden b’. so geht die Gerade BB’ durch den absoluten Pol 4
der Geraden a. Hieraus ergibt sich, dal die Spiegelung der elliptischen Ebene an
eine Gerade a derselben eine Perspektivitiit ist, und somit ist jede Bewegung der
elliptischen Ebene eine projektive Abbildung derselben auf sich selbst, da jede
Bewegung als Produkt von endlich vieler Spiegelungen dargestellt werden kann.

Die Gerade (0, 0) wird ferner von den Verbindungsgeraden der Punkte (0, 0),
(I, 1) und (1,0), (0, 1). die zueinander senkrecht sind. in Punkten geschnitten. fir
deren Koordinaten y/x =1 bzw. — | ist. Hieraus folgt sofort. dafl die Orthogonalitit
im Biischel O die elliptische Involution

Wit = —vflu
verursacht.

Es seien nun @ und b zwei Gerade, von denen die Gerade durch die Punkte
(0, 0), (1, 1) eine Mittellinie 1st; wir setzen voraus, dall die Geraden a und b nicht
durch O gehen. Die Geraden a, b schneiden die x- und y-Achsen in einem Punkte
A bzw. B. Die Gerade AB ist senkrecht zu der Geraden, die durch die Punkte (0. 0),
(1. 1) geht: somit geht diese Gerade durch den Punkt der Geraden (0. 0), fiir dessen
Koordinaten y/x = — 1 ist: auch die andere Mittellinie der Geraden a, b geht durch
diesen Punkt. Die Geraden, die den Punkt O mit dem Punkte (1. 1) und dem Punkte
der Geraden (0. 0) fiir dessen Koordinaten y/x = -1 ist, verbinden, trennen die
x- und y-Achsen harmonisch. Hireaus folgt, daB beliebige zwei Gerade a und b
von den Mittellinien derselben Geraden harmonisch getrennt werden.

Entspricht bei der Spiegelung der Ebene an eine Gerade « dem Punkte B, der
auBerhalb der Geraden a liegt, der Punkt B’, und trifft die Gerade BB’ die Gerade
a in C, ist ferner D ein von C verschiedener Punkt der Geraden a, so werden nach
unseren obigen Uberlegungen die Geraden DB, DB" von den Geraden CA, CD
harmonisch getrennt. Hieraus folgt, dall die Spiegelung der elliptischen Ebene an
eine Gerade a derselben eine harmonische Perspektivitit ist, deren Achse ¢ und
deren Centrum der absoluten Pol der Geraden a ist.

Es sei C =(a, b) ein beliebiger Punkt der Ebene, so dall ¢ =0 ist. Aus der Tat-
sache, dall die Mittellinien zweier Geraden zueinander senkrecht sind, und die
beiden Geraden von denselben harmonisch getrennt werden, folgt, daB die Linien-
koordinaten m, n der Mittellinie der Geraden OC und der x-Achse die Gleichung

(&)

m a+Va*+bh?

n
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erfullen miissen, wobei das Vorzeichen + oder — gilt, ja nachdem, von der Mittel-
linie die Rede ist. die zu der durch die x-Achse und die Gerade OC bestimmten
und die y-Achse enthaltenden oder diese nicht enthaltenden Winkelfeld gehort.

Aus der obigen Uberlegung folgl _brigens die wichtige Tatsache, dal} im Bereiche

der Koordinaten die Operation } 1 +a? immer ausfithrbar ist’): Wenn A ein Punkt
der x-Achse derart ist, dal} die Abszisse von A4 gleich dem Betrag von a ist, und die
Abszisse des Mittelpunktes der durch die Punkte O, 4 bestimmten und von einer
Halbgeraden nicht groBBeren Strecke mit m bezeichnet wird, so liefert die positive
Quadratwurzel von | +a? die Formel:

¥l14+a? =|aim+1.

Wir bezeichnen mit £ den Punkt (1, 0) und mit C einen beliebigen von O ver-
schiedenen Punkt (a, b) der Ebene, dessen Koordinaten nicht unendlich sind. Die
Geraden, die den Punkt O der Reithe nach mit den Punkten (1,0), (1, 1), (0, I)
verbinden, bestimmen in dieser Reihenfolge eine zyklische Ordnung des Biischels
0. die wir den positiven Umdrehungssinn um O nennen wollen. Wir sagen: eine
Gerade durch O liegt innerhalb oder auferhalb des Winkels COE, je nachdem
durch die Geraden OE, OC und durch jene Gerade in dieser Reihenfolge bestimmte
Umdrehungssinn mit dem positiven Umdrehungssinne um O gleich ist, oder die
beiden Umdrehungssinne entgegengesetzt sind: liegt eine Gerade innerhalb des
Winkels COE, dann liegt sie auBBerhalb des Winkels £FOC. Die Mittellinie des Winkels
COE, die in das Innere dieses Winkels fillt, heillt die Winkelhalbierende von < COE.
Wir verstehen unter einer Drehung um den Winkel COE das Produkt der Spiegelun-
gen an x und an der Winkelhalbierende von < COE in dieser Reihenfolge.

Auf Grund des vorher gesagten konnen wir leicht bestetigen, dald durch Drehung

um den Winkel COE — falls O der feste Drehpunkt ist — aus dem beliebigen Punkte
(x, ¥) der Punkt (x", »") entsteht, wobei

; a b
b e ——— T N
}a?+ b? Va2 + b2
(1)
b

- g Foh )
Va2 + b? Va? + b2
Zu setzen ist,

§ 3. Transformation der Escherichschen Koordinaten

Wir denken in der Ebene zwei verschiedene Koordinatensysteme eingefiihrt.
Es seien x, y und x’, y" die Achsen, ferner O und O’ die Urspriinge der beiden Koor-
dinatensysteme, die wir urspriingliches bzw. neues System nennen wollen. Wir
sehen zu, wie sich die Koordinaten x’. y" eines beliebigen Punktes P in dem neuen
System durch die Koordinaten x. y desselben Punktes in dem urspriinglichen System
ausdriicken lassen.

) Somit ist der Koordinatenkorper infolge der vorausgesetzten Kongruenztatsachen ein
Pythagoreischer Korper.
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Jede Drehung der Ebene um einen Punkt A ist eine Verschiebung entlang der
absoluten Polare von A, und umgekehrt. Somit sind auf Grund der Formeln (1)
in § 2, die Transformationsformeln, falls die neue Abszissenachse mit der urspriing-
lichen zusammenfillt und die Koordinaten des neuen Ursprungs in dem urspriing-
lichen System (a. 0) sind, die folgenden:

2 X—a ‘, Va? + 1

T - ¥,
ax+ 1 ax + |

Fillt die neue Ordinatenachse mit der urspriinglichen zusammen und sind
(0, b) die Koordinaten des neuen Ursprungs in dem urspriinglichen System, so ist

L VBTET L, _y=b

S ey R e Y %

Fillt der Ursprung des neuen Systems mit demselben des alten zusammen und
sind (m. n) die Linienkoordinaten der neuen Abszissenachse in dem urspriinglichen.
SO Ist

" n m
X = e —y,
F m? + n? y m? + n?
’ m
F St
¥m?+n? V' m? +n?

Die Transformation, welche das alte Koordinatensystem in das neue lber-
fuhrt, 1dBt sich immer aus dem obigen drei Transformationen zusammensetzen,
Hiraus folgt, daf} die Transformationsgleichungen, welche die Beziehung ausdriicken,
die zwischen den Koordinaten desselben beliebigen Punktes in dem urspriinglichen
und in dem neuen System bestehen, die folgenden sind:

- , @y x+by+e ,  lasx+byy+c,
ol =g oAl Rt N y =
agx + boy+cy, . aox +boy+ ¢,
wo die Determinante
a, by ¢ |
A = ! 5] bz Cy |
lag by €

von Null verschieden ist. da diese Transformation ein-eindeutig ist.
Durch leichte Rechnung kénnen wir bestetigen. daB zwischen den Koeffizien-
ten dieser Transformation folgende Gleichungen bestehen:

a} + b} +ci = a?,
(2) ai+bi+c} = o?,

ag+bj+cl = a?,
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wo a? der gemeinsame Betrag dieser dreigliedrigen Summen ist, ferner
a,a,+ b by+cc; =0,

(3) a,ag+ b by +cicq = 0,
aag+ byby + 309 = 0.

Die Gleichung der Geraden ux +vy+ 1 = 0 geht durch die Transformation (1)
in u'x" +v’y' +1 =0 iber, wobei & und ¢" die Linienkoordinaten der Geraden
(1, r) in dem neuen System sind: und zwar, wie die ausfithrliche Rechnung zeigt

au+bo+e, ,  au+byw+c,

4) u' = , U=

agu + byt + ¢ agi + by + ¢

ist. Somit werden die Linienkoordinaten durch dieselben linearen Gleichungen trans-
formiert, wie die Punktkoordinaten.

Fiir jede Transformation (1), deren Koeffizienten die Gleichungen (2) und (3)
erfiillen, und die Determinante der Transformation nicht Null ist, falls den Punkten
(xy.»y) und (x,.y,) in dem neuen System die Punkte (xi, 1) und (x2, y3) und
den Geraden (u,,v,) und (u,,v,) die Geraden (ui,v{) und (u3.v3) entsprechen,
bestehen folgende Gleichungen:

ol(xx;+yya+1) o e
- = X1X2+)1ya+1,
(@gx, +boy, + o) (@gx; + by, +¢o) 3

a2 (uyuy + 0,05+ 1)

(agty + boty + co)(@gtts + bovs + ¢p)

= uyus+uvyvs+ 1.

Aus der zweiten dieser Formeln folgt sofort. dal3 die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dal3 die Geraden («,,v,) und (u,, v,) zueinander senkrecht sind,
das Bestehen der Gleichung

i, +00,+1 =0

ist. In der Tat: die Geraden (u, . v,) und (u,, v,) sind dann und nur dann zueinander
senkrecht, wenn diejenigen Geraden bei einer beliebigen kongruenten Abbildung,
die den Ursprung des Koordinatensystems in den gemeinsamen Punkt dieser Geraden
iiberfithrt, zweier zueinander senkrechten Geraden entsprechen: der Ausdruck auf
der linken Seiten dieser Gleichung wird aber nach § 2 fiir die Linienkoordinaten zweier
Geraden durch den Ursprung dann und nur dann gleich Null, wenn dieselben zu-
cinander sekrecht sind.

Hieraus folgt, daB die Orthogonalitit zweier Geraden bei jeder Transformation
(4), deren Determinante nicht Null ist, und deren Koeffizienten die Gleichungen
(2) und (3) erfiillen. erhalten bleibt. Jede solche Transformation iiberfiihrt also ein
absolutes Polardreieck in ein ebensolches Dreieck und die Mittellinien der Winkeln
desselben in die Mittellinie der Winkeln des entsprechenden Dreiecks. Daraus ergibt
sich, dal3 irgend eine lineare Transformation dann und nur dann eine Escherichsche
ist, wenn die Koeffizienten derselben die Gleichungen (2) und (3) erfiillen.
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§ 4. Die Grundformeln der Trigonometrie

Seien (x,;.y,) und (x,,y,) die Koordinaten der Punkte P, und P,, sowie
(1ty.vy) und (u,, v,) die der Geraden g, und g,. Wir fiihren folgende Bezeichnungen
ein:

X)X+ ymya+1

cos -3 = {2 2 ] 2 ’
() a1 sgn (x; X+ o+ DV (xf+yi+ D (xi+y3+1)
o " (.\'_l_—" .\'1)2 + ( "| e ;;)E ‘+ (.\_| | :.\:;'T}i
2 5 PiP;) = | ———me e 5 Ty
(2) sin (P, P,) ] (x}+ryi+D(x3+y3+1)
. sgn (X, X3 + ¥y ¥2+ DV (X = X202 + (¥ = 12)? + (X, V2 — X3 ¥4 )2
(3) tg(Ple) = g__(__l_.__"l" __._.)_._( ..!..'_.,2). - (' ! _.'.2} (—1'—' "'-l)-I
Xy X3+ 3 y+1
ity + 05+ 1
(4’ >0 ,) =" e _1__2_#?__ ————— ———— ’
cos (8182) sgn (uyuy + 0,0, + DV @i+ o3+ D @i +0v3+1)
: e - | e G )
(3) sin(g,8,) = ] (13 -E-!-‘f + )@ +oi+1)

©)  tg(gg,) = “EMa¥a+ 0102+ DV — 42+ (03— 02 + y03 —up0)?
chedo Uty + U0, + | >
Wenn in den Gleichungen (5) von §3 x;=x,=x, y,=y,=y; U =u;=1U,
I, =u,=r gesetzt wird, so ergeben sich die Gleichungen:

x4y +1)
(aﬂ." <+ bn_l" + (‘0)1 e "

und
(P + v+ 1) -
B PP S SN Yl i . fok 3
(agit + bov + ¢;)?

Hieraus und aus den Gleichungen (5) in § 3 folgt, daB die Ausdriicke auf den rechten
Seiten der Gleichungen (1)—(6) beziiglich Escherichschen Transformationen absolut
invariant sind. Zwischen diesen Ausdriicken bestehen ferner folgende Gleichungen:

sin (P, P,)

7 Gt 1 B :

(7) cos (P,P,) 1g(PP,),

(8) sin?(P,P,)+cos*(P,P,) = 1:
sin (g, £>)

(9) ——=— =1 ),
o (e 2(8:8

(10) sin(g, g,) +cos*(g,g,2) = 1.

Zwei Strecken, welche die beiden Endpunkte gemein haben, und eine gerade
Linie bilden, heiBen Nebenstrecken. Es seien P; und P, zwei Punkte: wir bezeich-

D4
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nen eine der beiden durch diejenigen Punkten bestimmten Strecken mit P, P, und
setzen:

cos (P,P;) = tcos(P,P,),
sin (P, P,) =sin (P, P,),
[g(P1P2] = + tg{PlPZ)'

wobei die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem P, P, kleiner oder groBer
ist als ihre Nebenstrecke: sind P, und P, konjugierte Punkte, d. h. ist P, P, ihrer

Nebenstrecke gleich, so soll cos(P,P,) = cos(P,P5) =0 und tg(P,P,) =
= 1g (P, P,) = == sein. Es sei ferner < (P,P,P,) ein beliebiger Winkel: wir setzen:

cos(PyPoP,) = tcos(PyP;, PyP>),
sin(P, Py P,) = sin(PyP,, PyP,),
tg(P PoP;) = Ltg(PyPy, PyP,),

wo die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem < P, P,P, kleiner oder
groBer als sein Nebenwinkel ist; ist < P{PyP, ein rechter Winkel, d. h. seinem
Nebenwinkel gleich, so soll cos(P,PyP,) =cos(PyP,, PyP,)=0 und tg(P,P,P,) =
= tg(PoPy, PoP;) = == sein.

Unter diesen Festsetzungen sind wir nunmehr im stande die Grundformeln
der Trigonometrie abzuleiten. Zu dem Zwecke sei P =(x, y) ein beliebiger Punkt
aullerhalb der x-Achse, dessen Ordinate nicht negativ ist. Wir bezeichnen den
Punkt (1,0) mit E, ferner die Strecke, deren Endpunkte O und P sind, und die
nicht groBer als ihre Nebenstrecke ist. und auf derselben Seite der x-Achse wie die
positive Halbgerade der y-Achse liegt®), mit OP und den von dem positiven Halb-
strahle der x-Achse und der Strecke OP eingeschlossenen Winkel mit <1 POE;
dann ist nach den Formeln (4). (5) und (3)

., sin(POE) = 22—

cos (POE) = = e

Fx2+)
tg (OP) = x2+)2.

Wir setzen im folgenden voraus, dall auch die Abszisse von P nicht negativ
ist und bezeichnen den FuBpunkt des von dem Punkte P auf die x-Achse gefillten
Lotes mit P’;: es ist dann P"= (x. 0) und somit ist nach der Formel (2)

(1

et 0 e N ()= +y* 41"
Hieraus ergibt sich nach der zweiten der Formeln (11) die Gleichung:
(n sin (PP’) = sin (OP)-sin (POP").

*) Die x-Achse und die Polare vom Punkte O teilen dic Ebene in zwei Winkelfelder: wir
sagen: zwei Strecken, die auBerhalb der x-Achse liegen, nicht gréBer als eine Halbgerade sind und
den Punkte O als Endpunkt gemein haben, liegen auf ein und derselben Seite der x-Achse oder
auf verschiedenen Seiten derselben, je nachdem digjenigen Strecken zu ein und demselben Winkel-
feld oder zu verschiedenen Winkelfeldern gehéren.
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Drei Punkte, die nicht auf ein und derselben Geraden liegen, bestimmen vier
Dreiecke; in wenigstens einem von denselben sind die Seiten nicht gréBer als eine
Halbgerade. Irgend zwei von diesen Dreiecken heillen Nebendreiecke. In zweli
Nebendreiecken ist eine Seite gemeinsam, und je zwei entsprechende Seiten sind
Nebenstrecken; in den beiden Nebendreiecken sind die entsprechenden Winkel an
der gemeinsamen Seite stets Nebenwinkel und die derselben Seite gegeniiber-
liegenden Scheitelwinkel. Da ferner die Sinus von zwei Nebenwinkeln sowie zweier
Nebenstrecken eienander gleich sind, so gilt die Gleichung (I) fiir ein beliebiges
rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse OP, der Kathete PP’ und dem dieser
gegeniiberliegenden Winkel POP’,

Es seien nun P, = (x9,¥o)s P1 = (¥, 1), P; = (x;,y;) drei Punkte, die
nicht auf ein und derselben Geraden liegen. Die Punkte P,, P,, P, bestimmen zu
zweien, je zwei Strecken: wir bezeichnen je eine dieser beiden Strecken, die nicht
groBer sind als ihre Nebenstrecken, bzw. mit PyP,, P,P,, P, P, und den von den
Strecken P,P, und P,P, cingeschlossenen Winkel mit < P, P,P,. Wir wihlen das
Koordinatensystem so, dall O mit dem Punkte P, zusammenfillt, die Seite P,P,
auf dem positiven Halbstrahl der x-Achse und P, /P, auf derselben Seite der x-Achse
wie der positive Halbstrahl der y-Achse liegt: es ist dann x, =y, =), =0 und somit
nach der Formel (3)

x; = tg(PoP,y),
ferner aus den Gleichungen (11)

X, = tg(PoP5) cos(PyPyP5),
J'; = tg(PUP.‘,‘) Siﬂ(P.POPZ}.

Hieraus ergibt sich nach der Formel (1) mit Riicksicht auf die Gleichung (7) und
(8) der erste Kosinussatz:

(1) cos(P,P;) = cos(PyP,)-cos(P,P,)+sin(PyP,)-sin(PyP,)-cos(P, PyP,).

In dieser Gleichung kénnen wir nach unseren Voraussetzungen die Seiten und
die Winkel des betrachteten Dreieicks zvklisch vertauschen. Da ferner in den beiden
Nebendreiecken, die die Seite P, P, gemein haben, die Winkel bei P, Scheitelwinkel
sind und die Seiten von denen diese Winkel eingeschlossen werden zu je zweien
eine gerade Linie bilden und, da iiberdies die Sinus zweier Nebenstrecke einander
gleich und ihre Kosinus entgegengesetzt gleich sind, so gilt die Gleichung (II) fiir ein
beliebiges Dreieck mit den Seiten Py P,, P,P,, P,P, und dem dieser letzteren
gegeniiberliegenden Winkeln P, PP, .

Aus diesen beiden Grundformeln (I) und (II) folgt nun das ganze Formelsystem
der Trigonometrie, und somit haben wir unsere Aufgabe erledigt.

( Eingegangen am 10. Februar 1962.)



