Eine Bemerkung iiber die linear abhingigen Funktionen

Von STEFAN FENYO (Budapest)

Bezeichnen wir mit C die Menge aller auf der Halbgeraden 0 = = == erklirten,
komplexwertigen und stetigen Funktionen. Das Addieren von zwei Elementen aus C,
sowie das Multiplizieren einer Funktion aus C mit einer Konstante sei wie iiblich
definiert: die Faltung von zwei Funktionen /() und g(7) — bezeichnet durch fxg —
ist die folgende Funktion

frg = |fl-Dg@)ds.

——

Es ist bekannt, daB} die Faltung eine kommutative Operation ist, und, daB3 C mit
der iiblichen Addition und Faltungsbildung ein nuliteilerfreier Ring ist. C kann
also zu einem Quotientenkorper erweitert werden den wir mit M bezeichnen wollen
(der Mikusinskische Operatorkorper). Die Elemente aus M seien durch fig (£, g€ C)
bezeichnet, man nennt sie Operatoren. Das Einheitselement dieses Korpers M ist
der sog. Diracsche Operator: é =f/f (f beliebig aus C).

J. MiKusINsKI hat in seinem bekannten Buche iliber Operatorenrechnung [I]
den Begriff der ,,algebraischen” Ableitung™ in C folgendermalen eingefiihrt:

Df = —1f(1).
Die algebraische Ableitung besitzt folgende Eigenschaften:
D(fxg) = Dfxg+f* Dg,
D(zf) = «Df (x Konstant), sowie
D(flg) = (Dfxg—f+ Dg)lg>,

wobei g? =g % g ist. Damit haben wir zugleich die Definitions von Din M. Es sei
noch bemerkt, dal
Do =0
ist.
Vor kurzem hat J. Mikusinskl [2, S. 188.] die Umgehrung dieser letzteren
Behauptung bewiesen: ist x € M ein solches Element, fiir welches

Dx =1

giiltig ist, dann folgt x =xd, wobei « eine beliebige Konstante ist. (Es ist auf Grund
der Definition der algebraischen Ableitung klar, daB aus der Giiltigkeit der
Relation Dy =0 fiir ein Element y aus C das Bestehen von y =0 folgt).
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Der Satz von MIKUSINSKI ist mit der Aussage dquivalent, wonach fiir die
lineare Unabhingigkeit von fund g aus C das identische Verschwinden der ,, Wronski-
schen Determinante”

(1) f#Dg—g*Df
notwendig und hinreichend ist. Denn sind f und g linear abhéngig, so ist
glf = ad

(wobei z eine Konstante ist) und deswegen ist
(f+Dg—gxDf)f* = D(glf) = Dxd = 2Dé = 0,

woraus das Verschwinden der ..Wronskischen Determinante™ (1) folgt. Umgekehrt,
falls (1) identisch verschwindet, dann ist (angenommen, daB /' 0 ist)

D(glf) =0
woraus gemil des Mikusinskischen Satzes

glf = 2o

folgt, d. h. f und g sind linear abhingig.

Die Festestllung von J. MIKUSINSKI ist auch in einer verallgemeinteren Form
richtig: notwendig und hinreichend dafiir, daf die Funktionen fi,f,,....f, aus C
abhdngig seien, ist das identische Verschwinden der ,,Wronskischen Determinante”

i fi S

f, Dfs .. Df,
(2) Welfis fas o) = | 4 . / ks

RN D=t i PR
Die Determinante W wird im Ring C gebildet, d. h. die im Laufe der Berechnung
von W, auftretenden Multiplikationen miissen durch die Faltung ersetzt werden.
D bedeutet natiirlich die Operation der algebraischen Ableitung.

Wenn wir den Ring C zu dem Mikusinskischen Operatorenkdrper M erweitern,
dann kann er als ein Differentialfeld mit der algebraischen Ableitung betrachtet
werden. Er enthdlt eine Teilmenge, welcher in Bezug der Addition und Multipli-
kation isomorph mit der Menge der reellen Zahlen ist. Die Elemente dieser Teil-
menge haben die Gestalt 4. wobei 4 eine beliebige reelle Zahl ist. GemiB eines
allgemeinen Satzes [3. S. 34] {iber Differentialfelder gilt unsere Behauptung.*)

Unser Ziel ist einen elementaren und kurzen Beweis fiir die oben formulierte
notwendige Bedingung der Abhingigkeit von n Funktionen ohne Anwendung der
tiefgehenden Theorie der Differentialfelder zu geben.

Es ist allgemein bekannt s.z. B. [4.S. 121], daB notwendig und hinreichend
fiir die lineare Abhingigkeit der Funktionen f,,f,, ..., f, das Bestehen folgender

*) Diese Bemerkung verdanke ich Herrn E. GrszTeLyl, der meine Aufmerksamkeit auf das
Buch von J. F. Ritt geleitet hat.
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Identitét ist:
Ifl(«\'J)fz(-\]} coe Ju(x1)
Si(xa) fa(xy) L fu(x,)

‘ fl (".n) fz{'\-n) ey f.:! (-‘-n)
wobei x,, X,. ..., X, beliebige unabhingige Verinderliche sind (0 = x; = ==). Daraus
folgt
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Damit ist die Behauptung bewiesen.
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