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Uber die Kongruenzverbiinde der Verbinde

Von E. T. SCHMIDT (Budapest)

Es bezeichne V einen Verband. Es ist bekannt, dass alle Kongruenzrelationen
von V einen Verband, den Kongruenzverband @ (V) von V bilden. Die Bestimmung
derjenigen Verbinde, die mit einem Kongruenzverband eines Verbandes isomorph
sind. ist eine schwierige Aufgabe, und bisher waren nur zwei Sitze bekannt, die
hinreichende Bedingungen dafiir angaben, daB ein Verband mit einem Kongruenz-
verband eines Verbandes isomorph sei. Der erste Satz stammt von R. P. DILWORTH
(siche BIRKHOFF [1]) und sagt aus, dass jeder endliche distributive Verband mit
einem Kongruenzverband eines endlichen Verbandes isomorph ist. Der zweite Satz
stellt die Verbidnde 27 — wo P eine teilweise geordnete Menge ist — als Kongruenz-
verbinde dar.

In dieser Arbeit werden wir eine hinreichende Bedingung dafiir angeben, dal3
ein Verband mit dem Kongruenzverband eines Verbandes isomorph sei: wir erhalten
so eine weitgehende Verallgemeinerung der oben angefiihrten Resultate.

Die Ergebnisse enthdlt § 1, in § 2—35 geben wir der Beweis.

§ 1. Ergebnisse

Zuerst wollen wir untersuchen. welche Eigenschaften die Kongruenzverbiinde
der Verbiinde besitzen.

G. BmrkHOFF und O. FrINK waren die ersten, die die Kongruenzverbinde
der algebraischen Strukturen untersuchten. In ihrer Arbeit [2] haben sie bewiesen.
dali die Kongruenzverbinde die folgenden zwei Eigenschaften besitzen:

1. sie sind vollstindig:

2. jedes Element ist Vereinigung (endlich oder unendlich vieler) kompakter
Elemente, wobei ein Element x des vollstindigen Verbandes kompakt heillt, wenn
aus x= Y (x;: 2Z€A) fiir eine endliche Teilmenge A" von A x= ¥ (x;: 2€A’) folgt.

Die diese zwei Eigenschaften besitzenden Verbinde wollen wir kompakt erzeugte
Verbédnde nennen.

N, Funavama und T. NAKAYAMA [3] haben bewiesen, dall die Kongruenz-
verbinde der Verbiinde distributiv sind; und so erhalten wir mit den BIRKHOFF —
FriNKschen Resultaten:

Der Kongruenzverband eines Verbandes ist ein kompaki erzeugter distributiver
Verband.
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Es 1dBt sich leicht zeigen, daBl in einem kompakt erzeugten, distributiven Ver-
band das sog. unendliche distributive Gesetz

aN¥y b,=Y (@nk,)
eA a=A

gilt. Das duale unendliche distributive Gesetz

(*) aJ A b,=A (aUb,)

2EA aEA
gilt aber im allgemeinen nicht. Unser Hauptergebnis ist der folgende Satz:

Satz. Jeder kompakt erzeugte, distributive Verband, in welchem ( %) gilt, sobald
a ein kompaktes Element ist, ist isomorph mit einem Kongruenzverband eines Verbandes.

Korollar 1. (R. P. DILWORTH). Jeder endliche distributive Verband ist mit einem
Kongruenzverband eines endlichen Verbandes isomorph.

Korollar 2. (GRATZER —SCHMIDT [4]). Es sei P eine teilweise geordnete Menge.
Dann existiert ein Verband V so, daff © (V)= 2",

§ 2. Kompakt erzeugte distributive Verbinde

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir einige Hilfssitze und Begriffe.

DeriNiTION 1. Eine Menge H mit einer zweistelligen, idempotenten, kommu-
tativen und assoziativen Operation, die mit |J oder 7| bezeichnet wird, heilit in
bezug auf diese Operation ein Halbverband. (Die Operation | nennen wir Vereini-
gung und die Operation () Durchschnitt). Durch die ..a=b (a, b H) dann und nur
dann. wenn a'Jb = b” erklirte Relation wird der Halbverband eine teilweise
geordnete Menge. Eine nichtleere Teilmenge / eines Halbverbandes A heillt ein
Ideal, wenn aus a und b€/, stets @' !hel, und aus a€/ und be H, b=a stets h-1
folgt. Wenn H ein 0 Element besitzt, so bildet die Gesamtheit der Ideale einen Ver-
band /(H). den Idealverband von H.

Lemma 1. Der Verband V ist dann und nur dann kompakt erzeugt. wenn ein O
Element besitzender Halbverband H existiert. so daff der Idealverband von H mit V°
isomorph isi.

Der Beweis ist in [2] und [5] zu finden. Wir bemerken, dal3 der Halbverband
H aus allen kompakten Elementen von V besteht, wo die L -Operation in / mit der
Vereinigungsoperation von V gleich ist.

DeriNiTiON 2, Der Halbverband A ist distributiv, wenn aus a, b, ¢ H und
c=aqa'Jb folgt, daB in H solche a"=a. b"=b Elemente existieren. dall ¢ b = c.

Lemma 2. Der Halbverband H ist dann und nur dann distributic, wenn 1(H) ein
distributiver Verband ist.

Zum Beweis siche [6].
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Nach Lemma 1 und Lemma 2 sind die kompakt erzeugten distributiven Ver-
binde in der Form [(H) darstellbar — wo H ein distributiver Halbverband mit 0
Element ist.

DeriNiTioN 3. Der Halbverband A heifit  dual-relativpseudokomplementir,
wenn zu jedes a.b<H, a=h ein Element ¢< H existiert, so daB in H a'/x = b
dann und nur dann, wenn x = ¢. Das Element ¢ heifit das dual-relativpseudokomple-
ment von a beziiglich b, und wird mit a » b bezeichnet.

Lemma 3. /n dem kompakt erzeugten distributiven Verband I{(H) ist ( ) — wo
a ein kompaktes Element ist — dann und nur dann erfiillt, wenn H dual-relativpseudo-
Kkomplementdr ist.

Beweis. Es sei in /(H) (=) erfullt, sooft nur @ kompakt ist, und es sei a, h< H.
a=b. Betrachten wir alle diejenigen Elemente a,</(H), fir die a,Ua = b. Es sei
¢ = A a,. Nach Lemma 2. ist H distributiv und so gilt x'Ua = b dann und nur

2EA
dann, wenn x = ¢ ist. Wir behaupten, dall c kompakt ist, alsoce H. Wennc = VY x,
=
soist b = Y x,Ua, d.h. da b€ H, so besteht b = Y x.!Ja, wo I""eine endliche
Er el
Teilmenge von I ist. So gewinnen wir. daB b = V¥ x,Ua, d. h. ¥ x,=¢. Damit

rer”’ yEer’
haben wir bewiesen. daBB ¢ kompakt ist. und ¢ = a % b, also ist H dual-relativ-
pseudokomplementiir,

Es sei H ein dual-relativpseudokomplementirer, distributiver Halbverband mit
0 Element. Wir miissen nachweisen, daBB in /(H) (%) erfillt, wo a kompakt ist.
Die Elemente aus H werden mit kleinen lateinischen Buchstaben, die Ideale mit

grofBlen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Wir miissen zeigen, dali A B,' (a] =
acA
= A (B, (a]) gilt ((a] bezeichnet das von a erzeugte Ideal).

1€A4
Es ist klar, daB A B,'J(a] = A (B8,'_(a]), und so bleibt nur zu zeigen, dal}

2EA IEA
A B,u@= A (B,u(a]).Wennxé A (B, U(a]). sox€B,(a]fiiralle x< 4. Man
aS A 2EA x=A
kann anehmen, daB3 x =a und so folgt aus x€ B, J(a] auch x =a'U b, fir ein b, ¢ B,.
(Es besteht ndmlich die Vereinigung zweier [deale 7/ und J eines distributiven Halb-
verbandes aus den Elementen x'Jy, wo x&/ und y€J). Weil H dual-relativpseudo-
komplementir ist, so besteht fiir c=a xx auch ¢=b,, d. h. c€B, fiir alle ¢ A,
und so ¢€ A B,. Hieraus ergibt sich wegen x=a!¢, daB x¢ A B,u(a], was wir
2EA aEA

zeigen wollten.

In den folgenden drei Hilfssdtzen beschiftigen wir uns mit dual-relativpseudo-
komplementiren distributiven Halbverbinden.

Lemma 4. Es sei H ein dual-relativpseudokomplementdrer. distributiver Halbver-
hand mit O und 1 Elementen. Dann bilden diejenigen Elemente aus H, die sich in der
Form a % | schreiben lassen — beziiglich derselben Ordnungsrelation, die in H gilt —
einen Booleschen Verband B. B ist beziiglich der Vereinigung ein Teilhalbverband von H.

Beweis: siehe in [1], Kap. IX. § 12.
Im folgenden bendtigen wir einen Begrifl:
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DeriNITION 4. Wir nennen den in Lemma 4 gewonnenen Booleschen Verband
den Zerlegungsbooleschen Verband') von H.

Es bezeichne ferner / einen dual-relativpseudokomplementiren, distributiven
Halbverband, mit 0 Element. So ist fiir beliebiges @ ¢ H das Hauptideal (a] ein 0 und
I besitzender, dual-relativpseudokomplementirer Halbverband. d. h. nach Lemma 4
existiert der Zerlegungsboolesche Verband des Halbverbandes (a], welcher mit B(a)
bezeichnet wird.

Lemma 5. Es sei H ein dual-relativpseudokomplementdrer, distributiver Halbver-
band mit O Element, und a ein beliebiges Element aus H. Dann kann man zu jedes
x€ H ein grifites x(a) € B(a) finden, so daff x = x(a).

Beweis. Wir behaupten, dafl das Element x(a) = (v = (¢! x)) = a dem Hilfs-
satz entspricht.

Bezeichne y das Element x #(a' x), so ist x(a) = y #a. In dem Hauptideal
(a v x] ist a ein dual-Halbkomplement von x, und so gilt wegen der Definition des
Dual-relativpseudokomplementes y = a. Daraus folgt, daB x(a) = y =a¢ B(a).

Wir wollen einschen, dall x(«) = x. Das Hauptideal (¢ x] ist ein distributiver
Halbverband und «'_ x = y'Ux=a, also existieren Elemente "=y und x"=x so.
daB y"'_x" = a. Wegen a=y konnen wir annehmen, daBl y" =y, d.h. y_Ux" = a.
Wir haben erhalten, daB in dem ldeal (a] x" ein dual-Halbkomplement von y ist,
und so yxag=x"=x,d h, x(a)=x.

Man mul} beweisen, dall x(a) maximal ist in B(a). so dall x =x(a). Wenn fur
einz€B(a)x=z=x(a)gilt,soist z x a = x(a) x a =y, und daraus folgt x'U(zxa) =
= (x '._,':)U(_*a) = xJEUE%a)) = xUa, d. h. zxkae=y und 80 Zxa =
= x(a) ¥ a = y, folglich auch z=x(a). D. h. x(a) ist in B(a) mit der Eigcnschat't
y=x(q) maximal. Q.e. d.

Betrachten wir nun in H die Booleschen Verbinde B(a) und B(b) (a. be H).
Wir wissen, dal} diese in H Teilhalbverbidnde bilden. Wir werden im folgenden cinen
distributiven Verband B(a, b) definieren, welcher von B(a) und B(h) erzeugt wird.
Bezeichne | die Operation in A, und A, bzw. A, die Durchschnittsoperation in
Bla) bzw. B(b).

Die Elemente von B(a, b) sind diejenigen Elemente von H, welche sich in Form
vy schreiben lassen, wo x ¢ B(a) und v ¢ B(h).

Die Ordnungsrelation stimmt mit der Ordnungsrelation in H iiberein.

Lemma 6. B(a. b) ist auf Grund der gegebenen Ordnungsrelation ein distributiver
Verband. Die Vereinigungsoperation ist gleich der Operation in H, B(a) und B(b)
sind beziiglich der | — Operation Teilhalbverbdinde. Der Durchschnitt in B(a. b)
ist definiert durch

(xUpy)N(x"Uy) = (xA, x)J(x A,y (@)U (X A, ¥(a) U
U(r(@) A, v (@) (x (D) Ay X(B)) U (x (D) Ay v L
U(x(B) Ap ) U (¥ A Y) (x, "€ B(a), y, ¥ €B(b)).

) Der Zerlegungsboolsche Verband wird in einem vom GrATzer und vom Verf. spiter er-
schienenen Arbeit studiert. Die Untersuchung dieser Verbinde hat eben die Untersuchung dei
Kongruenzverbidnde aufgeworfen.
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BeEwEls. Zuerst werden wir zeigen, daB3 B(a, b) auf der 'J-Opcration ein distri-
butiver Halbverband ist, d. h. wenn z=z,Uz, (z,2,,2;,€B(a, b)) so z = zilUz3,
WO z1=z2,, 3=z, und =y, z3 € B(a, b). Dazu beweisen wir zwei Identitiiten:

|. Wenn u zu Bla, b) gehirt, so ist u=u(a) u(h). nimlich wegen der De-
finition von B(a, b) ist u=x_y, wo x€ B(a) und y< B(b), so ist x=u(a). y = u(b),
d. h. u=xUy=ula) Ju(b)y=u, also u=u(a)' u(b). So kodnnen wir schreiben:
z = z(@Uz(), z; = z;(@)Uz,(b), z, = z,(a)Uz,(b).

2. Es gilt (z2;Uz;)(a) = z,(a)Uz,(a). Es ist klar, daB (z,Uz;)(a)=z,Uz,
und so, da H distributiv ist. existieren v, =z, und u, =z,, so dal (z,Uz,)(a) =
=y, Juy. 1y, = uy %((z,Uz,)(@)) € B(a), da (z,!)z;)(a)€ B(a) und ebenso 1, =
=u, ¥((zy Uz;)(@))€B(a). Es gilt t,Ut,=(z,Uz,)(a@) und t, =2z, 1,=2,, t;,1,€
= B(a) und so trivialerweise (..]L/-‘?)(ﬂ) = 1, Jt,=z,(a)Uz,(a). Es ist offensicht-
lich, daB (z,Uz,)(a)=z,(a)Uz,(a), fo[g]u.h (zyUzy)a) =z, (a) Uz, (a).

Es ist z;, Uz, =z und so auch (z,Uz,)(a)=z(a), d. h. (z;Uz,)(a@) = z,(a)V
Jzy(a) =z(a). B(a) ist aber cin distributivcr Verband, folglich existieren die Ele-
mente x,, x,€B(a), so daB x,=z,(@)=2z,, x;=2z(a)=z, und x;Ux, = z(a).

Ganz analog erhalten wir, daB z(b) = y,Uy,, wo y;=2z,, =z, und
Vi ¥2€B(b).

Es seien z; =x,Uy, =2z, und z3=x,Uy,=z,, dann gilt z;Uz; = (x,;Uy,)U

(v, Uys) = (x, Uxs)U(y, Uy,y) = z(a)Uz(h) = z und damit haben wir bewie-
sen, dal3 B(a, b) ein distributiver Halbverband ist.

Wir beweisen nun, daB B(a, b) ein Verband ist, d. h. es existiert die grofite
untere Schranke zweier Elemente in B(a, b). Zuerst zeigen wir. daB die gréBte un-
tere Schranke fiir die Elemente x, x ﬂB(a} existiert: genauer zesagt. dal3 x| b =
—(\Aﬂ\} (x(b) A px'(b)). Wenn x,x' =z¢ B{a b) und z=x"11y", wo x CB(a)

und y"€B(b), so x, xX'=z=x", d. h. xA x"=x". Anderseits gilt wegen x=
x(b)=y" und analog x'(h)=y", also .\'(hln,,.\"{b}—') So bekommen wir, dafB
(YA X)) (x(B)A X" (B)) = x"Uy" =z, Damit haben wir bewiesen, dass die groBte

untere Schranke von x und x” existiert und gleich (x A ,x") U (x(b) A ,x" (b)) ist. Ebenso
bekommen wir y(1y =y A ) J(v(a@) A V(@) (y, ¥y € B(b)).

Es sein z,, 2, € B(a, b). Wenn z,, z, =z, s0 z,(a), z;(a) = z(a) und z,(b), z,(b) =
=z(h). Da z,(a), z,(a)€ B(a), so existiert der Durchschnitt dieser Elemente. das
Element z,(a)(1z5(a). und es gilt z(a)=z,(a)Nzy(a)=z,,z,. Ebenso z(bh) =
=z,(0)Nz,(b)=z,, z,. Hieraus ergibt sich, daB z=2z(a)U (b):{: (@Nzy(a)} U
J{z(b)N -:(b)}*;:, z,, also existiert z,MNz,; z,Nz,={z;(@Nz,(@}U{z,(B)N
Mz,(b)}. Wenn wir z; und z, in Form z; =xy und z, =x"J)" schreiben. so
bekommen wir z,71z, in der im Hilfssatz gegebenen Form. B(a. b) ist also ein
Verband, und beziiglich der U-Operation ein distributiver Halbverband d. h..
Bla. b) ist ein distributiver Verband.

§ 3. Vorbereitende Konstruktionen

DeriNimioN 6. Es sei V, ein Verband, welcher beziiglich der [J-Operation
von V ein Teilhalbverband von V ist. Wir sagen, dass die Kongruenzrelation
O =0(V,) auf den Verband V erweitbar ist, wenn in @ (V) eine kleinste Kongruenz-

relation O so existiert, daf} .\-E_r(G_)}. x, y €V, dann und nur dann, wenn x =y(0).
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V ist eine natiirliche Erweiterung von V,. wenn jedes @ €@ (V) auf V erweitbar
ist, und die Abbildung ® —© ein Isomorphismus zwischen @(V,) und O(V) ist.

Lemma 7. Zu cinem beliebigen, distributiven Verband V mit 0-Element und zu
jeder natiirlichen Zahl n=3 existiert ein O Element besitzender Verband W mit den
folgenden zwei Eigenschaften:

(i) W hat n mit V isomorphe Ideale: V. V,, ..., V,, sodaff wenn x eV,
yev, i#j (i,j=1,2,...,n), dann xNy=0;

(i) W ist eine natiirliche Erweiterung jedes V.

Beweis. Betrachten wir n paarweise disjunkte, mit V isomorphe Verbinde:
V,.V,,....V,.Es sei K das direkte Produktdieser Verbdnde,also K=V, » V,» ...« V.
Es enl'iprcchc dem Element x<V im Isomorphismus V=V, das Element x;: so

besteht K aus den Elementen (xi'", x¥. ... x¥"). wo x{" ¢V, .\-"’e V Wir kénnen
annehmen, daBl V,; ein Teilverband von A ist, d. h. x%7=(0,0, ..., 0, x{", 0, ..., 0).

Den gesuchten Verband W werden wir als eine Teilmenge von K herstellen.

- 1 . - . . .
Das Element (x}", x5, .... xi")€ K nennen wir normal, wenn fiir alle Indizes i =,

k=1, 1=ijk I=n xPNxHD=x®x" besteht. Die Menge aller normalen
Elemente bezeichnen wir mit W, W ist — beziiglich der Ordnungsrelation in K
— eine teilweise geordnete Menge. Zuerst werden wir zeigen, dall W ein Verband
ist.
I Es sei (x\".x%,....x)") ein beliebiges Element aus K. Das FElement
(2)

(xVU Y {\‘“’ﬁ X)L MOU Y (HONxD)],, ... ist groBer als (x4, x5, ..., x3).
l‘l} 1=ij=n
und es ist normal. Wegen der Distributivitit von V besteht némlich

(_\.m‘__ \V (_‘.il']A_\-[h))('\l(_\-lfl]u V \m xN)) = V (xPNxD)

1=i, j=n lei, j=s 1si, j=n

und 'V (x70 x) ist von k, / unabhiingig: das bedeutet, daB dieses Element nor-

1=i j=n
mal isl Dieses Element ist aber das kleinste Element, welches grofler ist als
1 . 1 1 2
A2 X2 ..M, da im Falle &PZ22,....2"M=0", 12, ... 2", wo
1 2 . . I ~
(25", 25", .... 22") ein normales Element ist, x®[J \/ (x4 xti)) =z®)| V Nz =
i, J iLJ

=z® gilt, d. h. 1,22, .. 2=V V (x211U)],, ...) Damit haben wir

] "J

bewiesen, dafl in W zu jedem Element <\, x5 ) ein kleinstes normales
) (m}

Element existiert, welches grofler (oder gleich) (A\"l ..\-3’. ooy X ) 1st. Es seien

1 1 2) . s
[\‘1 & \'s P e’} Nod (_r'. A _1-"3 R i _1‘:,'") zwelr normale Elemente. Dann enthiilt

(MU p), (DU pD), L L (™ Up™),) ein kleinstes normales Element, welches

v . fe 1) (2 1) iz ; -
offensichtlich die Vereinigung von i x5y X2y und (}"1 A ,r(g AT 0 8 S

ist; also existiert in W die Vereinigung.

I1. Der Durchschnitt zweier normaler Elemente ist auch normal. Es seien ndm-
lich (x{12, x¢3, .. »X0) und’ AV 1“” -»¥®) normal, d. h. xX?NxP=xkNxD
und _r‘“r';y'”.—._r“‘ WO (i), k#1). HlCl’dLIS ergibt sich (\“’ﬂ}"")“(t“" 1)) =
= (x® ) y®) U (0 N 1), was bedeutet, daB (x{V, x2), ..., x(M) " (AY, 42, . ,I‘::")_.
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= (XD )y, (0 pD),, L (x ™)) normal ist. Damit haben wir bewie-
sen, daB in W der Durchschnitt existiert (und gleich dem Durchschnitt in K ist).
W ist also ein Verband.

Nun werden wir die Eigenschaften (i) und (ii) nachweisen.

(i) V; ist ein Teilverband (ldeal) von K, bestehend aus den Elementen
0.0.....0,x;,0,...,0) aus K. Diese Elemente sind aber offensichtlich normal.
d. h. ¥, ist auch in W ein Ideal. Die Eigenschaft x(My=0, xeV,, yeV; (i=)) ist

trivial.
(ii) Der Einfachheit halber schreiben wir statt (0....,0,x,,0,....0) nur x,,
und so koénnen wir statt (.r‘ll'..\- 2), ooy M) auch \ x1 schreiben. Es sei @ eine
¥ i=1
beliebige Kongruenzrelation von W, und x;=y,(®) (x=y). Es sei 1 =/=n ein we-
iterer index. Dann konnen wir, da n=3, eine Zahl | =k =n finden, so dal} k =1, /.

So folgt aus x;=y;(®), x,Ux,=y;Ux.(®). Es ist jedoch x;U'x,= Vx, und
I=1

yi\Jx=xUVy, d. h V x=x, U V Y1 (®). Daraus folat x;=x; (V \,'_\ N

1=1 t=1 I=1 1=1
[#k 1%k

-':(.\'*',Ify‘)-’,]-—-yj(fb). Wir haben gewonnen, daBl ® auf allen Idealen V; die-

£k
selbe Kongruenzrelation induziert.
(),

1 1 N .. i
Wenn (x}", ....x") =04, ...y (@) P=)"), so besteht x¥'=x1n

l V \“’,_ \mfl( V ‘m] =7 (@) fiir beliebige 1=j=n also besteht

(.\'l”. ‘\[f'. ‘"']:(_}m S ) (@) dann und nur dann, wenn xi" =" (®)
fur alle I-‘_-‘-.f.—:n Das bt‘deulet — zusammen mit den vorher Gesagten — daB

A =3 (@) fir alle i,/ also ist @ durch diejenige Kongruenzrelation von ¥,

welche von @ auf V; induziert wird, eindeutig bestimmt. (D. h. x;=y;(®))<
< X; = y;(D)).

Anderseits, wenn © eine beliebige Kongruenzrelation von V ist. so sei bei
dem Isomorphismus V=V, die entsprechende Kongruenzrelation Q,c0(F): also
gilt x;=y,(0;) dann und nur dann, wenn x =y(®) in V.

—~ 2 n
© sei die folgende Aquivalenzrelation auf R O . I g Y i
") () dann und nur dann, wenn x}'=){"(®, fiir alle 1=i=n. Zuerst
. 2
zeigen wir, dal © eine l(ongruenzrclatlon ist. Es sei (xi, 2%, ..., xy)) =

—‘(}'” e 1}.”) (G_)) und (21", 25 22, v 2YE W, Dann st W= '”((—’:),} folg-
lich (\m.’.-ﬂj)i =(y i)~ m)l (Gf), d. h. (\(11 ;‘ \t, a‘ un) N (_tll 1* :’2 > _:Iﬂl) .
"(‘(l“« 1‘12], & lnl)q(_lll ”.'_LH) (@)

Aus (rm \‘;2', ..... xe )= (Vi 1 s N (O) folgt. x{ = W) 1=ij=n)

und " Uz" =" Uz (©)). Daraus erglbt sich, daB ((x"Uz")U VIxYUz)N
J.k
ﬁ(.\,“ﬂ _,.l :[k})]); E((_l-'l” |-./| :UJ) J V [( ri}] '_h,: -_UIJ IP\: (.\‘IHIU :”\l)])f (@} fi,'lr a"e I =i= n. d. I'l.

(1) _(2) My 17D _(2) m) HJ 2! (m (n -l ] _(my = :
('\l ‘2 3 e ‘HJJ(:I .‘:" ] !-I'! )——-(" . ‘!l) (- ,,_"}{0). dl-
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© ist © cine Kongruenzrelation. © ist offensichtiich die Erweiterung von
50,€O(V;) auf W, daB bedeutet, daB jede Kongruenzrelation auf W erweitbar

ist. Vorher haben wir gesechen, daBl jede Kongruenzrelation sich in Form 6}

schreiben ldfit. also ist die Abbildung ©;,—-® ein Isomorphismus zwischen ©(}))
und O(W).

Lemma 8. Jede Kongruenzrelation ©(a) von B(a) ist auf Bl(a, b) erweithar:
O(a. b), und O(a. b) induziert auf B(b) eine Kongruenzrelation ©(b).

BeEwels. Es sei @(a)c©(B(a)). Bla) ist ein Boolscher Verband, und so ist
©(a) durch den Kern / eindeutig bestimmt: x=y (@(a)) (x =y, x. y€ B(a)) dann
und nur dann, wenn ein z €/ existiert, daB x=z'Jy (s. [7]). I ist ein Ideal in B(a)
und ist auf B(a, b) erweitbar. Es sei nimlich das Ideal 7 von B(a, b) bestimmt durch
W €1 (1€ B(a, b)) dann und nur dann, wenn ein y€/< B(a) mit y=1 existiert™.
Es ist klar. daB /A B(a)=1. Nach Lemma 7 ist B(a, b) ein distributiver Verband,
so existiert eine kleinste Kongruenzrelation ©(a, b) mit dem Kern /, und x=y
(©(a. b)) (x=y, x, y€ B(a, b)) dann und nur dann, wenn es ein =€/ gibt, so dass
x=zUy. (s. [7]). Daraus folgt, daB ©(a, b) eine Erweiterung von O(a) ist. J=IA
A B(b) ist ein Ideal in B(b), und so gehort zu J eine minimale Kongruenzrelat:on
©(h) in B(h) mit dem Kern J. Es ist klar, dass y, =y,(©(b)), y,.y, € B(b) dqui-
valent ist mit y, =y,(O(a, b)).

Lemma 9. Es sei H ein dual relativ-pseudokomplementdrer, distributiver Halb-
verband mit 0 und 1, und es sei a (#1) ein beliebiges Element aus H. Es existiert
ein 0 Element besitzender Verband L mit den folgenden Eigenschaften:

(i) L hat zwei Ideale I, und I,, so daf I, B(1), [x,—=X,(x,€/, %, € B(1))].
1,= B(a), [x,—=X,(x,€1,,X,€ B(a))], und wenn x, €1, y,€1, so x,Ny,=0:

(i) Jede Kongruenzrelation ©, von I, und ©, von 1, ist auf L erweitbar: Q,.
©,: und jedes ® € O(L) ist in Form ® =0, )0, darstellbar;

(i) O,,=0,, (i,j=1,2) dann und nur dann, wenn in B(1, a) =y

Bewers. Betrachten wir den Verband V= B(l, a). Nach Lemma 7 existiert
zu V und n=4 ein Verband W mit den in Lemma 7 angegebenen Eigenschaften.
W hat die Ideale V,= V (i=1, 2, 3, 4). Wir werden den Isomorphismus V,= B(l. a)
mit x; - %; (x;€ V. X,€B(l, a)) bezeichnen.

Lassen wir von W die Elemente weg, die in Form (\1” 0, 0, 0) oder

(0, 0.0, 0) schreibbar sind, wo i 4 B(1) und D¢ B(a). Die ubrigbleibenden
Elemente von W bilden mit der Ordnungsrelation von W - eine teilweise

geordnete Menge L. Wir werden zeigen, daBl L ein Verband mit den Eigen-

s S 1 1) (4) 1) (2 (3 )
schaften (i)—(iii) ist. Es seien (x} ’..{;’ P 1) und (\‘1 i‘z » Y2 .14) ¥ L

Die Vereinigung dieser Elemente kann nur ddnn ein  weggeiassenes Ele-

¥ 2 3 4 = | 4
ment von W sein, wenn entweder x5 =ux% =x§ =¥ =)"=y{"=0, oder

(1) (3) (+) (1 13) (4) : . (1 () (3 (4)
Xy =Xy =xs )1’—) =y =0 - S0 it I W (% yxysxssxi)t

O, 2 00, 0 = (" U ™), 0.0, 0), bzw. (0, (x*PUy?),,0,0). Aber wir
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wissen aus Lemma 6, daB wenn X, 7\ '€B(l), so xMVJyhcB(l), also

((x™Jy)1,,0,0,0)€ L. Ebenso (0, (x®'U p),, 0,0)€ L, d. h. L ist beziiglich der
_-Operation ein Halbverband.

3 4 2 3 . -
Wenn (\“'..'f' D), O e L, so ist der Durchschnitt

dieser Elemente in W glelch ((xM Ny, (XD D), (3N 1 Y 9)5, (XN y),).
Das ist dann ein weggelassenes Element, wenn entweder t‘“ﬂ}‘z’—.\"3':"-}"-":
=X Ny =0 oder xVNy N =x3 Ny =xH N 3@ ynd (xHN 1“-5) 4 B(1), bzw.
(¥ y?), 4 B(a). Nach Lemma 5 existieren aber (x"(1y™)(1) und
(x) \‘u:)(a) so daB ([(‘“'[" Y(D],,0,0,0) bzw. (0,[(x® N y?)(a)],.0.0)
der Durchschnitt von (x4, .\‘3' \‘33'. \:") und (vl”.,{_' (3,3',_}{.{”) ist. d. h. L 15t
ein Verband.

Jetzt weisen wir die Eigenschaften (i)—(iii) nach:

(i) Ein (x,.0,0,0)€ W ist dann und nur dann in L, wenn X¢€ B(l), also bil-
den alle in L liegenden Elemente der Form (x,,0,0,0) ein mit B(1) isomorphes
Ideal. Bezeichnen wir dieses Ideal mit /,. Ebenso bilden die Elemente (0. x,, 0, 0)
ein Ideal /,= B(a). Es ist trivial, dass x,(My,=0.

(i) Es sei ©,O(/,). Nach dem Isomorphismus /,= B(1) (< B(l. a)) ent-
spricht ©, eine Kongruenzrelation ©(1)€©(B(1)). Nach Lemma 8 ist ©(1) auf
B(1, a) erweitbar: O(1, a). @(1, a) induziert nach Lemma 8 eine Kongruenzrela-
tion O(a) auf B(a). Bezeichben wir mit ®, die der Kongruenzrelation ©(a) ent-
sprechende Kongruenzrelation bei /, = B(a). Weiterhin entspricht beim Isomorphis-
mus V;=B(l,a) (i=3,4), O(l,a) O;0(V;) bzw. O, O(V)).

Die Kongruenzrelation ©; ist nach Lemma 7 auf W_erwcilbar: CT)_,,. Da
LEW, so iduziert ©; auf L eine f\qui\edlenzrelalion ©. Es sei nidmlich

II {2) 3 4) 1 2 i_'l
Y 2 A ) = o 8 ) (@) dann und  nur  dann,  wenn

{\‘1“, \122}“‘(31 !1‘“)—-‘ (1) ltz.h 1131 l"])(@;) ((\lllhl 2) (‘1 141) (Jtli‘.}lzll tJI.‘ E;H\e
€L). O induziert auf /,: ©,, aufz',v. O, und auf V5, V4 . 93 bzw. ©,. Wir miissen

einschen, daB © eine Kongruenzrelation ist. Da L beziiglich der 'J-Operation
= . 1 2} A3 (4
ein Teilhalbverband von W ls‘t. ist es klar, daB aus (x\), 2%, x5, x4 =

(2 3 (4 M@ 3 @) (@) 3 &) D (2) (3 (41
=(y1,V2 , 4)(@)( 0 S 1\ g e =1L y2 ,}3 Ya)o

=_{:[|]_'_, :‘32’ 25", [“)(@} folzl Fs sei \‘-(\' 4 [2’ 131 141)_{ Wy, 39y =
=1(@) und es bezeichne [ die Durchschnltt:,opcratlon in W, A dlejemae in
L. Wir miissen nachweisen, daB fiir ein belicbiges ==(z\", 25" 5. ) e L

.\'A:E_}‘A:{é} gilt. Dazu miissen wir vier Fille betrachten, da aber drei davon
auf gleiche Weise sich beweisen lassen, werden wir nur zwei Fille diskutieren.

a) Es seien x(z, y(z€L. Wenn x"z€L, so xNz=xAz. Ebenso folgt aus
yNzeL yNz=yAz und so ergibt sich xAz=xNz=yNz=yaz (O), da © auf
W eine Kongruenzrelation ist.

b) Es seien x(Nz4L und yMz€L,d. h. yNz=yAaz. Aus x(z¢L folgt, daBB
xAaz=[(x"Nz1(1)},.0,0,0) und xX¥DAZD=xINzD=xHNzH,  (Oder
xAz=(0, [(x* N z32)(a)),, 0..0), dieser Fall ldBt sich aber ebenso behandeln.)
Aus x=»(0) folgt x\"=1"©) (i=1,2,3.4), d. h. (xPz0), =) =), (O).
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Nach Lemma 8 ist © auf /, eine Kongruenzrelation, d. h. [(xV'[1z")(D)], =
[Nz (D], = NzM), (©).2) Daraus ergibt sich, daB xAz=yAz(©). Da-
mit haben wir bewiesen, dass jedes ©, <©(/,) auf L erweitbar ist. Analogerweise
geht der Beweis auf ©,€0O(/,).

Es sei @ eine beliebige Kongruenzrelation von L. Ebenso wie in Lemma 7,
kann man beweisen, dass ® =®,, wo ®, eine Kongruenzrelation von V, ist. Es sei
(0,0, x5,0)=(0,0, y3,0) (@) (x;=>y;). Daraus ergibt sich — wenn wir beide Sei-
ten mit (0, 0, 0, xy) vereinigen — daB (x,;, x,, x5, x4)=(0,0, x3,0)(0,0,0, x;) =
=(0, 0, y3, 0)U (0,0, 0, xJ) =y, Y2, ¥3s Xo)(P), folglich (x(1),.,0,0,0)=
=(x(1);,0,0, 0) A (x,, x;, x3, x3) =(x(1);,0,0,0) A(yy, ¥2, V3> Xa) =(¥(1),, 0,0, 0)
(®). Ebenso gewinnen wir, dass auch (0, x(a),,0,0)=(0, y(a),.0,0)(®), d. h.
©=0,U0,,w0 0;£0(/,),0,= V O;,,n,und 0,€0(/,),0,= V O

X3=y(®) X E @)

(ii1) Es sei z. B, X, =y, in B(l,a). (x;,0,0,0)=(0,0,0,0) (©,,,). Beiden
Seiten mit (0,0, x3,0) vereinigt: (x;.,x;, x3,x;)=(0,0, x3,0) (O,,,). also

(0. x(a);,0,0)=(0, x(a);,0,0) A (x,, X5, X3, X;) =(0, x(a);, 0,0)A(0, 0, x;3, 0)=
=(0,0,0.0) (O,,). Da X,=J,, folgt (0,x(a),.0.0)=(0,y,,0.0), d. h.
(0. ,.0,0)=(0,0,0,0) (O©,,,), also @x|0:£é.";0- Ebenso geht der Beweis, wenn
X, =5,. Umgekehrt — wenn z. B. O*_,} =0,,, — so ist offensichtlich X, =y, q. e. d.

DerINITION 7. Es sei H ein (1-Halbverband, und zu gewissen Paaren a, bc H
existiere die kleinste obere Schranke, d. h. ¢'/b. Dann nennen wir H einen U -par-
tiellen Verband.

Die Kongruenzrelationen ein H sind die folgenden Aquivalenzrelationen ©:
wenn a=b(0), so al\e=hc(O) fiir alle ¢ H und wenn fir ein dc H a'Jd und
b'_d existieren, so auch a'Jd=5blJd(©). Die Kongruenzrelationen von H bilden
einen Verband @(H). den Kongruenzverband von H.

Es sei L ein Verband und es sei H ein (|-Teilhalbverband von L. so dal wenn
a' b (a,be H) in H existiert, dann ist es gleich alJb in L.

DeriNiTION 8. Wenn kein solcher echter Teilverband von L existiert, welcher
H umfaBt, so sagen wir, dall L ein durch H erzeugter Verband ist.

Lemma 10. Es sei H ein ' -partieller Verband mit 0 Element, und es existiere
in H eine Teilmenge (b,},c .. so daf die Elemente b, maximal sind, und zu jedes x c H
mindestens ein b, {b,} e, x =b, gibt: weiterhin ist jedes Intervall [0, b,] ein Verband

)

(d. h. ein Ideal ). Es existiert ein durch H erzeugter Verband L, so dafi jedes © = O(H)

auf L erweitbar ist: ©: und die Abbildung © —O ein Isomorphismus =wischen ©(H)
und O(L) ist.

Bewekis. [ ist ein p-ldeal von H wenn:
1. aus @€/ und b=a bel folgt;
2. wenn a, c£] und a'Je existiert, so stets a'Ucel.

2) Nidamlich, wenn x=y(@(a, b)), x=v, x. vEB(a, b). so x=yl 1, wo =0 (O(a.h).
Aber so gilt (siche den Beweis von Lemma 6) x{a)=1y(a)_ tla) d. h. x(a)=y(a)(@(a.bh)).
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Wir werden zeigen, dalB alle endlich erzeugten p-ldeale einen Verband bilden.

Es sei I=(yy, ya, ..., y,) cin endlich erzeugtes p-ldeal. Zu jedes b, < {b,},c, betrach-

ten wir diejenigen Elemente y; (i=1, 2, ..., n), welche kleiner oder gleich b, sind,
3

z. B. vy, vy, y3=b, und y,£5,(0=3). Dann betrachten wir das Element x,=V y,.

i=]

Wenn wir dieses Verfahren auf alle Elemente b,€ {b,},e, anwenden, so bekommen
wir die Menge {x,},e4- Es ist klar, daB alle Elemente x, / erzeugen, d. h. 7 =(x,),c.
Da aber / endlich erzeugt ist, d. h. y,, y,, ..., y, nur endlich viele Elemente sind,
ist es offensichtlich, dal} unter den Elementen x, nur endlich viele voneinander
verschiedene sind. Betrachten wir unter den Elementen x, die maximalen Elemente
Xy, Xgys eoes Xy . Es ist klar, daBl 7=(x,, ....,x,) und diese Darstellung von /
ist eindeutig. So werden wir sagen, dall die Darstellung /=(x,, .... xy) von [/ eine
reguldre Darstellung ist, wenn x;'Ux, (1 =/, j=k) in H nicht existiert.

Die Vereinigung zweier endlich erzeugten p-ldeale / und J ist offensichtlich
cbenfalls endlich erzeugt, und als Generatoren konnen wir die Gesamtheit der
Generatoren von [ und J nehmen.

Es seien / und J zwei endlich erzeugten p-lIdeale in reguldrer Darstellung:
I=(xy, X3y o0y X), S =(¥y, V2, ..., Yi). Das p-Ideal K=(x;y;)1 = i =« ist offensichtlich

1=j=n
endlich erzeugt, und K< /(J. Wenn z¢/ und J, so bestehen offensichtlich == x;
und :z =y, fiir gewisse Indizes / und j, d. h. z=x,y;. Daraus ergibt sich, daB3 z€ K,
also K=10J, d. h. K ist endlich erzeugt. Damit haben wir bewiesen, daB} die end-
lich erzeugten p-ldeale von H einen Verband bilden. Bezeichnen wir diesen Verband
mit L. Der partielle Verband # ist in L durch die Abbildung a —~(a] (a< H) ein-
bettbar, und trivialerweise ist die Vereinigung zweier Elemente aus /H (wenn sie
existiert) gleich der Vereinigung in L. Weiterhin ist L durch H erzeugt, nimlich

ist jedes Element von L Vereinigung von Elementen aus H. ((¥;, X5, ..., x,) = V (x]
und (x;]€H.). g

Es sei O eine Kongruenzrelation von H. Wir definieren die folgende Aqui-
valenzrelation © auf L: a=(x;, X3, .... X)) =1, V25 ... ) =0 (©) dann und
nur dann, wenn fir alle b,€{b,},c, a(\b,=bb,(0O).

(Damit diese Definition einen Sinn hat, miissen wir zeigen, dalB a(b,, b(1b, € H.
Wenn aber z. B. a=(x,, ..., x,) reguldrer Form ist, so al\b,=(x,Mb,, x,b,, ...,
X, 1b,) (das ist nicht unbedingt eine regulire Form!), d. h. ab, =V (x;/b,) € H.

i=1
Weiterhin, da a endlich erzeugt ist, ist es klar, daB unter den a(1b, nur endlich
viele von einander verschieden sind.)

Wir miissen zunichst beweisen, daBl © eine Kongruenzrelation ist. Es sei
a=b(®) und ¢=(z,, z,, ..., 2,) € H ein beliebiges Element. Aus al1b,=5b(15,(0)
folgt (aMe)b,=(bNe) b (@), also aNe=bc(©). Weiterhin ergibt sich aus
al1b,=bNb,(©),daB (aMb,)U(cMNby)=(bNb)J(cMNb)O). Aber(aMb,)(cby)=
=(a'_c)Nb, ebenso (bNb,) J(cNb,)=(bBUc)Nb,, d. h. aUe=bUc (©). Damit
haben wir bewiesen, daB © eine Kongruenzrelation ist. Es ist klar, daB} © eine
Erweiterung von © ist. Man kann ganz leicht einsehen, daB ©(H) und ©(L) iso-
morph sind. Nimlich folgt aus a=b(®) (®cO(L)) alb,=bMNb,(®) fir alle
b,€{b,}, und es ist klar, daB ©,,= V Ouns,, brs.: q. €. d.
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§ 4. Beweis des Satzes

Es sei V ein kompakt erzeugter. distributiver Verband. in welchem ( %) er-
fallt ist, sooft nur a ein kompaktes Elements ist. Nach Lemma 3 ist V' isomorph
mit /(H), wo H ein 0 element besitzender, distributiver dual-relativpseudokom-
plementidrer Halbverband ist.

Betrachten wir zu jedes h€ H den B(h) zerlegungsboolschen Verband. Es sei
E(h)= B(h) (¥ —=x,X€E(h), x€B(h)) so, dass die Verbdnde E(h) disjunkt sind,
also wenn &, = h,. so E(h))A E(h,)=0. Wenn ein x< H, x¢ B(h). so bezeichnen
wir X mit X(/). Betrachten wir nun die Menge aller F(!’z} (he H) und identifizieren
wir alle 0 Elemente d. h. 0(/1,) =0(h;) =0. Bezeichnen wir diese Menge zusammen
mit den in £(/) existierenden Ordnungsrelationen mit K, . So ist K, ein ' -partieller
Verband: X(h) Ny =(xny)h), XM yk)=0 (h=k, h. k< H) und x(h)¥(k)
existiert dann und nur dann, wenn h =k, und dann X(Ah)! n(h) =(x»)(h).

Wir werden den !-partiellen Verband K, zu einem '-partiellen Verband K
erweitern. Es sei 1=k in H. E(h)v E(k) ist ein p-Ideal in K, und es gilt X(h)[)
M y(k)=0. So existiert nach Lemma 9 ein Verband L derart, dall E(h) (=/,) und
E(k) (=1,) Ideale von L sind. Bezeichnen wir dieses L mit L(h. k) und betrachten
wir die Menge

K== N Lk k).

h kel

h=k
K ist ein _-partieller Verband: wenn x, y € L(h,, k,). so existiert x(\y, da L(h,. k;)
ein Verband ist: wenn x€L(h,,k,), yeL(h,, k) und hy =h,, ky: ky#h,. k,
so x(1y=0; wenn aber z. B. k, =k, so xNy<E(k,)S L(h,, k). SchliBlich exi-
stiert x'_y, wenn x und y in demselben L(4, k) liegen. Die in Lemma 10 vorkommen-
den Elemente {b,] sind die Einheitselemente von L(h, k).

Wenn wir zeigen, dall @(K) mit V isomorph ist, so sind wir nach Lemma 10
mit unserem Beweis fertig.

Es sei @cO(K). Wenn /h(h) =0 (@), so gilt nach Lemma 9 in L(h k)= K.
k_(k] =0 (0O)fir alle Elemente k = 4. Weiterhin, wenn h_,{hl )=0(0) und 7:}(!:3150 (©).
so gilt wegen k, = hyx(h,'Uh)=h, und k, = h, %(h, Uhy)=h, k,(k,)=0(O)
und k. 2(k2) =0(©). Aber dann besteht k, k, € B(h;Uhy). d.h. es existieren in
E(hy'Uhy) die Elemente k,(h, h,). Azm,lh,u:,} so, daBy k,(h, Uhy) U ky(hy |2y =
= (hy'Jhy) (h;'Uh,). Nach Lemma 10 folgt in L(h,'Jh,, k,) aus A (k,) =0(0)
k 1(hy Uhy)=0(©) und ebenso kyh,Uhy)=0(@©), d.h.  (hUhy) (h,'Uhy) =
=k Uy Uhs) Uk s(hy U hy) =0(0©). Damit haben wir bewiesen, daf} jede Kongruenz-
relation © € ©(K) auf der Menge {fTUI]} eine solche Aquivalenzrelation ©* bildet,
wo h(h)=k(k) (©%) dann und nur dann besteht, wenn A, k €7 fiir ein Ideal in H.

Zuletzt miissen wir zu /(H)=0O(K) zeigen, daBl wenn [ ein beliebiges Ideal von
H ist, so genau eine Kongruenzrelation von K derart existiert, dal3 h(h) ——:I'(_k)(G)}

dann und nur dann, wenn /1, k € /. Diese Behauptung ist aber aus den Eigenschaften
(i1) und (iii) des Lemmas 9 klar, . e. d.
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§ 5. Folgerungen und Probleme

Zuerst beweisen wir die zwei Korollare, die wir in § |1 erwihnt haben.

Beweis von Korollar 1. Jeder endliche distributive Verband V ist trivialerweise
auch kompakt erzeugt und erfiillt ( % ) fiir beliebiges kompaktes Element a (offensicht-
lich sind in diesem Fall alle Elemente kompakt). So existiert nach dem Satz der
Verband L mit @(L)= V. DaBl L auch endlich ist, kénnen wir aus den Beweisen
der Lemmata 7, 9 und 10 sehen.

Beweis von Korollar 2. In [4] ist es bewiesen, daB 2 = /(F). wo Fein distributiver
Halbverband mit 0 Element, und jedes Element die Vereinigung endlich vieler || —
irreduziblen Elemente ist. Es sei a=b, a, b< F. Nach der Distributivitit von F gilt
a=x:Ux,U...Ux, und b=xU..Ux
(k =n), wo die x; irreduziblen Elemente

sind. Das Element ¢ = V x; ist offen-

i=k+1
sichtlich das dual-relativ Pseudokomplement
a=b. also F ist dual-relativpseudokom-
plementir.

Wir haben gesehen, daBl (%) — wo a
ein kompaktes Element ist — eine hinrei-
chende Bedingung darstellt, damit ein kom-
pakterzeugter distributiver Verband mit einem
Kongruenzverband eines Verbandes isomorph
sei. Dal} diese Bedingung nicht notwendig
ist, zeigt das folgende Beispiel: Essei @ =0,,,
©,=0,,, dann O JAO, =A(OLO)).

Prosrem 1. Essei Vein kompakt erzeug-
ter, distributiver Verband, in welchem ( )
gilt, sobald nur a ein kompaktes Element
ist. Existiert dann ein abschnittkomplemen-
tirer Verband L so, daB3 V=0O(L)?

ProsrLeM 2. Suche hinreichende und
notwendige Bedingungen dafiir, daB} in einem
kompakt erzeugten distributiven Verband V
eine Kette von Teilverbidnden V, existiere so, daB V, ein kompakt erzeugter,
distributiver Verband sei in welchem (%) gilt sobald nur a ein kompaktes
Element ist, und Y V, = V.

a




256

1 G.
2] G.

[3] N.
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