Uber verallgemeinerte Lamésche Funktionen

Von HANS TRIEBEL (Jena)

1. Einleitung. Die Arbeit beschiiftigt sich mit speziellen Lésungen der Differen-
tialgleichung

& a ; g it - e SOl ol
(1) 4 ]] (a,—'-{-/.).«‘\"(/.)—i-Z[é— [l ((J?‘F‘/.):'A A+ 3 bjad-A(2)=0.
i=1 « i=1 j=0

Dabei sind die af (i=1, ..., n) fest vorgegebene positive reelle Zahlen, af >a3 > ...
... =ay =0. n ist eine natiirliche Zahl gréBer oder gleich 2. Die GroBen b; (j=0, 1, ...,
....n—2) sind komplexe Parameter. A reell, — o <1< 4 =, Fiir n =3 erhilt man
die bekannte algebraische Form der Laméschen Differentialgleichung mit den beiden
Parametern b, und b,. Analog zu diesem Fall wird nach Losungen der Differential-
gleichung gefragt, die die Gestalt A(4) = g,(A)V P,(7) aufweisen. Dabei soll g, ein
(normiertes) Polynom p-ten Grades in 2 und P, (0=/=n) ein Polynom /-ten Grades

n

der Form P, = H (/4 +af), (u; gleich 0 oder 1), bedeuten, wobei / u;-Werte gleich

=1
1 und i —/ u;-Werte gleich 0 sind. Die Losung des Problems wird durch das Wechsel-
spiel zweier Gleichungssysteme erzielt, wobei das erste Gleichungssystem durch den
Ansatz

[
(2) E‘!p — /‘_P.;- : ‘fj/._p'_l ])
i=1

und das zweite Gleichungssystem durch den Ansatz

r
(3) 8= [l (A—¢)

=1
gewonnen wird.
Das Ziel der Arbeit ist der Beweis des folgenden Satzes.

’ : p+n—2) . .
Satz. Zu vorgegebenem P, gibt es genau (p 2 ’ normierte Polynome g, mit

der Eigenschaft, dap A(72) =V P, g, bei geeignet gewdhlten Parametern by, b, ..., b, _,
eine Losung der Differentialgleichung (1) darstellt. Dabei sind simtliche Koeffizienten
d; und sidmtliche Nullstellen c; von g, reell. Ferner sind die zu diesen Losungen gehi-
rigen Parameterwerte reell. Die Nullstellen liegen innerhalb der n—1 Intervalle

') Diesen Ansatz und das daraus folgende Gleichungssystem (8) findet man bereits bei E.
Hemne ([2]).
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—ai =4;=—aiy, (i=1,....n—1). Zu jeder moglichen Nullstellenverteilung der p
Nullstellen von g, auf die n — 1 Intervalle gibt es genau ein normiertes Polynom g,. so

daf I-;}T’,gp der Gleichung (1) geniigt.

Setzt man n =3, so findet man die bekannten Aussagen iiber Lamésche Funk-
tionen wieder.

P
Da es genau [,01-22 " Maéglichkeiten gibt, p Nullstellen auf n— 1 Intervalle

zu verteilen, so ist die Aussage iiber die Anzahl der Polynome g, bewiesen, wenn
die Behauptung iiber die Nullstellenverteilung als richtig erkannt wurde.

Der Fall n =2 kann elementar behandelt werden.

2. Beziehungen zur Potentialtheorie. Bevor mit dem Beweis des Satzes begonnen
wird, soll kurz die Entstehung des Problems aus potentialtheoretischen Fragen
geschildert werden.

Man geht im n-dimensionalen euklidischen Raum mit den kartesischen Koor-

n A2
A : : lu

von der Laplaceschen Differentialgleichung Au = > =0
i=10X]

in . hyperelliptischen™ Koordinaten aus, die mit 4, 4,. ..., 4, bezeichnet werden
sollen. Diese Koordinaten gewinnt man durch Betrachtung der Hyperflichenschar

dinaten x;, X3, .5 Xy

R i
2—5—==1 a}>a}>..>a2>0.
i=105 T A
Dabei gilt fiir die Koordinaten —af </4;= —a}, . (i=1, ....,n; —a}, ,=-==). Von

Interesse sind diejenigen im ganzen endlichen Raum reguldren Potentialfunktionen,
die einen Separationsansatz

(4) u= 2 A(4)

i=1
in hyperelliptischen Koordinaten gestatten. Geht man mit diesem Ansatz in die
Laplacesche Differentialgleichung ein, so erhilt man nach einer lingeren Rechnung
das Differentialgleichungssystem

o

(5) 4 [T (af +A)AL +2 [T‘f? 7] (nf—}.,\.}:l.f\,: + 3 bif-Ay =
_ v _

i=1 i=0

(k=1,...,n). (Die b; sind in diesem Zusammenhang reelle Parameter). Man kann
nun nachweisen, dall eine Potentialfunktion, die dem Separationsansatz (4) geniigt,
genau dann im ganzen endlichen Raum reguldr ist, wenn die Separationsfaktoren
die Gestalt

A,U,) = A(",) = IP;(;,}RP(;,)

haben, wobei man von multiplikativen Konstanten absehen kann, Da sdmtliche Sepa-
rationsfaktoren die gleiche Gestalt haben, so fiihrt die Bestimmung der Faktoren
A;(4;) auf das in Abschnitt | geschilderte Problem zuriick. Der dort angegebene Satz
gibt somit auch einen Uberblick iiber simtliche im n-dimensionalen euklidischen
Raum reguliren Potentialfunktionen, die in hyperelliptischen Koordinaten separier-
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bar sind. Derartige Potentialfunktionen sind im iibrigen stets Polynome in x,, x,,

3. Erster Beweisschritt. p und / werden als fest vorgegebene nicht negative ganze
Zahlen angesehen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit soll P, die Form

1
P = ﬂ (7 +a}) haben. Verwendet man fiir g, den Ansatz (2). so folgt, wenn man

A(2) =V P, g, in (1) einsetzt, nach einer kurzen Zwischenrechnung

" - % 5 ‘| n—2
gp [2Pr ” {G." + f.}J,"_PJ -:?/:— H (alz -}—})-L ?h /J]

(6) i=l41 b wnrar I ,’r.ul
+.g;,[6P; l( +/}—2P, ;/ UI(U{+/}}+394P§ H (a;+/)-0
i=l+ L | + i=l+1

Die linke Seite von (6) ist ein Polynom vom Grade n + p — 2, das identisch verschwin-
den muB. Der Koeffizient bei A"*7~2 gibt zu einer eindeutigen Bestimmung des
Parameters b,_, Anlal}:

(7) by_y = —(I+2p)(I+2p+n-2).

Denkt man sich den eben bestimmten Wert von b, , in (6) eingetragen, so folgt
durch Koeffizientenvergleich bei den iibrigen /-Potenzen das Gleichungssystem

hn"j-"_{!lkl*sl == 0
bﬁ.-4+f{|[h"_3+S:]+(f2k2+SJ = )

(8) bo+d[by+ S1)+dy[k, +S3]+ ... +d,_;k,.,+8S3 =0
di[bo+ Sl +dy[by+ S5]+ ... +d,_ k +86 =0

d -25T+dp~lsj.';+d [bU+S:{]+SI = ().

Man erhilt ein Gleichungssystem fiir die n+p—" Unbekannten by, by, ..., b, _5,
dy.....d,. Die Grollen S,. ..., S5 sind ebenso wie die k; reelle Konsldmen (k;=0
fiir 7 .-ap.d =0 fiir i=p). Die k; sind von Null \rerqchleden denn es ergibt sich

ki = —i(6l+2(n—D)+4[(p—i)p—i=1)—p(p—1] =0

Daraus folgt, daBl bei Kenntnis von by, b,.....b,_; das Gleichungssystem (8)
eindeutig nach d, . ..., d, aufgelost werden kann und umgekehrt.
Von Interesse sind sdmtliche (reellen oder komplexen) Losungssysteme von (8).
Als erstes soll gezeigt werden, daB (8) nur reelle Lésungen haben kann. Die An-
nahme eines nicht-reellen Losungssystems hat

(9) ¥ bi—b;|=0

Jj=0

zur Folge. Mit A(2) ist dann auch A (/) eine Losung von (1). Zur Lésung A gehoren
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die Parameterwerte EJ (j=0,...,n—2). Es gilt
d S — "ﬂbJ/J i
4{0 AN JT@+2) A= - —= — AA.
! i=1 L -
| diat 2

Subtrahiert man diesen Ausdruck von dem entsprechenden, in dem A und A ver-

tauscht und die Parameter b; durch b__, ersetzt sind, und integriert man zwischen
den Grenzen —a? =/, = —afy, (k=1, ..., n—1), so erhilt man

nz2 = f - Jme I,
> (b;—b)) J HAGDA () = =0,
i=0 -

—aj, H(af T‘;'R)

Wegen (9) muB die Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems verschwin-
den. Beriicksichtigt man noch, daB3 die entstehende Vandermondsche Determinante
den Wert [[ (4;—4,)# o hat, so folgt

i=k
i n—1
P o NG % S di
J I (;=4) HI A ALL) = = ().
j > 5 k= n !
—af Zik= —0f, ) I} t“;: JF/-;,-]
k=1,..,n0-1 ]

Das ist ein Widerspruch.

Ferner erkennt man, dall (8) nur endlich viele verschiedene LoOsungssysteme
(bg..... b, 1. d,.....d,) besitzen kann. Zwei Losungssysteme (by ... by s dy. ... dy'")
und (b(gf'. O d,‘,“) heiBen verschieden. wenn

n-3 P
(1) 2), (1) (2),
31657 =851+ 3 i —di*| =0
) j=0 i=1
151, was sofort

R D ath
S by —bi"=0
i=0

zur Folge hat. Die Annahme von unendlich vielen verschiedenen Losungen hat die
Existenz von nicht-reellen Lésungen zur Folge, was nicht sein kann. Der Satz von
BEzoUT gestattet jetzt eine Abschitzung der Anzahl der verschiedenen Ldsungen
(bg, ....b,_3.d,, ..., d,) von (8). Das wird uns in Abschnitt 5 zum endgiiltigen Be-
weis des Satzes fiihren. nachdem wir uns im nichsten Abschnitt {iber die Existenz
von Lésungen Klarheit verschafft haben.
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4. Zweiter Beweisschritt. Wir gehen mit der Darstellung (3) fiir g, in die Glei-
chung (6) ein und setzen dort speziell Z=c¢; (j=1, ..., p) und erhalten
|+
',ZI,‘;

i Wil o8 LSV RTTS TRt SCRNRBLNC 1 e g
QP((J,)[3 (_{!;_-lill (/."l‘“; )‘)’:=r} ‘-=Il{ l(t;‘}‘ﬂ.)'{_ig ((‘i+“§)(ﬁi7{{l(4+ai )),

3 2.9;(";)_[71 (Q‘FGEJ =
Dividiert man diesen Ausdruck durch

n i P
Il (c;+a) J] (c;—c) #0,
k=1

s=1
S#EJ

so erhdlt man, wenn man noch zur Abkiirzung setzt

- - I
=32 ——+ > —,
k=1 c;+a; k=t+1 f‘;+ﬂr.-'

das Gleichungssystem

14

(10) [c]+4 3——=0, (j=1,...,p).
.I:|Cj-“(‘
s#j

Fiir Gleichungssysteme von der Gestalt (10) kann man folgenden Hilfssatz beweisen:

Hilfssatz. Fs sei
f‘ P

. * \1 5
=5 2,
yu] (J: +dg
x, reelle positive Zahlen, ai =as = ... = a; =0. Deutet man die ¢; (j=1, ...,p) als

kartesische Koordinaten eines p-dimensionalen Raumes, so besitzt das System

p
(11) e+ 2
T

s¥j

LI=1mup)s el (e=li.cnp)
innerhalb des Wiirfels
3> p ] ” P " - * =
(12) [—a,<c;= —ai,1); (=1, ...,p): (U=k,=k,.1=...=k;=n—-1).
genau eine Losung mit ¢y =cy = ... =C,.
Den Beweis dieses wichtigen Hilfssatzes werde ich nicht in allen Einzelheiten
vorfithren, sondern mich auf eine Schilderung der wesentlichen Punkte des Beweis-

ganges beschrinken. Man kann den Hilfssatz durch vollstindige Induktion nach p
beweisen. Fiir p =1 lautet das System [¢,]* =0, der Satz ist offensichtlich richtig.
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Wir setzen den Hilfssatz fiir p — | als richtig voraus und schreiben (11) in der Form

£ P;‘l r‘i = - . rp
(11a) [e,]*+ 3 =0 mit [c]* =[c]*+ —2—
5= A 1 (‘}._rf’
g (/=1,...,p-1)
ot S
(11b) [l d 3 — 2
\_—[('p“‘(vﬁ
Wihlt man fiir ¢, einen festen Wert aus dem Intervall —ai, =c,= —ai,.1. sokann

man auf (1la) die Induktionsvoraussetzung anwenden, und man erhiilt fir jedes
¢, aus dem eben genannten Intervall genau ein Losungssystem mit ¢, =¢; = ...

" 2 2 , 2

= Cpy =C, Und —di, =c¢;= —a, 1. LaBt man ¢, innerhalb der Grenzen —ax,
2 " s . . - as

und —a, .1 variieren, so erhdlt man eine stetige , ,Losungskurve™ [c;(c,), ¢,],

(i=1.....,p—1), innerhalb des Wiirfels (12). Die Betrachtung von(l1b) lehrt, daf3

: . 2 2 ;

es zu jedem Wertesystem ¢, >¢;>...>Cpy, — @i, <C;< — @41, (i=1, ..., p—1)
. ' 2 2 : .

genau einen Wert ¢, mit ¢, <¢,_; und —a;, =c, = —a;, ., gibt, so dal man inner-

halb von (12) ein stetiges Hyperflichenstiick™ erhélt. Man kann nun nachweisen

daB3 sich die ,,l.osungskurve™ und das Hyperflichenstiick in genau einem Punkte

schneiden, was der Aussage des Hilfssatzes entspricht.

5. Dritter Beweisschritt. Nunmehr kann man den Beweis des aufgestellten Satzes
schnell beenden. Da die Gleichungen (10) die Gestalt der Gleichungen (11) haben,
so kann man den Hilfssatz anwenden. Jeder moglichen Nullstellenverteilung von p

Nullstellen auf die n — 1 Intervalle —a; A —aie1 (i=1,....n—1) kann man ein-
deutig einen Wiirfel (12) zuordnen und umgekehrt. Der Hilfssatz zeigt: Es gibt

Polynome g, mit der Eigenschaft, dali VP, g, cine Losung der Differentialgleichung

n+p—
(1) darstellt. Da es l ;; i 5
zu verteilen, so ist der Satz vollstindig bewiesen, wenn man zeigen kann, dall das
s : (n+p—2 2 2 e
Gleichungssystem (8) nicht mehr als [ ;;{-2 ] verschiedene L&sungen besitzen
kann: denn sind zwei Lésungssysteme ¢; von (10) verschieden, so sind es auch ihre
elementarsymmetrischen Funktionen d; (i=1, ..., p). Da die ¢; simtlich negali\l
sind, so sind die d; von Null verschieden. Wir ersetzen jetzt in (8) d; durch 0}
(i=1,....p) und ldsen die ersten n—2 Gleichungen nach b,_,..... b, auf. Man
erhilt

2 ’ : .
l Maoglichkeiten gibt, p Nullstellen auf n —1 Intervalle

hli_E'I':Qi-(hl""" Dﬁ)" “:L...,H—'z).

wobei Q; ein Polynom i-ten Grades in d,.....0, ist. Setzt man diesen Ausdruck
in die verbleibenden p Gleichungen ein. so erhilt man ein aus Polynomen bestehen-
des Gleichungssystem fiir die d,,...,0,. Diese Polynome haben dic Grade n—1,
N, ....n-+p—2. Nach dem Satz von BezouT und den Bemerkungen in Abschnitt 3 gibt
es somit hdchstens (n—1) n(n+1)...(n+ p—2) verschiedene Losungssysteme dy,....D,.

Das Gleichungssystem hat aber nach den Uberlegungen von Abschnitt 4 mindestens

ln~*—p—2 ; p .
» )-l-.’l...-p = (n—1)n...(n+p —2) verschiedene Losungen, da die dort auf-
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tretenden d; simtlich von Null verschieden sind. Damit ist gezeigt. dal} (8) genau
n+p-—2
( p . - - - . -
men mit dem in Abschnitt 4 aufgezeigten Sachverhalt iiber die Nullstellenverteilung
ergibt das den zu beweisenden Satz.

] verschiedene Ldsungssysteme by, by, ....b,_5.d,, ... d, besitzt. Zusam-

6. Schlufi. Man kann den Satz fiir die in Abschnitt 2 geschilderten potential-
theoretischen Zusammenhinge nutzbar machen. Beriicksichtigt man die Tatsache,

daB jede Lamésche Funktion A(.) = | P, g, zu einem Polynom in den kartesischen
Koordinaten x,....,x, AnlaB gibt, dessen Grad m=/+2p ist, so folgt, dal} es

genau
£ p+n-2 n ) "m+n—2) (m+n—3')
= P m—2p _( n—2 n=2

Polynome m-ten Grades gibt, die der Potentialgleichung geniigen und in hyperellip-
tischen Koordinaten separierbar sind. Die angegebene Formel ist richtig. da es zu

n 2 i
”p] Polynome P, der in Abschnitt 1 angege-

vorgegebenem / genau ‘f;] = (m_‘_

benen Form gibt.
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